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1. Bevezetés

Equation Chapter 1 Section 1A ,,Mintaelemszam tervezés Likert skalas lekérdezé-
sek esetén klasszikus és bayesi keretek kozott” cimii dolgozatomban a mintatervezés
egyik sziik, mégis nagy jelentdséggel bird részteriiletét jarom koriil és probalom djszeri

eredményekkel kiegésziteni.

Hagyomdényosan a mintaelemszdm tervezés a becslés standard hibdjabol, ponto-
sabban a hibahatarbdl indul ki. Az ardnybecslés esetén a mintaelemszamra rendezett
képletben a z-érték €s a kivant hibahatar mellett az ismeretlen sokasagi ardny szerepel a
fiiggetlen véltozoként. A leggyakoribb feltevés, hogy err6l nem tudunk semmit a vizs-
gdlat eldtt, igy a lehetd legrosszabb esettel szamolunk, ami gyakran tdlbecsiili a sziiksé-
ges mintaelemszamot, mégis a gyakorlatban hatékony segitséget jelent ez a megkozeli-
tés. A varhat6 érték becslése esetén a sokasdgi ardny helyett a sokasagi variancia szere-
pel a megfeleld képletben. Az irodalomban javaslatként korabbi kutatdsi eredmények
alapjdn meghatarozott variancia szerepeltetése, illetve eldzetes minta alapjan torténd

becslés meril fel altalanosan.

Dolgozatomban érintem a kétkimenetelli, ardnybecslésre vezetd esetet is, a {6
hangsily azonban azon van, hogy a sokasdgi variancia, illetve a sokasagi szords bizo-
nyos, kevés kimenetellel rendelkezd esetekben (pl. Likert-skdla) hogyan becsiilhetd
hatékonyan, amennyiben a kutatds végzdjének van eldzetes elképzelése az eloszlas var-
hat6 alakjardl. Olyan eloszldsokat definidlok, melyek a gyakorlati esetek nagyobb részét
lefedik, majd ezekre meghatdrozom a varianciat, illetve az ebbdl szarmazé becsiilt sziik-
séges mintaeclemszamot. Foglalkozom azzal a kérdéssel, hogy a lehetséges Osszes elosz-

1as figyelembe vétele esetén mekkora a sziikséges mintaelemszam varhat6 értéke.

Alapvetden tehat abbdl indulok ki, hogy a felmérést végzd bizonyos eldzetes, ha
ugy tetszik, a priori ismeretekkel rendelkezik a vizsgalt sokasdgrol, ami megnyilvanul-
hat kozvetleniil a variancia ismeretében is, azonban jellemzdbb, hogy magardl az elosz-
lasrdl vannak feltevéseink. A bayesi statisztika gondolati kerete (tobbek kozétt) abban
tér el a klasszikus statisztikaétol, hogy feltételezi el6zetes informdaciok 1étezését. A min-
tabeli inform4cidk és az a priori ismeretek 6tvozésével el6dllé un. poszterior eloszlas

mindkét fajta tudést figyelembe veszi. Ennek alapjan a bayesi statisztika megfelel6 ke-



retet nyujt egy olyan szitudcid kezeléséhez, ahol az eldzetes ismeretek felhaszndldsa

keriil szoba.

A bayesi statisztika és okonometria napjainkban reneszanszat éli a nemzetkozi
szakirodalomban, hazdnkban azonban csupdn néhany tanulmany, illetve miihely foglal-
kozik vele. A mddszertan térnyerésének tobb oka van, tobbek kozott az, hogy a Bayes-
tétel gyakorlatilag onmagaban elegendd az elméleti keret megértéséhez. Sok esetben
lehetéség van (sOt, sziikséges) kiilsé informdacidk ellenérzott, dokumentalt médon mo-
dellbe val6 épitésére. Szintén okként emlithetjiik, hogy az elemzés végeredményeként
eld4llo poszterior eloszlas onmagédban a paraméterek eloszlasét irja le, igy konfidencia
intervallumok el6éllitdsdhoz nincs sziikségiink kiegészitd feltevések (pl. normalités)
haszndlatdra. A bayesi médszerek nehézségét az okozza, hogy a (jellemzden sokdimen-
zi0s) poszterior eloszldsban rejlé informdaciok prezentdldsa, megértése nem trividlis,
leggyakrabban szimuldciés technikdkat kell segitségiil hivnunk. Ezen szimulacids tech-
nikdk matematikai alapjai hosszabb torténetre tekintenek vissza, azonban sokdig hidny-
zott az eljardsokhoz sziikséges szamitdsi, szamitdstechnikai héttér. Amidta mindkét

alapfeltétel adott, a teriilet fejlodése toretlen.

A bayesi megkozelitésben lehetdségiink van tehat az elézetes ismeretek és a min-
tab6l szarmazé informécick egyesitésére. Eppen ez az a két médszer, amelyet a szakiro-
dalom a varhaté érték becslés hibahatarab6l ad6dé mintanagysag képletben a szords

kozelitésére javasol!

A dolgozatban a célom a mintaelemszam tervezésének hatékony modszerét kidol-
gozni. A klasszikus mellett a bayesi gondolatkort is felhaszndlom, valamint dsszevetem
az altaluk szolgélt eredményeket. Azt varom, hogy a munkam olyan kézzel foghaté elja-
rasokkal gazdagitja a szakirodalmat, amelyeket a gyakorlati statisztika képes felhasz-
ndlni. A bayesi statisztika alapgondolatainak és f6 mddszereinek attekintését jelen dol-

gozattdl fliggetleniil is fontosnak tartom.

A fenti célokkal parhuzamosan megfogalmaztam azokat a hipotéziseket, melyek a
kutatds f6 motivacidjat adtdk. A hipotézisek szorosan kotddnek a disszerticid egyes
fejezeteihez, a velilk kapcsolatosan levont konkliziéimat az 6sszefoglalé fejezetben

targyalom.



A hipotézisek tehat a kovetkezok:

1. A Likert-skéléds lekérdezések segitségével nyert valtozok esetén a mdédszerva-
lasztds kiilonos jelentdséggel bir.

2. Amennyiben rendelkeziink kiils6 informaciéval a sokasagi eloszlasrdl, az ha-
tékonyan alkalmazhaté az eldzetesen kalkuldlt sziikséges mintaelemszdm
csokkentésére Likert-skalds kérdések esetén is.

3. Adott kivant hibahatar és megbizhatdsagi szint esetén meghatdrozhat6 a sziik-
séges mintaclemszam varhaté értéke.

4. Az eldzetes informéciok és egy esetleges elozetes mintavétel adatainak 0ssze-
sitése a bayesi keretrendszerben probléma nélkiil megoldhat6. A bayesi méd-
szertannal kiszamitott sziikséges mintaeclemszam értékek a klasszikus statisz-
tikai modszerekkel szadmithat6 értékekkel 6sszhangot mutatnak.

5. Az eldzetes informéciok bizonytalansidga és az eldzetes minta mintavételi hi-
baja figyelembe vehetd a bayesi gondolatvildgban, ami egyértelmiien elonyt

jelent a klasszikus megkozelitéshez képest.

Az értekezés 0sszesen nyolc f6 fejezetet tartalmaz, amelybdl négy alkotja a mun-
ka anyagédnak dontd részét. A disszertacid tobb éves munka eredménye, igy az egyes
fejezetek a korabbi években megjelent — jellemzOen egyszerzos — cikkekben mar publi-

kalasra kerultek.

A jelen, bevezetd fejezet utdn a 2. azzal foglalkozik, hogy a cimben szerepld
Likert-skalds kérdések esetén milyen statisztikai mutatok alkalmazhatok (Kehl, 2011).
Az évtizedeken 4t zajl6 vita még a mai napig is tart, azt azonban megéllapithatjuk, hogy
a legtobb kutat6 egyetért abban, hogy atlag €s szords mutatokat csak olyan esetben sza-
mitunk, amikor a valtozo értékek ekvidisztansok, tisztan ordinalis esetben ezek a muta-
ték nem alkalmazhaték. Az alkalmazok tobbsége Likert-skdla haszndlata esetén feltéte-

lezi ennek a jellemzonek a teljesiilését.

A 3. fejezetben a mintaelemszam tervezés klasszikus statisztikai szemléletben tor-
ténd vizsgdlatdval foglalkozom (Kehl-Rappai, 2006). A fejezet elején a Likert-skala
eredetét, f6 felhasznalasi teriileteit, majd a mintaelemszam tervezés altalanos médszerét
mutatom be. El0re definialt eloszlasok esetén hatirozok meg szordsjellemzoket, ame-

lyek segitségével az adott eloszlasti véletlen valtozéhoz tartoz6 sziikséges



mintaelemszamot becsiilom. Megtorténik egyfajta érzékenységvizsgélat és a kiilonb6zo
feltételezések mellett nyert elemszdmok Osszehasonlitdsa, valamint a minden lehetséges

mintdra vonatkoz6 varhat6 érték meghatarozéasa (Kehl, 2007) is.

A 4. fejezetben a bayesi gondolkodds alapjait mutatom be, valamint kitérek azok-
ra az alapvetd és Osszetettebb mddszerekre is, melyek a poszterior eloszlas Osszefogla-
l4sat segitik (Kehl, 2012a, 2012b). A szakasz gyakorlatilag egy 4ltalanos bevezetd a
bayesi statisztikdba, majd az azt kiegészitd szimulaciéos (MC és MCMC) technikdkat 1-
1 rovid példaval kiegészitve mutatom be. A szimulacidk futtatdsdhoz az R kornyezetet
haszndlom, a Fiiggelék a sziikséges programsorokat tartalmazza, igy az anyag a késob-
biekben egy magyar nyelvii, bayesi statisztikaval, szimuldcival foglalkoz6 kurzus alap-

jais lehet.

Az 5. fejezet a bayesi megkozelités gyakorlati megvaldsitdsat mutatja be a dolgo-
zat 16 problémdjan keresztiil két alfejezetben. ElsOként definidlom a kétvaltozods esetben
konnyen alkalmazhat6 konjugélt prior eloszlast, amely rugalmasan képes a rendelkezés-
re all6 eldzetes informécidk leirdsara. A poszterior pedig tartalmazza az esetleges eldze-
tes mintavételi eredményeket is, igy a két tudds kombinécidjaként értelmezhetd. A ma-
sodik — joval rovidebb — alpont a kettonél tobb kimenetellel rendelkez6 véltozok esetét
mutatja be. A fejezet rovidségét az teszi lehetdvé, hogy a kétviltozds eset gyakorlatilag
gond nélkiil A4ltaldnosithatd tobbvaltozésra. A  binomidlis eloszlds helyét a
multinomidlis, a bétaét a Dirichlet veszi at, igy a folyamat gyakorlatilag teljes mérték-

ben megegyezik a kétvéltozds esetben leirttal.

A 6. fejezet az értekezés eredményeinek rovid osszefoglaldsat adja és tovabbi po-
tencidlis kutatdsi teriileteket azonosit, mig az utolsé két pont a fészovegbe terjedelmiik-
nél fogva nem ill6 levezetéseket, bizonyos eloszlasok jellemzdit, illetve a mar emlitett

programokat tartalmazza. A dolgozatot részletes felhasznalt irodalomjegyzék zarja.



2. Skalak és statisztikak: a méréselméletrol és torténetérol

Equation Section (Next)Adatok, ezen beliil is statisztikai alapadatok jellemzbéen
szamlalas, illetve mérés utjan keletkeznek. A szamlalas utjan eloallitott adatok esetén is
taldlkozhatunk gyakorlati problémakkal, ebben a fejezetben azonban a mérés jellemzoi-
vel foglalkozunk. Gondoljunk csak néhany példdra: az inflacid, a vasarléi attitiid, az
életminOség, vagy az értelmi képesség szamszeriisitésének esetére. Célom a mérési ska-
14k elméletének kialakuldsat bemutatni, majd korvonalazni azt a tudoményos vitat, amit
az irodalom méréselméleti vitaként ismer. Természetesen ma méar nem minden bemuta-
tott megallapitdssal értiink egyet, a tanulmanyok fobb tételeinek kiemelésére a vita fo-
lyamatdnak bemutatdsa miatt sziikséges. A torténeti attekintés mellett fontosnak tartom
felhivni a figyelmet a mddszervalasztas, a mérési skala jelentdségére, valamint megki-
sérlek keretet adni a Likert-skéla elhelyezéséhez a skdldk és alkalmazhat6 statisztikdk

rendszerében.

2.1. A méréselméleti vita torténete

A mérési skaldk napjainkban is alkalmazott tipusai egy, a Harvardon tevékenyke-
d6 pszichologus, Stanley Smith Stevens (1946, 1955) klasszikus, sokat hivatkozott ta-
nulmdnyaihoz kotddnek. Stevens évekig egy tudoményos bizottsag élén a mérés prob-
lematikdjdval foglalkozott, a csoport célja annak a kérdésnek a megvélaszoldsa volt,
hogy mérhetd-e az emberi érzékelés, és ha igen, milyen médon. A legfébb és talan leg-
fontosabb vita a koriil alakult ki, hogy mit is nevezhetiink mérésnek, amiben a bizottsag
tagjai markdnsan eltérd véleményt alakitottak ki. Stevens szerint fontos felismerniink,
hogy a mérésnek szdmos formdja 1étezik, ennek megfelelden kiillonb6z6 mérési skaldk
definidlhatok. A mérési skdla tipusat egyarant meghatarozzdk a mérés folyaman alkal-
mazott konkrét eljardsok és a skdla matematikai tulajdonsdgai. Stevens kiemeli, hogy a
mérési skalatdl fligg, hogy az adott empirikus adatok esetén mely statisztikai mdédsze-
rek, eljarasok alkalmazhatdak, és melyek nem. Ez a megéllapitdsa volt a tanulmény leg-
nagyobb visszhangot kivalto kijelentése. A mérésre vonatkoz6 definicidja szerint a mé-

rés nem mas, mint szaimértékek hozzarendelése kiilonboz6d objektumokhoz vagy esemé-



nyekhez, mégpedig meghatarozott szabalyok szerint. Amennyiben a mérés definicidja

helytélld, a skalak problematikdja visszavezethetd az alabbiakra.

Meg kell hataroznunk:
= aszamértékek hozzarendelésének szabalyait;
= az eredményként el6all6 skalak matematikai tulajdonsagait és

= az egyes mérési skdldk esetén alkalmazhat6 statisztikai miiveletek, eljarasok ko-

rét.

A skalédk jellemzdje, hogy bizonyos hasonldsag van a megfigyelt objektumok tu-
lajdonsagai és a szamsorok kozott. A megfigyelt egységek tulajdonsdgainak vizsgalata-
kor alapvetden a kovetkezoket vizsgélhatjuk: az egyedek tulajdonsidgainak egyezdséget;
az egyedek jellemzdinek nagysdgrendi sorrendjét; kiilonbségeket és a kiilonbségek
egyez0ségét; valamint ardnyokat, ardnyok egyezdségét. A fenti tulajdonsdgok leirdsara
a (pozitiv) valés szamok tokéletesen megfelelhetnek, azaz — Stevens szavaival élve — a

szamok a val6s vildg jelenségeinek megfeleld modelljét adhatjak.

Az elérhetd skdla mindsége természetesen fligg a mérni kivant jelenség jellemzoi-
tol, és a mérés konkrét folyamatatdl, de a szerzd szerint az eredmény az alabbi tdblazat-

ban szerepl0 — az alapszintl statisztika tankonyvekbdl jol ismert — skalak egyike lesz.

2-1. tablazat: Mérési skalak és tulajdonsagaik

Skala

Alapvet6 miivelet

Matematikai csoport
tulajdonsag

Megengedhetd statisztikai
miiveletek

NOMINALIS

Egyenléség meghatarozdsa

Permutdcids csoport

X'=f(x),ahol f tetszOleges,

kolesonosen egyértelmii
hozzarendelés

Esetek szdama
Moédusz

ORDINALIS

Sorrendiség meghatarozdsa

Isotonikus csoport

X'=f(x),ahol f tetszOleges,

monoton ndvekvo fiiggvény

Medidn
Percentilisek

INTERVALLUM

Intervallumok/kiilonbségek
egyezGségének vizsgilata

Altalanos linedris csoport
X'=ax+b, a>0

Szémtani dtlag

Sz6ras

Rang korrelacio

Szorzat momentum korreldcid

ARANY

Hényadosok egyezdségének
vizsgilata

Hasonldsdgi csoport
X'=ax,a>0

Meértani dtlag
Harmonikus atlag
Relativ szords

Forrds: Stevens (1946, 678) és Stevens (1955, 113)

A skédldkon megengedett, azaz elvégezheté miiveleteket a fenti tdblazat utolsé

oszlopdban soroltam fel, mely lista kumulativan értelmezendd: az alacsonyabb rendi

skalak megengedett miiveletei a magasabb rendiieken is elvégezhetOk. A matematikai
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csoport tulajdonsdg oszlopban azon matematikai transzformécidk keriiltek felsoroldsra,
melyek nem modositjdk a skdlatipust. A miiveletek megengedhetdségének feltétele az
invariancia, melynek jelentését Anderson szemléletesen mutatja be: ,,amennyiben egy
mutatét szamitunk adott valtozéértékekbdl, majd transzforméljuk azt, azonos eredményt
kell kapnunk, mintha az egyedi értékeket transzformadltuk volna, és igy hataroztuk volna

meg a mutat6 értékét” (Anderson, 1961, 309).

A skaldk szdménak novelésére, bovitésére tobb kisérlet is sziiletett. Egyrészt az
intervallum skdla mellett (amelyet egyenld intervallumok skaldjanak is neveznek) nem
egyenld intervallumok skéldit is megkiilonboztetik esetenként az irodalomban, mint
példaul a logaritmikus skdla, ahol tizes alap esetén minden intervallum pontosan a tiz-
szerese az Ot megeldzdnek. Az ilyen skdldkat azért nem tekintjiik kiilon tipusnak, mert
megfelel6 matematikai mivelettel a hagyomanyos intervallum skaldva transzformélha-
tok. A megengedhetd statisztikai miiveletek ebben az esetben a hatvany-
transzforméciok. A masik kiterjesztés az tin. abszoltt skdla, melyet Stevens is megemlit,
€s kardindlis skdlan mért szamnak nevezi. A megengedett miivelet kizardlag a helyben-
hagy6 miivelet. Az elképzelhetd skdlatipusok matematikai meghatdrozasdval a modern
méréselmélet foglalkozik, alapvetd megallapitdsuk, hogy Stevens besoroldsa tobbé-

kevésbé teljes, mas jelentOs struktirdk bizonyithatban nem léteznek.

A skéaldk megkiilonboztetése mellett Stevens cikkének legnagyobb jelentdsége a
megengedhetd statisztikai miiveletek rogzitésében van. Kategorikusan kijelenti, hogy a
kutatok altal gyakran alkalmazott ordindlis valtozok esetén ,,a hagyomanyos, atlagokon
€s szorasokon alapuld eljardsokat nem szabadna haszndlni, hisz azok tobbet tételeznek
fel, mint csupan az adatok relativ rangsoranak ismeretét”. Kovetkez6 mondataiban min-
denesetre mar megengeddbb a szerzd: az eljarasok ,,illegélis alkalmazdsa egyetlen dolog
miatt bocsithaté meg: sok esetben a vizsgélatok gyiimolcsozo eredményekre vezetnek™
(Stevens, 1946, 679). Hangsulyozza, hogy az ordindlis skdldkon mért valtozok esetén
szamitott statisztikakat ovatosan kell kezelni, kiilonosen koriiltekintonek kell lenni ko-
vetkeztetések levondsakor. Ennek ellenére ordindlis skdldn mért ismérvekbdl szdmitott
atlagokkal azoéta is taldlkozunk, akdr a mindennapi €letben, akar a tudoméanyos kutata-
sok teriiletén. Ugyan tudjuk, hogy az iskolai osztdlyzatok nem mondanak tobbet az
ordinalitdsndl, az Osztondijak példaul mégis tanulmdanyi atlagtol, sot, kreditpontokkal

sulyozott atlagoktol fiiggenek.



Stevens nagy hatdsu cikkei, és az ezekbdl levonhat6 tanulsigok kovetdkre talél-
tak, melyek a tarsadalomtudomanyi modszertanokkal foglalkoz6 tankonyvekben hama-
rosan meg is jelentek (Siegel, 1956). A tudomdnyos vita egyik, Stevens tanulmanyéra
(is) visszavezethetd f6 irdnyvonala a paraméteres €s nemparaméteres eljardasok hivei
kozott zajlott, ez az irdny vezet el a statisztikai eszkoztar két részre bontdsdhoz: a para-
méteres €s nemparaméteres eljarasok megkiilonboztetéséhez. A paraméteres eljardsok
legalabb egy sokasagi érték, azaz paraméter becslésébdl indulnak ki, méghozza legy-
gyakrabban normalis eloszldsu sokasdgbdl szdrmaz6 mintdk esetére. Mindez legalabb
intervallum er6sségli skalat kovetel meg a Stevens tanait kovetd konzervativok szerint.
A nemparaméteres eljardsok nem kovetelik meg sokasdgi paraméterek becslését, nem
teszik fel az egység dllanddsdgat a skdla teljes értelmezési tartomanyan, nincsenek
olyan erds eldzetes feltevések a sokasagi eloszlast illetden sem. A két megkozelités hi-
potézisrendszerei azonban nem minden esetben feleltethetOk meg egymadsnak teljes

mértékben.

A Stevens elméletét timogat6 kutatok mellett masok hatdrozottan tdmadtak véle-
ményét, ellenezték az abbdl levont kovetkeztetéseket, ezzel komoly vitdkat generdlva
(Lord, 1953, Behan-Behan, 1954), olyannyira, hogy a témakor még napjainkban is fog-
lalkoztatja a tudomédnyos kozosséget (Scholten-Borsboom, 2009). A Stevens tételeit
egyértelmiien tagadd ultraliberdlis szemlélet mellett rengeteg tanulmény sziiletett a pa-
raméteres probdk robusztussidgaval kapcsolatban is. Ezek a tanulmédnyok elsdsorban azt
a vitat voltak hivatottak eldonteni, mely a paraméteres (pl. Anderson, 1961, Baker et al.,
1966, Labovitz, 1967, Gaito, 1980) és a nemparaméteres probdkat eldnyben részesitd
kutatok (pl. Siegel, 1956, Thomas, 1982, Townsend-Ashby, 1984) kozott alakult ki. A
kozponti kérdés emellett az ordindlis és intervallum skdldk megkiilonboztetése volt. A
paraméteres és nemparaméteres eljardsok alkalmazhatdsdga (Gardner, 1975) a kutatdkat

azota is megosztja.

Megtalédlhatéak tehdt szélsOséges vélemények, miszerint a nemparaméteres eljara-
sok szinte teljesen feleslegesek, mert majdnem minden esetben alkalmazhatéak a jol
ismert paraméteres megfeleldik, azok robusztussidga miatt, rdaddsul — érvelnek egyes
kutatok — a paraméteres probak statisztikai ereje joval nagyobb. Ez az okfejtés eredmé-
nyezte a jellemzd paraméteres probédk (t-proba, F-proba stb.) robusztussagdval kapcso-

latban megjelend tanulmédnyokat (pl. Godard et al., 1940, Eisenhart, 1947, Cochran,
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1947, Bartlett, 1947, Gayen, 1949, Box, 1953, Boneau, 1960, Glass, 1972, Blair és
Higgins 1980, 1985, Zimmerman és szerzotarsai 1989, 1990, 1993, Wiley et al. 2000).
A Statisztikai Szemle hasdbjain Vargha (2003) foglalkozott az egymintds t-probaval,
szimuléciok segitségével bizonyitva, hogy az alapeloszlds csicsossagatol és ferdeségé-
tdl is fligg a robusztussdg. Vargha (2004) mutatja be magyar nyelven a kétszempontos

sztochasztikus 0sszehasonlitds modelljét, mely ordindlis valtozokra alkalmazhato.

A késbébbiekben a kutatok egyre inkdbb gy vélték, hogy a skaldk kozotti valasz-
tas, a skdla erésségének meghatdrozdsa nem olyan egyértelmii, mint ahogy azt Stevens
gondolta. Késébb Knapp (1990) mar ,,ordindlis”, ,.kevesebb mint ordindlis” és ,,tobb
mint ordindlis” skdldkrdl is beszél. A Soha, Ritkdn, Gyakran, Mindig ismérvvaltozatok-
bdl all6 skalat a legtobb kutatd gy elemezné, hogy szdmokat rendel a négy kategéria-
hoz (linedrisan, vagy akdr nem linedrisan). Amennyiben azonban a lehetséges vélaszok
példaul: Soha, Esetenként, Néha, Mindig lennének, ugy a két kozépsO lehetdség sor-
rendjének megallapitisa komoly problémét jelent. Az ordindlis és intervallum skéldk
kozott 1étezik bizonyos dtmenet, mely a haszndlatban 1évé mérési skaldk jo részének
sajatja. Az ilyen, ,,atmeneti” skéldk esetén alkalmazhat6 moédszerek kore természetesen

ugyancsak kérdéses.

Joel Michell (1986) cikkében mintegy vdlaszul az eddigiekben bemutatott tudo-
manyos vitdra a méréselmélet tanait harom nagy iskoldra osztotta, €s a kutatok kozotti
ellentéteket erre vezette vissza. Tanulmanydban célja csupan a kiilonb6z6 irdnyzatok
kovetdinek azonositdsa, €s az altaluk képviselt tanok bemutatdsa volt, ahogy ez ese-
tilnkben is igaz. A hdrom kiilonéll6 — reprezenticids, operacionalista és klasszikus —
elméletet Michell szemléletében (néhol az éltala is hivatkozott, alapveté munkdk mé-
lyebb ismertetésével) mutatjuk be a kovetkezokben. A tanulmdnyban a pszicholdgia
teriiletén tetten érhetd iskoldkat tarja fel a szerzd, de jelenlétiik valamennyi, kvantitativ,
statisztikai modszereket alkalmaz6 tudomanyagban kimutathatd. A reprezentacids elmé-
lettel bovebben foglalkozunk, egyszerlien azért, mert képviseldi joval nagyobb irodal-

mat tudhatnak magukénak, az elmélet Osszetettsége, matematikai alapjai miatt.

2.1.1. Reprezentacios elmélet

Michell a reprezenticids elmélet korai megjelenésének tartja Helmholtz (1887),

Holder (1901), Russel (1903) és Campbell (1920) miiveit, melyek alapul szolgéltak



Suppes (1951, 1959 és Suppes-Zinnes, 1963) munkdssagihoz, aki az elmélet matemati-
kai alapjait fektette le. Holder eredeti, német nyelvli munkdjat Michell és munkatarsa
forditottdk angolra (Michell-Ernst, 1996, 1997). A reprezenticiés elmélet fejlédése f6-
ként néhany kutaté nevéhez kothetd, a megjelent tanulmanyok, cikkek jo részét ok
jegyzik, melyek koziil néhdnyat az irodalomjegyzékben felsoroltam. Ennél részletesebb
jegyzék talalhat6 példaul Anwer és Hardeo (1993) és Luce (1996) munkdiban. Az alab-
biakban a mar megismert, Stevens-féle skaldkkal kapcsolatban mutatom be a reprezen-

tacids elmélet definicidinak jellegét, eltekintve a pontos matematikai leirastol.

Tegyiik fel, hogy a vizsgdlando jelenség a hajszin. A reldcié ebben az esetben,
hogy két személy hajszine megegyezik, vagy sem. Ugy kell szamokat személyekhez
rendelniink, hogy barmely két személy esetén, ha x hajszine megegyezik y -éval, akkor

és csak akkor M =M . ahol M az x-hez, M ,azy -hoz rendelt szam. Nevezziik ezt,

a Stevens dltal nomindlisnak elnevezett skdlat X hajszinskdlanak. Megengedhetd

(admissable) skélatranszformacié barmely egy-egy értelmii hozzarendelés.

Tekintsiink kovetkezoként egy gyenge sorrend reldciét (weak order relation). Az
aldbbi megéllapitast tehetjiik: x dolgozata legalabb olyan j6, mint y-€é. Ha ez a reldcié
tranzitiv és kapcsolt (connected), akkor azt leirhatjuk a matematikai > jellel. Ekkor a
hozzarendelést ugy kell elvégezni, hogy x mindsége akkor és csak akkor legalabb
olyan jo, mint y-é, ha M >M  dllitds igaz. Az eredmény egy ordindlis skédla. Az
ordindlis skaldk esetén csak a (szigorian) monoton novekvo transzformaciok megenge-

dettek.

Tekintsiik valamely attriblitumra vonatkozéan kiilonbségek sorrendjét. Ekkor —
néhany konnyen tesztelheto feltételezés fenndllasa esetén — a szdmok hozzarendelése

megtorténhet. Amennyiben w és x kozotti kiilonbség legaldbb akkora, mint y és z
kozott, akkor és csak akkor M, —M >M —M . Az eredmény egy intervallum skala,
€s a megengedhetd transzformécidk halmaza valamennyi pozitiv linedris transzformé-
ciob.

Végezetiil tekintsiink egy sorrendi relaciét objektumok valamely jellemzdjének

Osszegére (Osszekapcsoldsara) vonatkozdan. Példaként a fizikai hosszusdgot véve, le-

gyen A szilard rudak egy halmaza. Barmely, A -ban 1évé x és y rudra vonatkozdan
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legyen x-y a két rad (végeiknél vald) Osszeillesztésébdl szarmazo rad (- az Osszekap-

csolds jele). Amennyiben a feltételek megfelelnek az extenziv struktira (extensive
structure) kovetelményeinek, ugy a hosszisagi sorrend leképezheté numerikusan.

Amennyiben w-x legaldbb olyan hosszd, mint y-z, akkor és csak akkor
M, +M >M +M_. Az eredmény egy ardnyskala, és a megengedhetd transzformaci-

ok a hasonldsagi transzforméciok.

A reprezentacids elmélet hivei tigy gondoljak, hogy a széban forgé reldciok jelle-
gétol fligg, hogy milyen mddszerek alkalmazhatok veliik kapcsolatban. A f6 probléma
annak a meghatdarozasa, hogy mely skéaldk esetén milyen eljardsok ezek. Stevens szerint
az egyes skaldk esetén az objektumokhoz rendelt szamokkal kapcsolatban vannak nem
megengedhetd miiveletek, melyek eredményei nem invariansak az elvégezhetd, megen-
gedett skdla-transzformacidk tekintetében. Stevens invariancia definicidja azonban ta-
volrdl sem volt pontos, rdadasul a késobbi vélemények szerint ,,a tudomdnyban minden
tény megengedhetd” (Michell, 1986, 399). A megfeleld (appropriate) statisztikdkrdl
tobbek kozott Suppes, valamint Adams €s szerzdtarsai (1965) pontositottdk Stevens
elképzeléseit. A logikai, tobbnyire intuitiv, vagy néhany példan alapul6 érvelést felval-

totta a tételek matematikai bizonyitdsa a reprezentdcids elmélet hivei kozott.

A megengedhetdség, megfeleldség fogalméhoz szorosan kapcsolddik a statisztikai
értelmesség (meaningfulness) koncepcidja, melyet Patrick Suppes fektetett le, miszerint
,»egy empirikus hipotézis, vagy barmilyen 4llitds, mely numerikus mennyiségeket tar-
talmaz, csak abban az esetben értelmes (meaningful), ha igazsagtartalma valtozatlan a
numerikus mennyiségek megfeleld transzformécidi esetén is” (Suppes, 1959, 131). Az
egyik klasszikus, gyakran idézett példamondat a kovetkezo: ,,Kétszer olyan magas va-
gyok, mint a Sears Tower” (Marcus-Roberts, Roberts, 1987, 384). A kijelentés jol latha-
téan hamis, azonban értelmes, hisz igazsdgtartalma véltozatlan centiméterben, méter-

ben, Idbban, vagy hiivelykben mért magassag esetén is.

Michell az értelmesség két valtozatat, megkozelitését kiillonbozteti meg: a skdla-
specifikus megéllapitdsokra vonatkozé és a skéla-fiiggetlen megdllapitdsokra vonatkoz6
értelmességet. Mig a skdla-specifikus megéllapitasok tartalmaznak egy bizonyos mérési
skdlara vonatkoz6 hivatkozast, addig a skdla-fliggetlen megéallapitdsok esetén ez nem

igaz. Suppes elé6zéekben bemutatott definicidja jol lathatdéan skala-specifikus megallapi-
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tasok esetén alkalmazhat6. A megkozelités egyik problémdja, hogy attdl fiiggetleniil,
hogy egy éllitds értelmetlen, még lehet tudoményos értelemben hasznos, segitségével
valds kovetkeztetéseket vonhatunk le a vizsgilt egyedekrél. Igy az értelmetlen megalla-
pitdsok nem ,,szamiizhetok” automatikusan. Amennyiben példaul azt allitjuk, hogy a
mai homérséklet Celsius fokban a tegnapi kétszerese, allitdsunk konnyen beldthat6an
értelmetlen (hisz pl. Fahrenheitben a viszony nem kétszeres lenne). Ennek ellenére
hasznos, hisz tudjuk, hogy melegebb van, mint tegnap volt (0 fok feletti hdmérsékletet
feltételezve). Egy masik példa szerint a hajszint szamokkal jelolve az X hajszinskalan
értelmetlen megallapitast tehetiink, amennyiben azt mondjuk, hogy a mintankban a haj-
szinek Osszege 10. Ha tudjuk azonban, hogy a vords hajiakat 3-as szdmmal jeloltiik,
akkor az értelmetlen megallapitds haszna az, hogy tudjuk, nem minden egyed voros
haju.

Adams és szerzOtarsai (1965) az értelmesség skdlafiiggetlen definicidjit javasol-
tak, hiszen a mérés sordn célunk altaldban nem az, hogy skélafiiggé megallapitdsokat
tegyiink, hanem a jelenségekrdl szeretnénk skdla-fiiggetlen informacidkhoz jutni. A
szerzOk altal javasolt definicié 1ényege, hogy egy skdla-fiiggetlen kijelentés akkor és
csak akkor értelmes, ha az igazsigtartalma valamennyi skala-specifikus valtozatdnak
azonos. Egy skala-fiiggetlen kijelentés skdla-specifikus véltozatit ugy nyerjiik, hogy
minden mérendd véltozdt valamely skdldra vonatkozdan frunk le, természetesen minden
értékhez azonos skalat rendelve. A skdla-fiiggetlen kijelentések értelmessége kiillonos
jelentdséggel bir, de ebben az esetben is szembesiilhetiink nehézségekkel. A kovetkezo
két allitds minden kétséget kizardlag értelmetlen skdla-fiiggetlen megallapitds: A ma-
gassaga 6,4; B magassaga 3,2 (Michell, 1986). A két allitas alapjan azonban a kovetke-
z0 allitas tehetd: A magassdga kétszerese B -ének, ami kétségkiviil értelmes skéla-

fliggetlen megallapités, és akar igaz is lehet.

A reprezentdcids elmélet kovetdi rengeteg tételt dolgoztak ki és bizonyitottak az
utobbi évtizedekben. Az értelmesség definicidjan til, ehhez kapcsoléddan az invarian-
cia (invariance), homogenitds (homogeneity) és a megfeleld statisztikdk (appropriate
statistics), valamint ezek kapcsoldddsi pontjai dlltak a kutatdsok kozéppontjdban. A
stevensi tanokhoz kapcsolodoan sikeriilt nagyrészt tisztdzni azt a kérdést, hogy milyen
mérési skalak lehetségesek. A kutatdsok alapjan jol latszik, hogy Stevens nem tévedt

nagyot akkor, amikor igen kevés skalat vezetett be elméletében (Narens, 1981a, 1981b).
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A hasznossagelméletek teriiletén értek el tovéabbi jelentds eredményeket a reprezentaci-
Os elmélet kovetdi. Az extenziv struktdrakon kiviil egyéb struktirak feltarasa is sikerrel
jart, melyek koziil a conjoint struktira (Luce-Tukey, 1964, Tversky, 1967) a legjelent6-
sebb, melynek gyakorlati alkalmazdsa mara szélesebb korben elterjedt, igen jelentds a
mar emlitett hasznossdg mellett az attitlidok, képességek stb. mérésében is. Bizonyitha-
t6, hogy amennyiben a matematikai axiomék teljesiilnek, tgy az eredmény intervallum

skala erdsségii lesz (Krantz et al., 1971).

A reprezenticiés elmélet nézeteinek szélesebb korben torténd elterjedését legin-
kabb az hatraltatja, hogy a gyakorlatban alkalmazott mddszerek dontd tobbsége az el-
mélet szerint nem mindsiil mérésnek, igy az azokat felhasznél6é kutatok nem mutatnak
kelld érdeklddést. A matematikai-logikai tételek rdaddsul nehezen érthetéek, sok szem-
pontbdl tilsdgosan elméletiek (Velleman-Leland, 1993). A mérési hiba jelensége nem
keriilt beépitésre a reprezenticios elmélet logikai keretrendszerébe, ami kritikdkat val-
tott ki, melyre azonban sziiletett reakcié (Luce-Narens, 1994). A témakorrel foglalkozo,
legfrissebb kézikonyveket Narens (2002, 2007) jegyzi. Az érdekléddknek ajanljuk to-
vabbd a Krantz, Luce, Suppes és Tversky dltal jegyzett haromkétetes sorozatot (1971,

1989, 1990).

2.1.2. Operacionalista elmélet

A tarsadalomtudomanyok teriiletén rengeteg olyan informdaciéforrds van, amely
kvantitativ eredményeket szolgdltat, reprezenticids értelemben mégsem tekinthetjiik
azokat mérésnek. Gondoljunk egy szellemi képességeket méro tesztre. A teszt tobb kér-
désbdl dll, és miutdn az egyén kitdltotte, az eredmény a kérdéseknek megfeleld szamu
helyes/helytelen valaszokat tartalmazé sor lesz. Az adatokkal kapcsolatos fontos empi-
rikus relacié az, hogy A személy legaldbb azokat a kérdéseket jol megvalaszolta-e,
mint B . Ebben az esetben A teljesitménye legaldbb olyan j6, mint B -€. Amennyiben
ez a relacid tranzitiv €s kapcsolt valamennyi valaszaddra, ugy az eredmény ordinalis
skalan mért (a reprezentacidos elmélet alapjdn). A fenti eset azonban a legritkdbban for-
dul el6, igy ez a teszt még az ordindlis erdt sem éri el. A fenti empirikus kapcsolat vizs-
gdlata helyett a tesztet végzok 0sszeadjdk a helyes valaszok darabszamat, és ezt az érté-
ket tekintik az adott személy tesztértékének, ebben az esetben azonban nem vildgos az,

hogy mi az a rel4cid, amit vizsgalunk. Az operacionalista definici6 szerint a mérés nem
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mas, mint egy mivelet, ami szdmot eredményez, ami hasonlé Stevens értelmezéséhez.
A szdmok tehat miiveletek eredményei: ,,a szigorian vett operacionalista szdmadra a tu-
domény egyszeriien a miveletek tanulmédnyozdsa, nem pedig a val6sdgé” (Michell,
1986, 404). Ebben a tekintetben pedig a szdmok valéban nem tudjdk, honnan jottek,
azaz szabadon végezhetOek veliik miiveletek, a skdldknak és a statisztikai modszereknek
egymadshoz nincs koziikk. Mindez azonban a mérés €s a tudomdny kapcsolatat egészen

mads megvilagitdsban mutatja be, mint a reprezentacids elmélet esetén.

2.1.3. Klasszikus elmélet

A klasszikus elméletet Michell egészen Arisztotelészig és Euklideszig vezeti visz-
sza. Az elmélet szerint a mérés nem mds, mint annak a megallapitdsa, hogy az egység
hanyszor szerepel egy adott mennyiségben. Mindez a mérés, a mérhetd jellemzok korét
erdsen lesziikiti, bar a reprezentdcios elmélettel szemben nem koveteli meg a vizsgalt
objektumok kozotti empirikus kapcsolatrendszer 16tét. A klasszikus elmélet szerint a
mérés nem szamok hozzarendelését jelenti objektumokhoz, ahogyan azt a reprezentéci-
Os €s operacionalista tdbor véli. A klasszikusok szerint a mérés nem mds, mint szdmsze-

ri kapcsolatok felfedezése, feltarasa a kvantitativ jellemzok kozott.

Az eltérd definiciobdl adddik, hogy a klasszikusok esetén nem beszélhetiink mé-
rési skalakrol, hiszen a szamok mindig ugyanabbdl a folyamatbdl, a mennyiségi kapcso-
lat (ardnyossag) feltarasabol szarmaznak. Ez a felfogds leginkdbb a stevensi ardnyskadla
tulajdonsagait hordozza, az elvégezhetdé miiveletek kore a lehetd legszélesebb, mérési
skaldk nincsenek, igy ezek korlatozdst sem jelentenek az alkalmazhato statisztikak te-

kintetében.

2.2.  Napjaink gondolatai

A statisztikai szoftverek elterjedésével parhuzamosan ismét felvetodott a kérdés,
hogy a mérési skaldk befolyasoljak-e, és ha igen, mennyiben az alkalmazhaté modsze-
reket. Sziikséges-e, hogy a szoftverek beépitetten korldtozzak a felhasznalét az elérhetd
modszerek tekintetében a mérési szintet figyelembe véve. Velleman és Wilkinson
(1993) azt allitjdk, hogy a korlatozds néhol felesleges, sOt rossz lehet. Legfontosabb
megéllapitasuk, hogy a skala tipus nem tisztdn az adatok jellemzdje, hanem attdl is

fiigg, mi a kérdésfeltevésiink. Hasonlé gondolattal taldlkozhatunk Surdnyi-Vita (1972)
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tanulmdanydban is, akik a keresetek példdjan keresztiil targyaljak ugyanezt a jelenséget.
Pusztan pénziigyi szempontbdl a kereset ardnyskalan (vagy abszolit skédldn) mért jel-
lemz0, kozgazdasagi, vagy szocioldgia szempontu kérdésfeltevés esetén azonban nem
egyértelmii, hogy ugyanez igaz-e. Hand (1996, 2004) véleménye szerint minden gya-
korlati életben torténd mérés egyfajta keveréke a reprezentéacids €s a pragmatikus nézo-
pontoknak. A skaldk abban kiillonboznek, hogy a két szemlélet kiilonbozo ,,sulyokkal”

szerepel benniik.

Michell napjainkban is a mérés elméletével, a tarsadalomtudoméanyok teriiletén
betoltott szerepével foglalkozik. Munkdi (1994, 1999, 2005, 2008) szélsOségesen kriti-
kus attekintést adnak a teriiletrdl: arrdl ir, hogy stlyos hiba bizonyiték hidnyaban elfo-
gadni azt az allitast, hogy egyes jellemzOk kvantitativak. Természetesen Michell sajat
tudoméanyteriiletének, a pszicholdgidnak a méréseir6l mond véleményt, de gondolatai
mas teriiletek mérési modszereire is vonatkoznak. SzélsOséges véleménye szerint ko-
moly erofeszitések soha nem torténtek a kiilonbozo jellemzok kvantitativ voltanak bi-
zonyitasara, a méréseket végzok azt vizsgalatok nélkiil elfogadjdk. Michell szerint nem
is ez a legnagyobb probléma, hanem az, hogy az empirikus adatokkal dolgozé kutatdk-
nak esziikkbe sem jut, hogy a vizsgdlt jelenség esetleg nem is kvantitativ, azaz a
pszichometria (és minden méréseken alapulé tdrsadalomtudomany) ilyen értelemben
,,koros tudomany” (pathological science). Michell szerint til nagy hatdssal volt a tudo-
madnyra Stevens tdg mérésdefinicidéja, ami minden olyan folyamatot, ami szamértékeket
eredményez, mérésnek tart. Két olyan koriillményt azonosit Michell (2008) tanulményé-
ban, melyek megmagyardzhatjak ezt az allapotot. Az elso ok ideoldgiai: a tudoményos-
sadg (scientism). Sokan a mai napig is ugy gondoljdk, hogy tudomanyos megismerés
csak mérés utjan érhetd el, igy az egyben a tudomanyossag mérofoka. A mérés és a sta-
tisztikai modszertan bevezetése a (kvantitativ) tudomanyok korébe emelte az pszichol6-
giat. Ehhez kapcsolddik a gyakorlatiassdg (practicalism) sziikségességének elterjedése,
ami a tudomdny sikerét gyakorlati problémdk megolddsdban méri, szemben azzal a
klasszikus tudomanyfelfogassal, ami a vizsgélt rendszer megértését helyezi eldtérbe. A
masik, Michell altal emlitett ok gazdasagi jellegli: komoly, méréseken alapul6 tudoma-
nyok konnyebben kaptak a vildghdbori utdn édllami, vagy ipari megbizdsokat, igy a
pszicholdgiai jellemzoknek egyszerlien kvantitativnak kellett lenniiik. Ez a vélemény

természetesen messzemenokig szE€lsdséges, a tudomdnyos kozvélemény altal erdsen
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vitatott, azonban megemlitését fontosnak tartom. Michell természetesen ezzel nem csak
a pszicholdgiai mérést véleményezi, hanem gyakorlatilag a tarsadalomtudomanyok don-
té tobbségét és némely természettudomanyt is. A tdlsadgosan radikélis vélemény azon-
ban felhivhatja a figyelmet arra, hogy nem csupén attél valhat valami tudoménnya, tu-
doményossd, ha mérések tarsulnak hozza; ha egyes jelenségek nem (megfeleléen) mér-

hetdk, merjiik ezt kijelenteni.

Hasonl6 folyamatoknak mads teriileteken is tanui lehetiink: a marketingkutatas, a
szocioldgia és sok tarsadalomtudomany attitlidok, képességek, belso értékek vizsgalatat
végzi. Rengeteg mérési mddszer keriilt kidolgozdsra, melyek a mérni kivant jellemzok
széles skaldjat fedik le, példaul: sziikségletek, preferencidk, onképek, értékek, érzelmek,
reakcidk stb. mérése. Bearden és Netemeyer (1999) példdul egy tobb szdz mérési mod-
szert felsorakoztat6 kotetet allitott 6ssze, azok eredeti megjelenésével, rovid leirasaval,
az eddigi kutatdsi tapasztalatokkal. Ezek a mérési modszerek igy mintegy best practice-
ként terjednek egy-egy nevesebb kutatd, vagy kutatécsoport publikdciéi nyomédn. Min-
dez azt okozza, hogy a hasonlé témakorben tevékenykedd tudésok hasonlé médon ké-
szitik el kérddiveiket. Kérdés természetesen, hogy adott jelenség mérhetdségét mi mo-

don allapithatjuk meg.

Meg kell ugyanakkor jegyezniink, hogy napjainkra egyszeriien nem tarthat6 An-
derson ,,kifogdsa” az ordindlis és nominalis ismérvekkel kapcsolatos modszerek szlikos-
ségével kapcsolatban. A nemparaméteres eljardsok és kategorids adatok elemzésére al-
kalmas moédszerek sokasdga keriilt kifejlesztésre az utobbi évtizedekben, nem kis mér-
tékben a fentiekben bemutatott méréselméleti vita folyoméanyaként. A nemzetkozi stan-
dard kézikonyvként Agresti (2002) miivét alkalmazzak, oktatjak a klasszikus statisztika
teriiletén, a kategorids adatok bayesi modelljeit bemutaté munkat pedig Congdon (2005)
jegyzi. Magyar nyelven a legatfogdbb 6sszefoglalét Vargha (2008) miive adja, mely
részletesen bemutat ordindlis skdldkon végezhetd miiveleteket és teszteket is, kiillonos
tekintettel a sztochasztikus egyenl6ségek és kiilonbségek vizsgilatira. A sziikséges
modszerek tehat rendelkezésre dllnak, a kutaté feleléssége azok megismerése €s alkal-

mazdsa, amennyiben az adatok jellemzdi ezt megkivanjak.

Ne feledjiik azonban, hogy a szdmok nem tudjédk honnan jottek, de tegyiik hozza,
hogy a szoftverek sem, igy a kutatonak kell azt €szben tartania. Az adatainkb6l barmi-

lyen mutatét kiszamithatunk, barmilyen modellt illeszthetiink, de vigydzzunk a beldliik
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levonhat6 kovetkeztetésekkel! Amennyiben hipotéziseket teszteliink, csak értelmes
(meaningful) kérdéseket tegyiink fel, nehogy levont kdvetkeztetésiink csak a skdla sajat-
ja legyen. Ha sziikséges, tegyilink skalafiiggd kijelentéseket skdlafiiggetlenek helyett,
ezzel jelezve, hogy mas mérési modszerrel akar mas eredményeket is kaphattunk volna.
A és B csoport vevoi elégedettségének mérése esetén megallapitdsunkat fogalmazzuk
meg ugy, hogy A csoport alacsonyabb elégedettségi pontszdmmal rendelkezik, mint B
csoport az adott mérési mddszerrel, ne pedig gy, hogy A csoport kevésbé elégedett a
termékkel/szolgéltatassal. Ha nem vagyunk biztosak abban, hogy az elégedettség méré-
se ordindlisndl erdsebb skdlat eredményez, alkalmazzunk ennek megfeleld teszteket.
Ezzel szemben tegylink nyugodtan skélafiiggetlen kijelentéseket, ha ezt a koriilmények
megengedik. Az elemzési modszertan kivalasztiasakor legyiink egészségesen szkeptiku-
sak azok mérési szintjével kapcsolatban, de vegyiik figyelembe a felhaszndlasi teriiletet
is. Nem vérhatjuk, hogy a mar emlitett iskolai osztalyzatok alapjdn két tanulécsoport
teljesitményét ezentul valamilyen nemparaméteres probdval hasonlitja ssze a tanulmé-
nyi osztdly. Ennek ellenére egy tudoméanyos munkaban a megfeleld eljardsok €s szami-

tégépes hattér birtokdban mindez mar nem okozhat problémat.

Ne felejtsiik el, hogy egy-egy valtozé tobb informaciot tartalmazhat, mint az els6
ranézésre latszik. A magyar gépkocsik rendszdma példaul nomindlis skdlan mért. Ez
nem jelenti azt, hogy egy aut6é rendszamabol (és egyéb kiegészitd informéacidkbdl) ne
tudnank igen fontos kovetkeztetéseket levonni! Az autd kora és rendszdma kozott igen
szoros a kapcsolat: egy autokeresked6 a rendszambdl €s az aut6 tipusabdl igen pontosan
meg tudja mondani, hogy Magyarorszdgon eladott, vagy kiilfoldrél behozott aut6rdl
van-e sz6? Mivel a rendszdmokat az okmanyirodadk ,,csomagokban” kapjdk, az azonos
betlikbdl all6 rendszamok egy teriileten csoportosulnak, a rendszam igy a forgalomba
helyezés helyére is utalhat. Ugyancsak tobbletinformaciot szolgaltat az, hogy kért rend-
szammal rendelkezik a gépkocsi: nagy valdszinliséggel céges gépjarmiirdl van szd, vagy
tehetOs tulajdonosrdl. A rovid példa annak érzékeltetésére szolgdl, hogy a skalatipus
nem feltétleniil keverendd Ossze az informdcidtartalommal. Vegyiik észre, hogy a gya-
korlati esetekben a valtozok mérési skalahoz rendelése kozel sem trivialis, valamint a
mérési skdla egyazon adatsorndl fiigghet a felhasznéldsi céltol. A rendszdm nem valt

ugyan ordindlis skdlan mért ismérvvé, a valtozoé éltal hordozott informéciét azonban kér
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lenne elvesziteni. Ilyen értelemben a reprezentacios elmélet képviseldje szdmara a szi-

gort skalafeltételek fontosak, az operacionalista szdmara pedig az informécidtartalom.

A fejezetben a méréselmélettel és skdldkkal kapcsolatos tudomanyos vitdt mutat-
tam be az adott idészakokra jellemzd publikdcidkon keresztiil, ami j6l mutatja, hogy a
tudoményos vildgban ma sincs konszenzus a témakorrel kapcsolatosan. A méréselmélet
fogalmainak és torténetének megismerése az alkalmazott kutatdsokat végzd tuddsok
szamadra alapvet6 fontossaggal bir, és kiilonos jelentdsége van tovabbi témank, a kategd-
rids adatok megkiilonboztetése soran. Annak eldontése, hogy a vizsgélatban szerepld
valtozok teljesitik-e az intervallum skéla kritériumait, minden esetben a kutat6 feladata
és felelossége. A kovetkezokben bemutatandé modszertani megfontoldsok legalabb
intervallum skdldn mért valtozokat tételeznek fel, azaz azt, hogy a szérds és a variancia
megfeleld, értelmes (meaningful) leirdsat adja a heterogenitdsnak. A tovabbiakban a
kevés kimenettel rendelkezd, (kozel) intervallum skdlan mért valtozokat az egyszeriiség

kedvéért Likert-féle skdldn mért, vagy roviden Likert-skélds valtozonak nevezem.
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3. Mintaelemszam tervezés Likert-skala esetén

Equation Section (Next)Ebben a fejezetben a Likert-skdla esetén alkalmazhat6
mintaelemszdm meghatdrozds modszerével foglalkozom. Els6ként magédval a skéldval,
majd a mintaelemszam meghatarozdsanak hagyoményos (kétkimenetelli valtozokra épii-
16) médszerét tekintem at, bemutatom a meghatdrozashoz sziikséges képleteket (a leve-
zetéseket jorészt a Fiiggelékben), valamint a sziikséges mintaelemszam varhat6 értékét

is meghatarozom.

3.1. A Likert-féle skdla torténete, jellemzoi

A Likert-skélat els6 alkalmaz6jardl, Rensis Likert-rél nevezték el'. Létrehozasa-
nak célja adott egyén adott tevékenységekkel, illetve fogalommal kapcsolatos attitiidjé-
nek vizsgélata volt. Szerkezetét tekintve ezen attitlid-skéla két végpontjan kijeloliink két
extrém” értéket, ezek testesitik meg a kérdéiven megfogalmazott allitassal kapcsolatos
totélis ellenkezést (minimum-érték), illetve teljes azonosuldst (maximum-érték); a skalat
ugy kalibraljak, hogy kézéppontjdban (a medidn értéknél) az dllitassal kapcsolatos sem-
leges érziilet fejezodik ki. A skélét dltaldban az 1-5, illetve 1-7 intervallumban szokas
felallitani (vegylik észre, hogy a pératlan szamud kimenetel valasztdsa lehetové teszi,
hogy a neutrdlis vélasz is megfeleltethetd legyen egy konkrét értéknek); bizonyos ext-
rém esetekben haszndlnak 9 fokozatu, illetve egyre gyakrabban péaros kimenetelll skalat
is. Manapsag a Likert-skdldas megkérdezések nagy népszeriségnek drvendenek. A skadla
eldnye, hogy elkészitése gyors és konnyli, valamint az, hogy akér telefonos, elektroni-
kus uton is egyszerlien Kkitoltethetd. A skalat gyakran alkalmazzak kérdés-csoportok
formdjdban is, vagyis egy-egy vizsgdlando teriiletre vonatkozéan nem egy, hanem t6bb
— estenként 20, s6t 100 — 4llitast fogalmaznak meg, és ezen allitdsokra adott Gsszegzett,

illetve atlagolt valasz-értékekkel dolgoznak tovéabb.

A szakirodalomban sokan foglalkoznak azzal a kérdéssel, hogy hany fokozatu
skala alkalmazdsa javasolt (Cox, 1980, illetve Preston, Colman, 2000), paros, vagy pa-

ratlan szdmu vélaszlehetdség megadasa megfeleldbb-e (Coelho, Esteves, 2007). Hogyan

! Rensis Likert (1903-81), a réla elnevezett skala elsé kifejtését tartalmazza Likert (1932).
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kell a kérdéseket megfogalmazni, érdemes-e minden lehetdséget szovegesen megnevez-
ni, vagy csak a két végpontot, a szdmok hozzarendelését pedig a kitoltd végezze el sajit
belatasa szerint. Tovabbi vizsgalatok sziilettek akar azzal kapcsolatosan is, hogy befo-
lyasolja-e a vadlaszaddkat az, hogy milyen sorrendben szerepelnek a valaszlehetdségek:
balrdl jobbra, vagy jobbrdl balra emelkednek-e az értékek (Nicholls et al., 2006). Azt az
eredményt kaptdk, hogy a vizudlisan bal oldalon elhelyezett vdlaszlehetdségeket elony-
ben részesitik a kitoltok, igy amennyiben kedvezd képet akarunk festeni, bal oldalra a
kedvezd valaszokat érdemes elhelyezni. Az alkalmazas széleskoriiségét mutatja, hogy a
Likert skéldkkal kapcsolatban vizsgaltak a kultirdk kozotti 6sszehasonlithatésag mérté-
két (Heine et al., 2002), hogy milyen médon alkalmazhat6 gyermekek (Laerhoven et al.,
2004) valamint szellemi fogyatékosok esetén (Hartley, MacLean, 2006). A szakirodal-
mat attekintve dltalanosan elmondhatd, hogy ezeket a skdldkat leggyakrabban az értékek
atlagaval irjak le a kutatok, azaz implicite élnek azzal a feltételezéssel, hogy intervallum
erOsségll valtozokrdl van szd, hiszen — ahogyan azt az el6zd fejezetben targyaltam —

csak az ilyen skéldk esetén van értelme az atlagszamitasnak.

3.2. A mintanagysdg tervezésének dltaldnos modja

A gyakorlati statisztikai munka egyik legfontosabb részét kétségteleniil a kutata-
sok eldkészitése, illetve ennek egyik kozponti eleme, a mintavétel megtervezése jelenti.
A gyakorlatban dolgozdk (kozvélemény-kutatdk, egyéb megrendeldk) gyakran fordul-
nak az elméleti statisztikushoz azzal a nehezen (vagy egyaltalan nem) megvéalaszolhaté
kérdéssel, hogy mekkora mintat kell venni ahhoz, hogy egy felmérés eredménye meg-
bizhat6 €s pontos legyen. Amikor a mintavétel tervezdje és megrendeldje egy gyakorlati
probléma megolddsa sordn egymadssal szembe keriil, gyakorlatilag ellentétes érdekeik
vannak: a megbizhatésig és/vagy pontossag egyiittes novelése érdekében a minta terve-
z0je minél nagyobb elemszdmu részsokasag kivdlasztasra torekszik, a lekérdezés kolt-
ségeit minimalizalni kivdn6é megrendeld — altaldban — a lehetd legkisebb minta mellett
érvel. A probléma megolddsat az elméleti statisztikatol varjak, am e tekintetben a mod-

szertudomadny is elég kevés kézzelfoghatd valaszt kinal.

Mint emlitettiik a reprezentativ mintavétel alapjin torténd kutatdsok tervezésének
egyik legfontosabb problémdja (Pintér-Rappai, 2001) a minta nagysdganak

(mintaelemszdm) meghatarozdsa. A kozismert statisztikai gyakorlat a minta nagysaga-
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nak meghatdrozdsa sordn az ardnybecslés standard hibdjabol indul ki, ennek soran
ugyanis kiilonbozé — eldre adott — hibahatdrok esetén meghatdrozhaté a sziikséges
mintaelemszam. Az egyszeriiség kedvéért fiiggetlen azonos eloszlasi (FAE) mintat fel-

tételezve, az aszimptotikus hibahatar:

_ p(1-p)
A_zl_%,/—n 3.1)

ahol a statisztikdban szokdsos jelolésekkel % gy 2 standard normadlis eloszlas
2
megfelel0 kvantilise, n a mintaelemszam, p pedig az arany.

A (3.1) egyenlet mintaclemszamra torténd rendezése €s a leggyakrabban alkalma-

zott 95,5%-0s megbizhatésagi szint (1- a) feltételezése mellett

_4p(1-p)

n A2

(3.2)

A sziikséges mintaelemszam tehdat fiigg a keresett sokasdgi ardnytol, igy a leggya-
koribb valasztds, hogy a p(1—p) kifejezés maximumat keressiik meg, ami a p=0,5

esetben adddik. Ebbdl a sziikséges mintaelemszdm gyakran alkalmazott becslése kony-

nyen adédik:
n=—s- (3.3)

Néhany kitiintetett, gyakran alkalmazott hibahatar mellett sziikséges elemszamo-

kat mutatja a 3-1. tdblazat:

3-1. tablazat: Sziikséges mintaelemszamok,

95,5 %-0s megbizhatosagi szint és Kkiilonb6zé hibahatarok esetén

A (szazalékpont) n
0,5 40 000
1,0 10 000
2,5 1 600
5,0 400

A 3-1. tablazat értelmezése szerint, ha egy eldontendd kérdésre adott valasz esetén

az igen vélasz ardnya 100p% , és a felmérést végzoje torekszik arra, hogy 95,5%-os

megbizhatésdggal azt allithassa: az alapsokasag 100 p £1% -a vdlaszolna igennel, akkor

21



maximum 10 000 elemi FAE mintét kell vennie. Ha ugyanezen a megbizhat6sagi szin-
ten, de kisebb pontossdggal kivanja allitdsat megfogalmazni, példdul a becsiilt érték 2,5
szazalékpontos kornyezetében kivan maradni, akkor 1600 elemii mintdra van sziikség.
Az alkalmazott képet némiképpen arnyalhatja az egyszerii véletlen (EV) mintavétel,
illetve a maximdlisndl kisebb variancia feltételezése, &m mindez a tovdbbiak megértését
nem érinti. Amennyiben a felmérés kezdete eldtt prekoncepcidval rendelkeziink a va-
laszaddk ardnydval kapcsolatban, ugy kisebb mintaelemszam is elégséges lehet, foként

abban az esetben, ha p, vagy 1— p relative kicsi értéket vesz fel.

Az igen—nem tipusu feleletvdlasztos kérdések vonatkozasdban a legfontosabb
alapstatisztika a kordbban mér vizsgalt arany. Ugyanakkor gyakran fordul el6, hogy egy
két-kimenetelli kérdésre adhaté feleletet 1-gyel, illetve 2-vel jeloljiik, és ezt kdvetden
nem az aranyra, hanem a valaszok varhaté értékére vagyunk kivancsiak. Ekkor a 3-2.
tdblazatban feltiintetett, szdzalékpontban felirt hibahatarok helyett hasznalhatunk ,,pont-

értékben” mért A-t is, vagyis a sziikséges mintaelemszam az aldbbiak szerint alakul®:

= fi=—

ii Ji A>

2 2
A_2\/0,5(1—1,5) +0,5(2-15)" 1 ]

3-2. tablazat: Sziikséges mintaelemszamok,

95,5 %-os megbizhatosagi szint és kiilonbozé hibahatarok esetén

A (pontérték) n
0,005 40 000
0,010 10 000
0,025 1 600
0,050 400

A 3-2. tablazat eredményei — az el0z6ek analdgidjara — tehdt ugy interpretalhatok,
hogy ha egy konkrét valaszra adott feleletek atlaga, varhat6 értéke esetében a masodik
tizedes helyi értékben ,,biztos” akarok lenni, akkor 40 000 elemi; ha csak az elsd tize-
des fontos szdamomra, akkor 400 elemii mintdra van sziikség. Osszességében tehit kije-

lenthetjiik, hogy a fenti hiivelykujj-szaballyal, viszonylag kevés statisztikai eloképzett-

? Vegyiik észre, hogy a mintanagysagot meghatarozé képlet latszélag azonos, 4m tartalmaban gyakorlati-
lag egészen mas! A tovabbiakban ezt a mintanagysdgot tekintjiik viszonyitdsi alapnak, ezért a megkiilon-

boztetd jelzés.
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séggel rendelkezd felhaszndlé szdmadra is egyszerlien meghatarozhat6 a sziikséges min-
tanagysag; a problémat inkabb az jelenti, hogy a felhasznalé altal elvart (még értelmez-
hetd) hibahatédr dltaldban olyan kicsi, hogy az tilsdgosan dragava teszi a kozvélemény-

kutatast.
Az alternativ ismérv esetén torténd mintanagysag bemutatasa sordn ki kell térniink
arra a tényre is, hogy az altalunk vizsgalt legrosszabb eset ( p=(1-p)=0,5 ) tulajdon-

képpen — a késdbbi széhaszndlattal élve — szimmetrikus megitélésii kérdés, vagyis a
védlaszadok fele az egyik, masik fele a masik alternativat fogadja el, vagyis (a késObbi-

ekben alkalmazand¢ jeloléseket haszndlva) a valaszok empirikus eloszldsa az aldbbi:

08

o7

08

05
04
03
0z
0.1
o T

190011900ral 190021900ral

3-1. abra: Teljesen megosztott valaszadok, két kimenetelii kérdés esetén

Ugyanakkor szintén nem elhanyagolhaté probléma, hogy egy felmérés kérdései-
nek jelentds része (zome) nem eldontendd, hanem tobb-kimenetelt feleletvalasztds
(diszkrét), illetve mért adat (folytonos). Az elobbi kérdéstipus esetén a tarsadalomtudo-
ményokban elterjedtek a pontozdsi, vagy attitlid skéldk, ezen belill is a mar emlitett
Likert-skdla, amely £ fokozatd skédldnak felel meg. Az 1. fejezetben bemutatottak alap-
jan természetesen felmeriil a kérdés, hogy az ilyen médon nyert szamszerii értékek mi-
lyen mérési skdlanak felelnek meg. Amennyiben a reprezentacios elmélet hiveinek vé-
leményét, nézeteit vizsgdljuk, nem igényel kiilondsebb bizonyitast, hogy az igy nyert
adatok nem tekinthetOk ardnyskaldn mérteknek, s6t, taldn a sorrendiség sem bizonyitha-
t6 kiilonb6z6 megfigyelések esetén’. A gyakorlati kutatdsok sordn azonban elssorban

az operacionalista elvek keriilnek el6térbe, a Likert-skdldkat alkalmazdk vagy azt tétele-

3 A kutatck elétt ismert az a jelenség, hogy bizonyos vilaszadék csupdn a skala egyik, vagy masik oldalat

hasznaljak, igy vannak pozitivan és negativan gondolkodok is.
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zik fel, hogy a vélaszlehetdségek kozotti tavolsdgok egyenlok, vagy azt, hogy a tavol-
sagkiilonbségek kicsik, elhanyagolhatdak, legaldbbis az alapvetd kovetkeztetéseket nem

valtoztatjdk meg.

A fejezet tovabbi részében a mintanagysag tervezésének kérdéseivel foglalkozom

Likert-skalan mért valaszokat tartalmazo kérdoivek esetén.

3.3. A sziikséges mintaelemszdm meghatdrozdsa Likert-skdlds kérdések

esetén

A Likert-skélds lekérdezések, vagyis a kettonél tobb valaszlehetdséget tartalmazo
kérdések esetén, a mintanagysadg meghatdrozasdnak problémadja azonos a kordbban tar-
gyalttal: meg kivanjuk hatdrozni a sziikséges mintaelemszamot, elére adott hibahatar és
rogzitett megbizhatésagi szint mellett. Elégségesen nagy mintaclemszam mellett a min-

tadtlag normadlis eloszlést kovet, azaz a hibahatér dltalanos képlete az alabbira médosul:

(o)
A=z  —
Zl—% \/;

ahol o a kérdésre adott vélaszok elméleti (alapsokasdgi) szordsa. A késdbbiek so-
ran latni fogjuk, hogy az eljaras eredményeképpen keletkez6 mintaelemszdmok elégsé-
gesen nagyok ahhoz, hogy az étlagbecslés standard hibdja esetén a normalis eloszlds

kielégitden alkalmazhato, példaként alljon itt egy szimuldcids eredmény.

A bemutatott szimulaciét a ,,normalist6]” er0sen eltérd, ot kimenettel rendelkezo
eloszldson végeztem, az egyes kimenetelekhez tartozé valdszinliségek rendre 0,44;
0,04; 0,04; 0,04; 0,44. Az egyes mintaelemszamok mellett 10 000-10 000 iteraciét vé-
geztem, majd dbrazoltam az 4tlagok empirikus és a normalis eloszldssal kozelitd elmé-

leti eloszlasat.

A 3-2. abréan lathat6 négy hisztogram €s stirtiségfiiggvény alapjan jol lathatd, hogy
n =100 esetén a normalis eloszlds mar alkalmazhatd, azaz a kézponti hatareloszlés téte-
le mér érvényesiil. Amennyiben a valaszlehetdségek szama nagyobb, illetve az eloszlas
egymoduszu, a konvergencia még gyorsabb. A tetszlleges k -ra és eloszldsra futtathat6
R program a fiiggelékben megtaldlhatd, mely kozvetlenill a bemutatott tipusu abrakat

szolgaltatja.
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3-2. abra: Mintaatlag eloszlasa kiilonb6z6 mintaelemszamok mellett

A hibahatar képletébdl kifejezheto a sziikséges mintaclemszam (a kordbban mar

emlitett, leggyakrabban alkalmazott feltevések és 95,5%-0s megbizhatdsag mellett):
Z .0 2
| | (2_0j (3.4)
A A

Lathatjuk, hogy a minta nagysdga az elére adott feltételektdl, valamint az alapso-
kasdgi varianciatol fiigg. Ez utobbi Likert-skdla esetén a — viszonylag kevés szamua —
véalaszlehetdségbdl tulajdonképpen konnyen kifejezhetd. Jelen fejezetben azzal foglal-

kozom, hogy milyen tipusu alapsokasagi eloszlasok feltételezése lehet redlis, illetve
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melyik eloszlastipus milyen alapsokasdgi varianciat eredményez, ttételesen mekkora
mintaelemszamot tesz sziikségessé. A gondolatmenet tehédt a kovetkezd: kiilonbozd el-
oszlastipusokat definidlok, majd ezek esetében meghatdrozom az elméleti (adott tipusu
eloszlast kovetd alapsokasdg esetén az alapsokasagi) szorast, majd ennek felhaszndlasa-

val felirom a standard hibat, majd kiszamitom a sziikséges mintaclemszdmot.

Altaldnossagban a sokaségi variancia az alabbiak szerint hatdrozhaté meg:

k

—\2 —\2 —\2 .o—\2
MSS = p,(1-%) +p,(2-%) +...4 p, (k=%) =D p,(j-X) (3.5)
j=1

ahol:
k
* p;a j.kategoriarelativ gyakorisiga z p;=1

j=1
k

e X=) p,jazitlag.
j=1

Annak érdekében, hogy szords nagysagat konnyebben meg tudjuk hatarozni, illet-
ve, hogy a bemutatand6 eloszldsok érthetd struktiraba keriiljenek, a tovdbbiakban kétfé-

le alapsokasagi eloszlastipust kiilonitek el:
o szimmetrikus eloszlasok,
e aszimmetrikus megitélésti kérdések.

Néhany levezetésben a késdbbiekben szét kell valasztani a paros és pératlan va-
laszlehetdségek esetét. Ezekben az esetekben a képletekben * lesz a pdratlan, ** pedig
a péros esetekre vonatkozo jelolés. A csillagok nélkiili képletek &ltalanos érvényliek,

azaz nem fliggenek k paritdsatol.

3.3.1. Szimmetrikus eloszlasu valaszadasok

Konnyen belathatd, hogy szimmetrikus eloszldsok esetén a kérdésekre adott véla-

szok atlaga pdaros €s pdratlan szamu vélaszlehetdségek esetén is az alabbi:

_ k+1
X=—

2
Ekkor a fenti (3.5) képlet az aldbbi, egyszeriibb formaban irhat6:
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mss® Z P, ( j —@j (3.6)

Illetve

k— k

T 2 2
s =2x S (j—ﬂj Mss(k):zxzpj[j—%j

j=1

A pératlan tagszamu esetekben az atlag egy tényleges kimenetel értékét veszi fel,
igy egy tag az eltérés-négyzetdsszeg szdmitdsa esetén kiesik, ami a kalkuldciot gyakran

megkonnyiti.

MSS™ értéke maximdlis (ami egyben ,,globdlis” maximumot is jelent, nem csak

a szimmetrikus esetek kozott), ha
1,
D, =Dy :5 és p,=p;=...=p,,=0

vagyis az eloszlas kétmdduszi, mégpedig a két moédusz az extrém értékeknél ta-
ldlhat6. A tovabbiakban ezt az esetet extrém kétméduszinak (EKM ) nevezziik. Ekkor

a variancia:

0,5x(1-%)" +0,5%(k - %)’

ami az alabbi szordst eredményezi:

e osx(l_ﬂj +0,5x (k_ﬂj S
2 2 2

A hibahatér ezutdn a kordbbi megkotésekkel (FAE minta, és 1—a =0,955):

AEKM _ k-1 — pEKM — (k_1)2

_\/; e

Vagyis képezheto a 3-3. tdblazat anal6gidjara, kiillonbozd méreti Likert-skalak
esetére

* Vegyiik észre, hogy a kordbban targyalt alternativ (két-kimeneteli1) ismérv specilis eset.
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3-3. tablazat: Sziikséges mintaelemszamok, 95,5 %-os megbizhatosagi szint és kiillonboz6 hibahata-

rok mellett az extrém kétméduszi sokasagok esetén

A Vilaszlehetségek szdma (k)
5 6 7 8 9
0,005 640 000 1 000 000 1 440 000 1 960 000 2 560 000
0,010 160 000 250 000 360 000 490 000 640 000
0,050 6 400 10 000 14 400 19 600 25 600
0,100 1 600 2 500 3 600 4900 6 400

Lathatjuk a 3-3. tdbldzat alapjan, hogy Likert-skdla alkalmazdsa soran mindig 1é-
nyegesen nagyobb mintdra van sziikségiink, mint a kordbban feltételezett. Ne feledjiik
azonban, hogy a fenti értékek extrém eloszlasu vélaszadast feltételeznek, vagyis vélel-
mezhetden tulbecsiilik a sziikséges mintaeclemszamot. Egy 9 fokozatui skalan 0,005 pon-
tossdg egészen mas értelmet nyer, mint bindris valtozo, illetve az ennek megfeleld ,,két-

fokozati Likert-skala” esetén. A késObbiekben erre a problémadra visszatérek.

Az eldzbekben targyalt maximadlis variancia mellett, nyilvanvaléan felirhat6 a mi-

nimdlis MSS™ is, ami az alabbi (nem feltétleniil szimmetrikus) esetben 4ll el6:
P=P= =Py =P == Py =P =0

k
p.=1-2p;=1
j=1

_]¢C

ilyenkor MSS™ értéke 0. Ez elméletileg azt jelenti, hogy nincs sziikség mintavé-

telre, hisz nincs sz6rddas a sokasdgon beliil.

Mindez tehat azt jelenti, hogy Likert-skdlds lekérdezés esetén a sziikséges

2
mintaelemszam 0 és (Tj intervallumban mozog. Célom, hogy ennél a tag interval-

lumnal sziikebb intervallumot hatdrozzak meg a sziikséges mintanagysag tervezésénél,
anndl is inkdbb, hiszen egyik eset sem tdl valészeri! Az extrém kétmdduszu esetben
nehezen érthetd, hogy miért van sziikség tobbfokozatu skélara, hiszen a valaszaddk csak
két kimenetelt haszndlnak; az extrém egymdduszi esetben pedig mintavételre sincs
sziikség, hiszen mindenki azonos médon viseltetik a megfogalmazott llitdssal szemben.
Ebbdl kovetkezéen a tovabbiakban olyan valaszaddsi megoszlasokkal foglalkozom,
melyeknek statisztikai szempontbdl j6 tulajdonsidgaik vannak, és emellett az extrém
eseteknél életszertibbek.
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Az aldbbiakban a szimmetrikus eloszlas-tipusok két csoportjdt mutatom be, az un.

1épcsds €s a normalison alapul6 eloszlasokat.

Lépcsos eloszlasok

A 1épcsos eloszlasok jellemzdje, hogy alapvetden a piramis (PIR) tipusi eloszlés-
ra épiilnek, mely ugy épiil fel, hogy a kiilonb6z6 lehetdségekre adott vdlaszok gyakori-
sdgai egymads tobbszordsei egészen a modduszig, majd a gyakorisdgok folyamatosan
csokkennek. A kiilonb6zo 1€pcsds eloszlasokat jol szemlélteti 6tfokozatd Likert-skéaldk

esetén a 3-3. abra.

03500 0.3500 0.3500

03000 4 0.3000 0.3000

02500 0.2500 0.2500

02000 0.2000 0.2000

0.1500 0.1500 0.1500

01000 0.1000 0.1000
00500 00500 00500

0.0000

0.0000 0.0000

3-3. abra: Lépcsés eloszlasok k =5 esetén

(piramis, egyenletes és forditott piramis)
Legyenek a vélaszaddsok relativ gyakorisagai rendre:

. . k-1 k+1) . (k-1 .
S 2pt3pt. " Sl— | phs3ph2ph P
P s4p 5op ( 5 jp ( 5 Jp ( 5 jp P 4P s p

illetve

p i2p ;3p ;...;(Ejp ;(Ejp .33p 32p s p

Mivel a sulyok osszege 1, ezért adodik:

(k+1)’ (k+1)" -1
Ismert, hogy az atlag:
— k+1
X=—-
2



Ekkor pératlan esetben

A szorasnégyzet a kovetkezOképpen adddik (pédratlan esetre 1asd Fliggeléket, a pa-

ros eset anal6g médon vezethetd le):

Mss® =axS L (j-x) _(k=)(k+3)
=
nPIRe — (k_l)(k+3) PR (k_l)(k+3)_1
6A? 6A°

3-4. tablazat: Sziikséges mintaelemszamok, 95,5 %-os megbizhatésagi szint és kiilonb6z6 hibahata-

rok mellett a piramis tipusu eloszlasok esetén

A Vilaszlehetségek szdma (k)
5 6 7 8 9
0,005 213 333 306 667 400 000 520 000 640 000
0,010 53333 76 667 100 000 130 000 160 000
0,050 2133 3067 4 000 5200 6 400
0,100 533 767 1 000 1 300 1 600

Amennyiben az eloszlds az egyenletes eloszlas felé kozelit, gy a szérds egyre
nagyobb lesz a valtozatlan atlag mellett. Az egyenletes eloszlds esetén a variancia az

aldbbi médon hatdrozhat6é meg:

MSS‘“:lx(l——k_i_ljz+lx(2——k+ljz+ +lx(k_k+lj2:SS("’:(k—l)(k+1)
k 2 k 2 Tk 2 k 12

ebbdl felirhat6 a sziikséges mintaclemszam:

nESY — k*—1

©3A?

Az egyenletes esetben a pdros €s paratlan elemszamok esetére a képletek meg-

egyeznek, a sziikséges mintaelemszamok a 3-5. tdblazatba rendezhetdek:
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3-5. tablazat: Sziikséges mintaelemszamok, 95,5 %-os megbizhatosagi szint és kiillonboz6 hibahata-

rok mellett az egyenletes eloszlasi sokasagok esetén

A Vilaszlehetdségek szdma (k)
5 6 7 8 9
0,005 320 000 466 667 640 000 840 000 1 066 667
0,010 80 000 116 667 160 000 210 000 266 667
0,050 3200 4 667 6 400 8 400 10 667
0,100 800 1167 1 600 2 100 2 667

Amennyiben a sz€lsdséges vdlaszok felé torténd atrendezddés folytatodik, egyre
nagyobb lesz a szérds. A kovetkezd sarkalatos eloszlds az un. forditott piramis (FPIR)

eloszlds. Az eloszlas a kovetkezd képlet alapjan hatdrozhaté meg:

1-2xpt©

Pi= T,

ahol p;a megfelel6 tagszamu piramis tipusu eloszlashoz tartoz6 val6szinliség.

A fenti képlet biztositja, hogy

P >DPy> > Py < <P <Py P> py > >pl=p < <pL<pg
2 2 2

Pr=Pis Py = Dras

teljesiiljenek, vagyis az eloszlas két azonos valoszinliséggel el6forduld, kiillonb6zo
maximummal rendelkezzen, mégpedig a két szélsO, extrém ért€knél, valamint azt is,

hogy a silyok 6sszege 1 legyen.

Ekkor a mintaelemszam a kovetkezOképpen adddik (lasd Fiiggelék a pératlan eset-

re, a paros eset anal6g médon levezethetd):

(k=1)(k*=3)-1
3(k=2)A°

FPIR* _ (k _1)(k2 _3) FPIRw

3(k-2)A°
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3-6. tablazat: Sziikséges mintaelemszamok, 95,5 %-os megbizhatosagi szint és kiillonboz6 hibahata-

rok mellett a forditott piramis eloszlasa sokasagok esetén

A Vilaszlehetségek szdma (k)
5 6 7 8 9
0,005 391111 546 667 736 000 946 667 1188 571
0,010 97778 136 667 184 000 236 667 297 143
0,050 3911 5467 7 360 9467 11 886
0,100 978 1367 1840 2 367 2971

A fenti harom kiilonb6z6 1épcsds eloszlastipus stulyrendszere felirhat6 a kovetke-
z0 altalanos képlet segitségével:

l—aXp;k)

p; f—a

Mely a — oo esetén a piramis, a =0 esetén az egyenletes, mig a =2 esetben a
forditott piramis eloszldst adja vissza. Kiilonb6z6 a értékek esetén eltérd lesz az elosz-
lasok ,.lapultsaga”. Ennek megfelelden a kiilonbozo értékei segitségével is kifejezhetd
lenne a szords. Mivel a lekérdezés tervezésekor még nem dllnak rendelkezésiinkre ezen
informdcidk, a mintaeclemszdm tervezés esetére megelégszem a fentiekben részleteseb-
ben bemutatott esetek targyaldsival. Ugy gondolom, hogy azok jé tdmpontot nytjthat-
nak a mintatervezés folyamdan. Rdadasul az a paraméter nem minden értéke esetén ér-
telmezhetd a fenti eloszlds, hisz némely értékek esetén negativ relativ valdszinliségeket

eredményez.

Normalitason alapulé eloszlasok

A tarsadalmi, gazdasagi €let sok jelenségét irja le pontosan, vagy legalabb kozeli-
téen a normdlis eloszlds, amely alapgondolata, hogy a jellemz0, atlagos tulajdonsag
gyakran, az extrémumok pedig ritkdbban fordulnak eld. Emiatt, valamint a némileg elté-

0 szOrds és mintaelemszdmok miatt tirgyalom a kovetkezo eloszlasokat’:

° Nem targyaljuk ismét az egyenletes eloszldst, hiszen ennek elemzése a 1épcsés eloszlasokkal foglalkozé
alpontban megtortént, &m — konnyen beldthatéan — az egyenletes eloszlds éppen ugy levezethetd lenne a

normadlison alapulé eloszlds-csaladbdl is!
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= forditott normalis eloszlas (U-alaki) (FNORM),
,.kvazi” normalis (NORM)
= normadlis eloszldson alapul6 extrém egymodduszu (,,nagyon csucsos”) (EEM)

Mivel ezen csoport dsszes targyalt alesete a ,,kvazi normadlis” eloszldson alapul, ez
utébbi eloszlas-tipushoz némi magyardzat tartozik. A tomegjelenségek esetén sokszor
feltételezhetd, és a mintavétel megrendeldi korében is viszonylagos ismertségnek Or-
vendd, normadlis eloszlds — mint tudjuk — folytonos. A tovdbbiakban ,kvazi-
normdlisnak™ nevezem azt a k darab diszkrét kimenetelhez tartozé eloszlast, amely a
legjobban illeszkedik a normalis eloszldshoz. Ezen empirikus eloszlads tulajdonképpen

k darab valészintiségbdl all6 sorozat, mely sorozat j-edik elemét az alabbi elven kép-

.22 . 2z
D —z+j— |-P| —z+(j-1)—
) _ ( ]kj [ S )kj

b= 1-2x®(—2)

zem:

ahol CID(x) a standard normalis eloszlds eloszlasfiiggvény-értéke az x helyen; és

[-z;z] az az intervallum, ahol a standard normdlis eloszldst értelmezziik®. Lathato,

hogy az bevezetésben emlitett alternativ ismérv esetén, ez a

®(0)-®(3) _

_ 2 _ (1)(3)—(1)(0)
1—2x®(-3) 127

P 1-2xd(-3)

2 _

p=¢ =0,5

értéket jelenti.

 Természetesen a standard normdlis eloszlds a (—oo;oo) intervallumon értelmezett, 4m a kezelhetOség
érdekében ezt az intervallumot sziikiteniink kell. Nyilvdnval6an olyan z értéket kell vdlasztanunk, hogy

®(—z) minimélis legyen, valamint — annak érdekében, hogy valészintiségek dsszege egyet adjon — kor-
rigdlnunk kell! A tovdbbiakban mindvégig a (—=3;3) intervallummal szdmolunk, ekkor a nevezében sze-

repld korrekcids faktor 1-2x®(-3) = 0,9973.
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A forditott normalis eloszldst a 1épcsds kétmdduszi eloszldshoz hasonléan defini-
adlom. Az U-alaku eloszldsok esetén az egyes kimenetelekhez tartoz6 valdsziniiségeket

(vélelmezett relativ gyakorisdgokat) tehat az alabbi képlet adja meg:

1-2¢%

J

Pi==

A 1épcsOs eloszlasokhoz hasonldan fenti képlet biztositja, hogy

Pl >P,> > Py << DL <Dy Pl >py > >pl=p < <pL<p
2 2 2

P =DPys DPr= Pias

vagyis az eloszlas két azonos valdsziniiséggel eléforduld, kiilonb6z6 nagysagi maxi-

mummal rendelkezzen.

Az extrém egymoduszu eloszlas-tipus is igényel némi kifejtést. Ez a tipus sem de-
finidlhat6 gy, hogy csak egy eloszlés legyen hozzarendelhetd; dm torekszem arra, hogy
olyan eloszldsokat hatdrozzak meg, melyek a kordbban ismertetettek alapjan altalano-
sithatok. Egymoduszi eloszldsokat a kovetkezd elven képezem: szdrmazzanak az egyes

kimenetelekhez tartoz6 valdszinliségek az aldbbi formulabdl:

gl ha j < gl haj <5
' & k+1 , 1 & k k
=1 12 ,ha j=—— T=q=- Lha j=—, j=—+1
(k+1—j)><(pf’”,haj>% (k+1—j)><(p1“‘),haj>§+1

A fenti eljaras alapjan keletkez6 val6szinliségekre igaz, hogy:

* * * * * 3k kk **_ 3k kk 3k
P <Py << Py > > P> Py PSP <SP =P > >l > py
2 2 2

P =DPvs Py = Pras

€s — konnyen beldthatéan — a kvadzi normélis eloszlasndl csicsosabb empirikus siirliség-
fliggvény keletkezik. A 1épcsOs eloszlasok esetén a hasonld elven képezhetd eloszlas

megegyezik a piramis eloszlassal, igy ott ezt az eloszlast nem emeltem ki kiilon.
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A normélison alapul6 eloszlasok sematikus képe az alabbi abran lathato:

0.8000 08000 08000

0.7000 0.7000 0.7000

0.6000 0.6000 0.6000 -
0.5000 - 05000 0.5000

0.4000 0.4000 0.4000

0.3000 - 0.3000 0.3000

0.2000 0.2000 02000
0.1000 0.1000 0.1000
0.0000 0.0000 0.0000

3-4. abra: Normalison alapulé eloszlasok k =5 esetén
(kvazi-normalis, forditott normalis, extrém egymoduszii)
A korabban definialt kvazi-normalis eloszlds esetén a mintaelemek variancidja az
aldbbi moédon irhat6 fel (kihaszndlva az atlagos eltérés-négyzetdsszegrol kordbban irot-

takat):

k-1

k
< ? . 2 2
MSS“EZXZ@“("_% Mss* )=2XZ¢§k)(j_k;1j
j=1 =l

A hibahatérbdl kifejezheto a sziikséges mintanagysag:

k—

22: @ ( k+1j
nNORM* j=1 2

E 2
9 2

A’ A’

NORM s
n —

Ismét képezhetd a mar ismert tdblazat:

3-7. tablazat: Sziikséges mintaelemszamok, 95,5 %-os megbizhatésagi szint és kiilonb6z6 hibahata-

rok mellett ,,kvazi normalis” eloszlasu valaszadas feltételezésével

A Vilaszlehetségek szdma (k)
5 6 7 8 9
0,005 120 853 168 414 224 636 289 516 363 049
0,010 30213 42 104 56 159 72 379 90 762
0,050 1209 1684 2 246 2 895 3630
0,100 302 421 562 724 908

A ,kvazi normélis” eloszlas feltételezése mellett a mintanagysag fiigg a lehetséges

kimenetelek szamatodl, a valaszlehetdségek szamaval parhuzamosan névekszik.




A korabban leirt forditott normélis eloszlas esetén a szords az aldbbi képlettel ha-

tdrozhaté meg:

illetve

A variancia alapjdn megallapithaté a sziikséges mintaeclemszdm (mivel a gondo-
latmenet azonos a kordbbiakkal csak a ,,végeredménynek” szdmité mintanagysagokat

k6z16m):

3-8. tablazat: Sziikséges mintaelemszamok, 95,5 %-os megbizhatosagi szint és kiillonboz6 hibahata-

rok mellett, forditott normalis sokasagok esetén

A Vilaszlehetségek szdma (k)
5 6 7 8 9
0,005 452 765 615 793 806 145 1 023 495 1267 700
0,010 113 191 153 948 201 536 255 874 316 925
0,050 4 528 6 158 8061 10 235 12 677
0,100 1132 1539 2015 2 559 3169

A korabban definidlt extrém egymoduszi (EEM) esetén a variancia alapjan a
sziikséges mintaelemszam az alabbi képletekkel hatdrozhaté meg (1asd Fiiggelék a pa-

ratlan esetre):

pEEM* _ 1(k) (k_l)(k +1)2 (k +3)
24A*
¢fk)k(k—2)(k+2)(k+4)+1
EEM# _ 24
AZ

Ebbdl felirhat6 a sziikséges mintanagysdgok tbldzata.
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3-9. tablazat: Sziikséges mintaelemszamok, 95,5 %-os megbizhatosagi szint és kiillonboz6 hibahata-

rok mellett, extrém egyméduszi sokasagok esetén

A Vilaszlehetdségek szdma (k)
5 6 7 8 9
0,005 66 574 108 666 94 413 144 679 135 812
0,010 16 643 27 167 23 603 36 170 33953
0,050 666 1 087 944 1447 1358
0,100 166 272 236 362 340

Fel kell hivni a figyelmet arra a tényre, miszerint a normalison alapulé eloszlasok
esetén nem tudjuk a mintanagysagot csupan a vdlaszlehetdségek szdma, valamint a hi-
bahatar alapjin kifejezni, ezen esetekben sziikséges a standard normélis eloszlas bizo-
nyos kvantiliseinek ismerete is. Ezek azonban ma mar konnyen meghatarozhatéak, akar

valamely kézikonyv tdblazatainak, vagy statisztikai programcsomag segitségével.

Az extrém egymodduszu eloszlds érdekes jelenségre hivja fel figyelmiinket. Eddig
minden esetben novekvO vdlaszlehetdségekkel egyben novekedett a sziikséges
mintaelemszam is. Ennél az eloszlasnal (ami a jelentdsen eltérd variancia, illetve sziik-
séges mintaelemszdm képletbdl is lathatd) igazan érzodik, hogy a paros szamu kimene-
tellel rendelkezd eloszlasok rdkényszeritik a valaszadot az allasfoglaldsra, ami — szim-
metrikus esetben — noveli a vdlaszok heterogenitdsat. Mig az extrém egymdodduszu, pé-
ratlan esetben a semleges eset ,lenyeli” a varianciat, addig paros esetben mindenképp

magasabb variancidra szamithatunk.

3.3.2. Aszimmetrikus eloszlasa valaszadasok

Természetesen egy, a gyakorlatban végrehajtandé mintavétel esetén nem garan-
talhatd, hogy a vdlaszadok véleménye a semleges megfontoldsra szimmetrikusan alakul-
jon ki (sét, sok esetben a megrendeld a nem semleges eredményt (pl. pozitiv attitiid a
termék irdnt) vérja). Eppen ezért célszerii megvizsgélni az aszimmetrikus vélemények
esetén kialakulo eloszldsok esetét is. Az aldbbiakban — a kordbbindl nem kevésbé vitat-

hat6an egyszerisitett — két esetet vizsgalok meg:
= egyenletesen novekvo valdszinliséggel adott valaszok esete; valamint

= egyenletesen csokkend eloszlasok esete.
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0.3500 0.3500

0.3000 1 0.3000

0.2500 0.2500

0.2000 1 0.2000

0.1500 1 0.1500

0.1000 0.1000

0.0500 :I 0.0500 L
0.0000

1 2 3 4 5 ! 2 3 4 5

0.0000

3-5. abra: Aszimmetrikus eloszlasok k =5 esetén
(egyenletesen novekvd, egyenletesen csokkend)
Els6ként vizsgaljuk meg azt az esetet, melyben a Likert-skdla vélaszlehetdségei-
nek eldforduldsi gyakorisdga a teljes elutasitdstol a teljes azonosuldsig egyenletesen
ndvekszik’. Ekkor az egyes osztdlyzatokra adott valaszok eléforduldsdnak relativ gya-

korisaga:
p; 2p; ... (k=1)p; kp

Mivel a sulyok Osszege egy, ezért

2

Az aszimmetrikus eloszldsok esetén a kordbbi fejtegetéseket az a tény is bonyolit-
Jja, miszerint ebben az esetben a vdlaszok atlagértéke nem a kozépso (semleges) valasz.

Egyenletesen novekvd ardnyban adott valaszok esetén a valaszértékek atlaga:

lexLx1+2xLx2+...+kx 2 Xk = 2k+1

k(k+1) k(k+1) k(k+1) 3

A variancia ebbdl a kovetkezOképpen adddik:

MSS® :Zk:k(lfil)(j_ 2/<3+1j2 _ (k—liék+2)

Jj=1

Amibdl a szokasos médon

7 Az esetre a tovébbiakban, mint aszimmetrikus egyenletesen ndvekvé eloszlasra, az AEN kéddal hi-

vatkozok.
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A sziikséges mintaclemszamok:

3-10. tablazat: Sziikséges mintaelemszamok, 95,5 %-os megbizhatésagi szint és kiilonb6z6 hibahata-

rok mellett, egyenletesen novekvé valosziniiségii valaszok esetén

A Vilaszlehetségek szdma (k)
5 6 7 8 9
0,005 248 889 355 556 480 000 622 222 782 222
0,010 62 222 88 889 120 000 155 566 195 556
0,050 2 489 3556 4 800 6222 7 822
0,100 622 889 1200 1 556 1 956

Az egyenletesen csdkkend aranyban adott valaszok esetén sok az el8bbi (AEN)

esettel anal6g megéllapitast tehetiink. Az egyes valaszlehetdségek relativ gyakorisdga
kp: (k=1)p:...; 2p: p

vagyis az el6zéekkel azonos szamsor, csak forditott sorrendben. Ebbdl kovetkezden p

értéke nem véltozik. Valtozik ugyan a mintadtlag:

X2+...+1X 2 ><k=kJr2
k(k+1) 3

xX=kX

X1+ (k—1)x

2
k(k+1) k(k+1)

am az 4tlagos eltérés-négyzetdsszeg (variancia) trividlisan azonos az egyenletesen no-
vekvd esettel. Ebbdl adédban a hibahatér, illetve a sziikséges mintaeclemszamok meg-

egyeznek az elébb bemutatottakkal.

Az aszimmetrikus eloszlasok vizsgdlata természetesen tavolrdl sem teljeskord,
azonban az egyenletes esetekek kiviil mds eloszldsok definidldsdra nem véllalkozok,

aminek két f6 oka van:

e Ne felejtsiik el, hogy a fenti eloszldsokban eldzetes elképzelést fogalmazunk
meg, mintatervezés esetén a megrendeldnek ezek koziil a ,,mintak” koziil kell
tudnia azt kivéalasztani, amelyik — véleménye szerint — a leginkdbb tiikr6zi a

valosdgot. Nem tdl életszerli annak a feltételezése, hogy a lekérdezés elott
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olyan mélységben ismerjiik a sokasdgot, amilyen mélységekig bonyolultabb
aszimmetrikus eloszldsok vezetnének.

e Altaldnos aszimmetrikus eloszlds definidldsa kiilonboz6 k tagszamok esetén
nem trividlis. Otfokozatd Likert-skdldandl a 2-es, illetve 4-es lehetdségekre
adott vdlaszok moduszként valé megjelenitése még érthetd, de 7, vagy 9 lehet-
séges kimenetel esetén a lehetséges eloszldsok szamossdga til nagy, nem is

beszélve a paros kimenetell esetekrol.

3.4. A sziikséges mintaelemszamok osszehasonlitdsa

A folytatdsban a kordbban emlitett eseteket kisérelem meg 6sszevetni, ezaltal né-
hany gyakorlati tandcsot kivanok adni a Likert-skdlds lekérdezések alkalmazdinak.
,Etalonként” a bevett gyakorlat szerint az alternativ ismérven alapulé mintanagysag
meghatarozast alkalmazom, ezzel dsszevetve a tanulmanyban bemutatott tovabbi elosz-
lasok feltételezésével nyert eredményeket. Ugyanakkor érdekes kérdést vet fel annak a
vizsgélata, hogy milyen médon vethetd 0ssze a hagyomanyos, valamint a Likert-skalan

mért adatok hibahatara.

Az 1 szazalékpontos hibahatdr egészen mas jelentéssel bir, amennyiben a [0,1] in-

tervallumon beliilre esik a pontbecslés, és akkor, ha az [1,k] intervallumba. Emiatt a

hibahatar megfeleld transzformdcidjara van sziikség ahhoz, hogy a két érték 6sszeha-
sonlithat6 legyen. Amennyiben példaul a skala teljes terjedelmének 1%-a a ,,megcél-
zott” hibahatér, akkor — kiilonb6zd fokszamu Likert-skalak esetén — felirhatjuk A alta-

lunk elvart értékét az alabbi modon:

A%, =0,01(k 1)

Mivel a tanulmdny elején emlitett, bindris véltozé (k =2) esetén a terjedelem 1%-

a — értelemszertien — 0,01, igy konnyen felirhaté az Osszefiiggés, mellyel az eredeti,

illetve a transzformaélt hibahatdrok megfeleltethetOk egymasnak:

A(k-1)
100

®) — (3.7)
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ahol A a két-kimenetelll kérdés esetén elvart hibahatdr szdzalékpontban kifejezett értéke.
A transzformdcidval el6dllitott relativizalt hibahatar természetesen fiigg k értékétdl. A
kovetkezd tablazatban a kiilonb6zd Likert-skaldk esetén alkalmazand6 hibahatéarok és az

eredeti hibahatarok szerepelnek:

3-11. tablazat: Hibahatarok Gsszehasonitasa kiilonbozé terjedelmii Likert-skalak esetén

A (szézalékpont) AB) Al A A®) A®)
0,5 0,02 0,025 0,03 0,035 0,04
1,0 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08
2,5 0,1 0,125 0,15 0,175 0,2
5,0 0,2 0,25 0,3 0,35 04

A fenti (3.7) képlet alapjan természetesen barmilyen fokszamu Likert-skdldhoz
meghatdrozhat6 a relativizalt hibahatar. Felvetddik a kérdés, hogy ezen uj, relativ hiba-
hatarok mellett milyen elemszamud mintdk sziikségesek a kiilonbozo, feltételezett elosz-

lastipusok esetén?

A tovabbiakban az otfokozatu Likert-skaldra kiszamitott értékeket mutatom be; a
nagyobb terjedelmi skdldkhoz taroz6 eredmények konnyedén szamithatok, és a bemuta-

totthoz hasonldan értelmezhetok.

3-12. tablazat: Sziikséges mintaelemszamok 6tfokozati Likert-skala, relativ hibahatar és kiilonféle

eloszlas-tipusok esetén, 1 —a = 0,955

5 | EXUEM | porditott | Forditott | Kvaz | Extrém
A két- 1 . .| Egyenletes | Piramis e egy-

, . | normalis | piramis normalis , ,

modusza modusza

0,02 40 000 28 298 24 444 20 000 13 333 7553 4161

0,04 10 000 7074 6111 5000 3333 1 888 1040

0,1 1 600 1132 978 800 533 302 166

0,2 400 283 244 200 133 76 42

A 3-12. tablazat alapjan jOl lathato, hogy az extrém kétmodduszu esetben a sziiksé-
ges mintaelemszdm megegyezik a bindris esetben szamitottal (lasd 3-1. tdblazat). Min-
dez nem meglepd, hisz a relativ hibahatar mellett teljesen mindegy, hogy a valaszaddk
csupan a 0;1 lehetéségek valamelyikét valasztjak (hisz csak ez megengedett), vagy az 1-

es és 5-0s vélaszlehetdségeket.

A tablazat alapjan megfigyelhetjiik a sziikséges mintaelemszdmokban mutatkoz6
kiilonbségek is. Barmilyen esetben a sziikséges mintaeclemszam a bindris esetnél szigo-

rdan kisebb, hisz a sz6érds maximumaét éppen abban az esetben veszi fel. A két extrém
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eloszlds esetén a kiilonbség kozel tizszeres(!) a sziikséges mintaelemszam tekintetében,
de normélis eloszlast feltételezve is csak mintegy 6tode a maximadlisnak a sziikséges
elemszam. A fejezet legfontosabb eredményeit tulajdonképpen a 3-12. tdblazat értelme-
zésével nyerhetjiik. Abban az esetben, ha valamilyen szakértdi informacid, vagy eldze-
tes eredmény alapjdn j6l meg tudjuk hatdrozni az adott kérdésre adott valaszok eloszla-
sénak tipusat, akkor egy eldre adott hibahatér, eldre adott megbizhatdsagi szinten torté-

no elérése az édltalanosan alkalmazottnal joval kisebb mintdval is megvaldsithatd.

Az aszimmetrikus megitélésii kérdések vizsgdlata meglehetésen bonyolult, hisz
mig a szimmetrikus megitélésti kérdések esetén — a feltételezett médusz és a szimmetria
segitségével — konnyen tudtunk ,.tipikus” eseteket megnevezni, addig az aszimmetrikus
eloszlasok esetén a lehetséges valtozatok olyan nagy szamaval taldlkozunk, ami nem,
vagy csak korldtozottan ad lehetéséget ésszerli kategorizdldsra. Altaldnossdgban azon-
ban elmondhatd, hogy az esetek jelentds része a kvazi normaélis és az egyenletes elosz-
las esetén sziikséges mintaelemszamok kozé esik, ami jo tdmpontot nyujt a minta terve-
z0jének. Az eddig is részletesebben bemutatott 6tfokozati skélan a kiillonb6zo hibahaté-
rokhoz tartozé elemszamok a kovetkezd, 3-13. tdblazatban szerepelnek. Az 6sszehason-
lithatésag érdekében feltiintettem az egyenletes, valamint a kvazi normalis eloszlashoz

sziikséges elemszamokat is.

3-13. tablazat: Az aszimmetrikus, illetve néhany szimmetrikus eloszlas esetén sziikséges

mintaelemszamok, 1 —a = 0,955

AY | Egyenletes | Egyenletesen nov. | Kvazi normalis
0,02 20 000 15 556 7553
0,04 5000 3 889 1 888
0,10 800 622 302
0,20 200 156 76

Természetesen tisztdban vagyok azzal, hogy az egyenletesen novekvd/csokkend
eloszldsok nem fedik le az aszimmetrikus eloszlasok teljes korét, az azonban j6l lathato,
hogy a sz0rds, és ezzel egyiitt a sziikséges minta nagysaga a kvizi normdlis és az egyen-
letes eloszlas kozé esik. Az empirikus megfigyelések és tetszéleges eloszlasok szimuld-
cioi azt mutatjak, hogy a valamilyen szempontbdl extrém eloszldsokon kiviil a legtobb
aszimmetrikus eloszlds ebbe az intervallumba esik, amely megallapitds j6 tdmpontot

nyujt a szilkséges mintanagysag megtervezéséhez éltalanos esetben.
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3.5. A variancia és a mintaelemszdm érzékenysége

Ahogy azt mar emlitettem, az el6z6 fejezetekben bemutatott eloszlastipusok csak
irdanyadéak. Erdemes megvizsgdlnunk, hogy a valds sokasdgi eloszlds (akdr minimélis)
eltérése a bemutatott idealizalt eloszldsoktdl mennyiben befolyédsolja eredményeinket.
Az alfejezetben prezentdlt eredményeim Ugy is interpretdlhatdk, hogy ha a tényleges
eloszlas helyett attél kismértékben eltérd, idealizalt (az el6z6 fejezetben részletesen be-
mutatott) eloszlas feltételezésével szamitjuk ki a sziikséges varianciat, majd a sziikséges
mintaelemszdmot, mennyit és milyen irdnyban tévedhetiink. Gyakori szohaszndlattal
élve a mintanagysag meghatdrozas fentiekben bemutatott modszerének érzékenység-

vizsgélatat végzem el.

Tekintsiik a sokasdgi variancidt egy k -valtozés fiiggvényként, melynek véltozéi®

Dis Dys---» P, - Tegytk fel, hogy rendelkeziink kozelité értékekkel ezekre a valtozdkra
nézve, melyeket jeldljink p;, p;,..., p; médon. Ekkor f(p,, p,,..., p,)=f(p) kife-

jezhetd, vagy kozelithetb az f ( D> Daseees pz)= f (p*) fiiggvényértékekkel.

A variancia atlagfelbontdsa alapjan:
k

a’(p)=>.I’p, —(lezJ (3.8)

I=1

Amennyiben nem minden [-re igaz, hogy p, = p,, igy nagy val6sziniiséggel a

variancidk sem egyeznek meg. Jeloljiik és értelmezziik a variancidban elkovetetett hibat,

illetve eltérést
A,=0’(p)-c’(p) (3.9)

mdédon, ahol & (p) az ismeretlen variancia, mig o’ (p*) a kozelito értékekkel

szamolt variancia.

¥ Zavar6 lehet, hogy az eddig kimenetelek aranyaként emlitett értékeket valtozoként emlitem a jelen al-

pontban, de a variancia fiiggvény valtoz6inak tekindenddek.
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A mdsodrendli Taylor kozelités segitségével a variancia megvaltozasit alkalma-
sabb formdra hozhatjuk. Mivel a kvadratikus fiiggvények esetén a masodrendii Taylor

kozelités azonossag, ezért esetiinkben tetszdleges p vektorra teljesiil a kovetkezo:

o

8, =V (o) (p-p')+5 (p-0') V' (o) (0-p') 3.10)
ahol V a gradiens, vagy a parcidlis derivaltak vektora. Vezessiik be a

k
g=p—p és X = lel* jeloléseket. Egyszerli szdmoldssal kapjuk, hogy

=1
k
Vo' (p*)(p-p') =D (" —2x "D,
=1
€s

(p—p*)TVZO'Z(p*)(p—p*)zzk:i (=2l)ge; = 2{218,}2

=1 j=1

Fenti 0sszefiiggések figyelembe vételével (3.10) a kovetkezo alakban irhato:

A= (-2 ) {215,} (3.11)

=1

Ezen Osszefiiggés alapjan azt mondhatjuk, hogy a variancia kozelitésének hibdja
kifejezhetd a kozelitd eloszlas atlaganak, €s a kozelitd és tényleges sulyok (ismeretlen)
kiilonbségének segitségével. A kovetkezOkben olyan eseteket vizsgdlok meg, amikor az

ismeretlen & = p, — p, értékek valamilyen mintdzatba rendezhetdk, illetve értékeikrol

valamilyen feltételezéssel €liink. Célom a variancidban elkovetett hiba nagysdganak

vizsgélata.

Tegyiik fel, hogy az m -edik kategdria ardnyaban tévediink, azaz p, # p, . Kony-
nyl beldtni, hogy — a valtozok linedris fiiggdsége miatt (6sszegiik egy) — ekkor legalabb
egy mdasik valtozéban is hibat kell véteniink. Arra vonatkozdan, hogy az m -edik vélto-
z6ban elkovetett hibank hol ,,csapddik le” tobbféle feltételezéssel is élhetiink. Két esetet
vizsgalok meg részletesen. Az elso esetben azt tessziik fel, hogy egy kategéridban torté-
n6 hibank kozvetleniil egy masikban csapddik le (in. kdzvetlen eset). Ennek fontos spe-

cidlis esete az egymas melletti kategdridk kozotti tévedés. A masik szitudcidban azzal a
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feltételezéssel fogok €lni, hogy egy kategdridban elkovetett hiba az sszes tobbi kategd-
ridt egyenletesen €rinti (Un. egyenletesen szétteriild hiba). Természetesen egyéb feltevé-
sek is elképzelhetdk, amik a bemutatottakhoz hasonléan vezethetdk le a (3.11) altalanos

képletbdl.

Els6ként megvizsgdlom, hogy milyen hatdsa van annak, ha az m -edik kategéria
val6szinliségében hibazunk az n -edik kategoria javéra, illetve karara, ahol a hiba mér-
téke £. A hiba eldjelére nem teszek kikotést. A tény és kozelitd valoszinliségek és a

hiba vektorait mutatja be a 3-14. tdblazat.

3-14. tablazat: Tény és kozelito valésziniiségek és a hiba a kozvetlen esetben

Kimenetel 1 m n k
p (tény) P Py P, P
p° (kozelités) P i | PutE | | PmE | L P
¢ (hiba) 0 —£ £ 0

A variancidban torténd modosulds felirhaté (3.11) segitségével. Vegyiik észre,

hogy m €s n nagysagrendi sorrendjétdl fiiggetleniil értelmezhetd a felirds.

A, = Z(ZZ —ZR*)SI —LZ::ZSI} = (m2 —21717")(—,5‘)+(n2 —2nf*)€—[m(—8)+n€]2

I=1

A zérdjeleket felbontva, a tagokat rendezve, kiemeléseket végezve kapjuk az

alébbi, £ -ban masodfoku Osszefiiggést:

o

Akézzvetlen (8) — _(n_m)2 82 +[(n—f* )2 —(m—)_c*)z}é‘ (3.12)

Ennek a fiiggvénynek a képe (az m#n esetet feltételezve) konkdv parabola az

 \2
o (n=%) ~(m-¥)
£ =0 trividlis és az €, = z€rushelyekkel.

(n=m)

A (3.12) osszefiiggés alapjan tehat a hibas kategéridk egymastdl €s az atlagtol va-

16 tavolsdga és a hiba nagysdga egyiittesen hatdrozzdk meg a variancidban jelentkez6

hibat. Mivel Aa2 -t a tény variancia és a kozelitd variancia kiilonbségeként definidltuk,

pozitiv értéke azt jelenti, hogy a tény variancia nagyobb, mint a kozelit0, azaz a képlet

alapjan megallapitott mintaclemszam a sziikségesnél kisebb lesz.
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A paraméterektol fiiggden a variancia hibdja alapvetden harom format olthet,

amennyiben azt £ fliggvényeként tekintjiik.

(n—)_c*)z—(m—)_c*)2

Amennyiben ‘n—f*‘ > ‘m—f* , akkor A ,(€) a 0<e< - tar-
i (n—m)
tomdnyban  pozitiv. = Amennyiben ‘n -X'|< ‘m —X'|, akkor A ,(e) a
(n=%") =(m-¥") | | ol
( )2 <&<0 tartomanyban pozitiv. Amennyiben ‘n -X ‘ = ‘m -x |,
n—-m

akkor A , (&) minden £#0 esetén negativ.

T e Mmoo e
__________ s
-
-
-~
-~
~
Kl
Ve
K
/ s
-
I'd
1
1z 4z
— L=l ===ewrlisd — - uElies —nel =2 ===ewelae3 — - nelaed
x' =2 X =3
15
1 =~
-~ o1
_ S Y 0 T T s —
RN ! ~
) -
211 a1 i " 1 -
S
.47' - - ik}
04
1
15
i e R —nE3 S =emewelaed — - ie3aed
X =25 x =35
X = ’ X = ’

3-6. abra: A variancia hibaja £ fiiggvényében

Egy fontos specidlis eset annak vizsgélata, ha egymds melletti kategoéridk esetén
hib4dzunk, annak milyen kovetkezményei lehetnek a variancidra, és ezen keresztiil a

sziikséges mintaelemszamra. Legyen m =n—1, ekkor (3.12) helyett

AVOmEos — _ g2 _ [2%* —2n+ 1] € (3.13)

O
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irhat6. Ekkor, ha példdul k=5, a tényleges eloszlds valdszinliségei rendre 0,2; 0,19;
0,21; 0,2; 0,2, de egyenletes eloszlast feltételeziink, tigy m =2, hiszen a misodik kate-
gbridban magasabb a feltételezett valdszinliség a ténylegesnél, n =3, hisz ezen katego-
ria terhére tévedtiink. Az egyenletesnek feltételezett eloszlds esetén x =3, igy (3.13)

felhasznaldséval:

£=0,0,x"=3,n=3=> A , =-0,0101
ami azt mutatja, hogy a kozelités variancidja nagyobb, mint az eredeti eloszlasé, igy a
hibés feltételezés magasabb elemszamu minta vételét okozza ebben az esetben.

Maisodikként vizsgdljuk meg azt az esetet, hogy valamelyik kategéria esetén téve-
diink, a tévedés pedig egyenletesen oszlik el az 6sszes tobbi kategoria kozott. Ezt a fel-

tételezést mutatja be a 3-15. tablazat.

3-15. tablazat: Tény és kozelito valésziniiségek és a hiba az egyenletesen szétteriilé esetben

Kimenetel 1 ... m .. k
p (kozelitd) P P Pr
* 2 g 8
p (tény) Pl_ﬁ p,tE€ e | Di i1
& (hiba) L e R
k-1 k=1

A formula levezetése matematikailag valamivel Osszetettebb, de hasonldan elvé-
gezhetd, mint abban az esetben, amikor azt feltételezziik, hogy csak két kategoria esetén
van eltérés. Egyszerlsitések €s 0sszevondsok elvégzése utdn &£ -ban masodfoku alakban
irhatjuk a varianciak eltérését:

k(k+1)(2k—6%" +1)=6k(m* =2mx")  (k-2m+1)'k> ,

Aegyenleles — E— E 3.14
o? 6(k-1) 4(k-1)’ 49

Bar a fliggvény rdnézésre Osszetettnek tiinik, az eredmények bemutatdsa némileg
egyszeriibb. Amennyiben ugyanis tudjuk a skdla fokszdmat, valamint a feltételezett el-

oszlas atlagét, tigy a variancia hibaja mar csak m -tdl és &£ -tdl fiigg, igy abrazolni tudjuk

47



egy feliileten’. A 3-7. dbra a variancia hib4jat mutatja be tehit £ és m fiiggvényében

négy kiillonbozo esetben. A fliggvények természetesen € folytonosak csak, de a jobb

Osszehasonlithatésdg érdekében a teljes feliiletet dbrdzoltam.

eleqly elouelien

<
2
z
=3
o
o
=
o
&
)

eleqly eloueliep
eleqly eloueliep

k=T7,x=2 k=T7,x=6

3-7. abra: A variancia hibaja £ és m fiiggvényében az egyenletesen szétteriilé esetben

° Az R fiiggvényt lasd a Fiiggelékben: varfelulet(k, x), az ismert paraméterek mellett megrajzolja a variancia

fliggvényét.
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A felso két abran egy péros és egy paratlan fokszamu skdldra mutatom be a grafi-
konokat, ahol —0,2<£<0,2, m pedig végigfut a teljes skdlan, valamint az 4tlag a ské-
la kozepén helyezkedik el. A két grafikon szimmetrikus, adott nagysdgu hiba hatdsa
pedig anndl er6sebb, minél extrémebb értéknél fordul eld. Azokban az esetekben, ami-
kor az 4tlag nem kozépiitt helyezkedik el, az 4tlagtdl tdvolabb eso kategdridk mutatnak

nagyobb érzékenységet.

Ebben az alpontban azt vizsgdltam meg, hogy a mintaelemszam tervezés esetén
mennyire érzékeny a kiindulé feltevés tényleges sokasdgi eloszlastdl valo kiilonbségére.
Az altalanos képlet meghatdrozdsa utdn harom specidlis esetet elemeztem részleteseb-
ben. Osszességében azt tapasztaltam, hogy amennyiben a feltételezett eloszldsban rejld
hiba nem tulsdgosan nagy, ugy a variancidban megjelend hiba sem nagymértékii. Az
érzékenységvizsgilat egyben feltarta azokat a tényezoket, melyek a hiba nagysiagara

hatassal vannak.

3.6. A sziikséges mintaelemszdam vdrhato értéke

Az eldz0 alfejezetekben feltételeztem, hogy eldzdleges informacidkkal rendelke-
ziink a sokasdgi eloszldsrél. Amennyiben nem rendelkeziink ilyen jellegli informécio-
val, akkor felvetddhet a sziikséges mintaclemszam vérhaté értékének meghatdrozasa.
Ehhez el0szor azonositanunk kell az Osszes lehetséges kimenetelt'”, majd a bekovetke-
zésiik valdszinliségét kell rogziteniink. Az 6sszes lehetséges kimenetel vizsgélataval az
a célom, hogy megadjam a kimenetek variancidjdnak eloszlasat (elsdsorban vérhat6

értékét), és ezzel egyiitt a szilkséges mintaeclemszadm vdarhato értékét.

A kovetkezOkben elsoként az otfokozati Likert-skdldn mutatom be a gondolatme-
netemet. Ezutdn levezetem a sziikséges mintaclemszdm varhat6 értékének dltaldanos kép-

letét.

' Kimenetel vagy kimenet alatt az alfejezetben minden esetben egy, a lehetséges vilaszok kozotti gyako-

risig megoszldst értek, azaz egy kimenetel dltaldnossdgban azt jelenti, hogy n, darab 1l-es, n, darab

kettes 2-es valaszt kaptunk, végiil n, darab vdlasz érkezett a k lehetSségre.
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3.6.1. Az otfokozatu Likert-skala esete

Tekintsiink egy otfokozati Likert-skélat. Az otfokozati Likert-skdla esetén a
mintaelemszdm varhaté értékének meghatarozdsdhoz a kovetkezd 1épésekre van sziik-

s

ség:

= alehetséges kimenetelek azonositdsa, a kimenetelek szdmossdganak meghatéro-

z4asa,
= akimenetelek variancidjanak kiszamitdsa;
= ameghatdrozott variancidk varhato ért€kének szamszerlsitése;
= asziikséges mintaclemszdm varhat6 értékének meghatarozésa.

Az alabbi alfejezetekben a fenti 1épéseket veszem sorra.

A lehetséges kimenetelek azonositasa

Els6ként meg kell hatdroznunk az Osszes lehetséges kimenetel szamossagat, dm
ehhez sziikségiink van arra az informdciéra, hogy hany valaszadé6 tolti ki a kérdoivet.
Mindez furcsanak tlinhet, hisz végsd célunk épp annak a meghatdrozédsa, hogy hany
valaszadora van sziikség. Az alabbi képletben (valamint az egész alfejezetben) n -et a
kovetkezOképp értelmezhetjiik: az egyes lehetoségekre esO gyakorisdgok megadasidnak
pontossaga. Amennyiben példaul n =100, ugy egy szdzalékpontos pontossaggal ,.allit-
hatjuk be” az egyes vdlaszadasi lehetOségekre esd valaszok ardnyat. Amennyiben

n =200, gy fél szdzalékpontos ez a lehetséges pontossag, stb.

Ezek utdn felirhat6 az 0sszes lehetséges kimenetel szdma:

n+k—-1 n+k—1
k—1 n

A fenti kifejezések az Osszes ismétléses kombinacié szamat adjdk meg, bar forma-
jukban némileg eltérnek a matematikdban szokdsos jelolésektdl, hisz jelen esetben k
elem n-ed osztilyd ismétléses kombindcidirdl, illetve a kombindciok szdmossagardl
beszéliink. A valdszinliség-szamitdsban haszndlatos ,,n elem k -ad osztilyd ismétléses

kombinécidi” kifejezés helyett alkalmazzuk ezt a némileg megtévesztd betlizést annak

érdekében, hogy a statisztikdban hagyomdényos jeloléseinket megtarthassuk.
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Tegyiik fel, hogy 1 szdzalékpontos pontossdggal adhatjuk meg, hogy melyik lehe-

t0séget milyen ardnyban valasztjdk (n=100) a valaszadok. Ekkor Osszességében

n+k—1 104 . . . .
b1 = 4 =4598126 kiilonféle kimenetel képzelhetd el a kitoltetés végered-

ményeképp. Szemléltesse a 3-8. dbra a kiillonb6z6 kimeneteleket:

1 2 3 4 5
0O 0 0 0 100
O 0 0 1 99
0 0 0 2 98| (104
o —>(4]:4598126db
99 0 0 0
100 0 0 0 0

3-8. abra: Az itfokozatu Likert-skala kimeneteleinek illusztracidja

A fenti illusztracidéban egy sor egy kimenetelt reprezentdl. A lekérdezés végzojé-
nek lényegtelen, hogy pl. a masodik sor esetén ki volt az a vdlaszadd, aki 4-es vdlaszt

adott, csak az egyes lehetdségekre adott valaszok szdma érdekes.

A kimenetelek varianciadjanak meghatarozasa

A kiilonb6z6 kimenetelek esetén a variancia meghatdrozasa a szokdsos modon
k-1Y
torténik. Az egyedi kimenetek variancidja O és (Tj kozott valtozhat, azaz esetiink-

ben 0 és 4 kozott. Mig a maximdlis variancia egyetlen esetben, az un. extrém
kétmoduszu esetben fordul eld, addig a minimélis 6t (4ltaldnossdgban k) kimenetelnél,

ha minden egyes megkérdezett azonos vélaszt jelol.

Szamitastechnikai eszkdzokkel a fenti, nagyszdmu variancia konnyedén meghaté-
rozhat6. A variancidkat hisztogramon dbrdzolva az el6fordul6 variancidk eloszl4sat job-
ban megismerhetjiik. A variancidk hisztogramja egy szdzados 1épéskozokkel dbrazolva

a 3-9. abran lathato.
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3-9. dbra: A variancidk hisztogramja, 6tfokozati Likert-skala, n =100

A hisztogram j6l ldthat6an enyhe jobboldali aszimmetridt mutat. Kérdésként me-
riilhet fel, hogy az igy definidlt valosziniiségi valtozot diszkrétnek, vagy folytonosnak
kell-e tekinteniink. A tovabbiakban a vdrhat6 érték meghatarozasanal az eloszlas diszk-
rét tulajdonsagét haszndlom fel, a varhat6 értéket a variancidk és a valdszinliségek szor-

zataként dllapitom meg.

A varianciak varhaté értékének meghatarozasa

A variancidk vérhat6 értékének meghatarozasdhoz elengedhetetlen, hogy sulyo-
kat, valoszinliségeket rendeljiink az egyes kimenetelekhez. A kérdés gyakorlati szem-
pontbdl ugy meriil fel, hogy mekkora valoszinliséggel kapjuk azt az eredményt n ember
megkérdezése utdn, hogy pl. mindannyian 1-es vélaszt adtak, vagy a valaszadasok a
lehetdségek kozott egyenletesen oszlottak meg. Azzal a feltételezéssel éltem, hogy min-
den egyes kimenetel azonos valdsziniiséggel rendelkezik. Mindez azt jelenti, hogy
ugyanannyira tartom elképzelhetOnek a lekérdezés el6tt azt, hogy minden vélaszad6
egyforman valaszol, mint azt, hogy egyenl0 ardnyban sziiletnek a valaszok, vagy barmi-

lyen, tetszdleges valasz-struktura (kimenetel) sziiletik.

Szamitogép segitségével, valamennyi eset generdldsa utdn konnyedén meghatd-

rozhat6 a 4 598 126 variancia varhat6 értéke — a feltételezések miatt — egyszerii szamta-
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ni 4tlagként. Az eredmény: 1,65, azaz n =100 esetén az otfokozatd Likert-skdldn a va-

riancidk varhato értéke 1,65.

Amennyiben tovdbbra is a k =5 esetre a szamitast kiilonb6zo n -ekre is elvégez-
ziik, a variancidk véarhat6 értékére az n =100 esetétdl eltérd eredményeket kapunk. Az

eredményeket az aldbbi 4bran mutatom be:

Variancia varhato értéke

1635 1.640 1645 1650 1655 1.660 1665

200 400 600 800 1000

3-10. abra: Az 6tfokozatia Likert-skala esetén a variancia varhatoé értéke, kiilonbozé n-ek esetén

A fenti, 3-10. dbra alapjan j6l lathat6, hogy az 6tfokozati Likert-skaldk esetén n
novelése a variancia véarhatd értékét noveli. Az az érzésiink azonban, hogy a varhat6
érték konkdv modon nd, a lehetséges pontossidg végtelenbe valé novelésével a variancia
varhat6 értéke nem a végtelenbe tart, hanem minden hatdron til megkozelit egy véges

hatarértéket. A variancia varhatd értékének hatarértéke otfokozati Likert-skala esetén

kozelitoleg 5/, amit a késébbiekben altaldnosan bizonyitok is.

3 bl
A 3-10. abra természetesen nem csak az otfokozatu skalara készitheto el, hanem

barmely mds Likert-skdldra is, a grafikon dltal sugallt hatarérték ezekben az esetekben

magéatol értetddden mas lesz.

A sziikséges mintaelemszam varhatoé értékének meghatarozasa
A sziikséges mintaelemszam (7 ) vdrhato értéke a variancia védrhat6 értékének is-

meretében konnyedén meghatdrozhato:

E (i) =E[4G2j= 4E(07) _ 20




A fenti képlet alapjdn az Otfokozati Likert-skdla esetén sziikséges

mintaelemszdmok vérhat6 értékét az alabbi tdbldzatban foglalhatjuk Ossze.

3-16. tablazat: Sziikséges mintaelemszamok varhaté értéke 6tfokozata Likert-skala esetén,

elére adott hibahatarok mellett

A E(r)
0,005 266 667
0,010 66 667
0,050 2 667
0,100 667

Az otfokozati Likert-skdla megismerése utin hatdrozzuk meg a sziikséges

mintaelemszam varhato értékét altalanos esetben.

3.6.2. A sziikséges mintaelemszam vérhaté értékének altalanos

meghatdrozasa

A sziikséges mintaelemszam varhat6 ért€kének meghatarozasat a variancia varha-
t6 értékének kiszamitasaval kezdem, majd a varhat6 érték segitségével szamitom ki a

sziikséges mintaelemszamot.

A variancia varhatoé értékének meghatarozasa

Tegyiik fel, hogy k fokozati Likert-skélat vizsgalunk, azaz a lehetséges vdlaszle-
hetdségek: 1,2,...,k . Altaldnos esetben nem jarhatunk el a konkrét esettel megegyez6-
en, hisz nem tudjuk az Osszes lehetséges kimenetelt meghatdrozni, majd a varianciat

szamszerusiteni.

A kimenetelek bekovetkezésének valdszinliségére dltaldnos esetben ugyanazzal a
feltételezéssel €lek, azaz valamennyi kimenet azonos sulyt kap. Hosszadalmas levezetés
(1asd Fiiggel€k) utan kapjuk a meglepden egyszerli végeredményt:

k(k=1)(n—1)

E(o.)= 12n

(3.15)

Ellendrzésképpen helyettesitsiink n =100, k =5 ért€keket a kapott dltalanos kép-

letbe: E (0'120035 ) = % =1,65, azaz a vart eredményt kaptuk.
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A fenti Osszefiiggés alapjan igazolddott a sejtésiink a konvergencidra vonatkozo-

an. Amennyiben n — oo, E (

)—

k(k—1)

, azaz E(O'fys) - % A 3-10. dbra: tehat

o g PR k(k-1) 5
valéban jol mutatta a konvergenciat, a hatarérték altalanos esetben T, azaz A

az otfokozatu Likert-skala esetén.

A

E(s)

varhaté

k(k—1)

érték felirhatd

korrigalt

adodik, ami fiiggetlen n értékétol.

varianciara

eredményként

Az alabbi tablazatban néhdany tipikus k -ra érvényes véarhat6 értéket lathatunk:

3-17. tablazat: A Kkorrigalt variancia varhato értékei néhany Likert-skala esetén

k 3 5 6 7 8 9 10
E(st) | 05 % 2.5 3514y 6 7.5

A variancia vdarhaté értékének meghatdrozdsa utdin mar csak sziikséges

mintaelemszam varhato értékének kiszamitasa van hatra.

A mintaelemszam varhato értékének meghatarozasa
A variancia varhat6 értékének meghatdrozdsa utdn a mintaelemszam varhat6 érté-

kének meghatarozdsa nem okoz problémat. Az

_4E)

E(i) ="

Osszefiiggésbe a (korrigdlt) variancia vérhaté értékét helyettesitve konnyedén

szamithatoak a keresett értékek.

Az el6z0 alfejezetben bemutatott tipusonkénti tdbldzatokhoz hasonl6an megszer-
kesztheté az adott hibahatdrokhoz tartozd, a sziikséges mintaelemszamok véarhatd érté-
két bemutatd Osszefoglald tablazat is. Az aldbbiakban tehat az adott fokszdmu Likert-
skéldhoz €s adott hibahatarhoz tartoz6 sziikséges varhat6 mintaelemszamokat olvashat-

juk.
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3-18. tablazat: Sziikséges mintaelemszamok varhato értéke néhany Likert-skala esetén,

elore adott hibahatarok mellett

A k=5 k=17 k=9 k=10
0,005 266 667 | 560 000 | 960000 | 1200 000
0,010 66 667 | 140 000 | 240 000 300 000
0,050 2 667 5600 9 600 12 000
0,100 667 1 400 2 400 3000

Természetesen a mintaclemszam varhatd értékére is alkalmazhatd az un. relativ
hibahatdr fogalma. A meghatarozott dltalanos képlet segitségével a 3-12. tablazat kiegé-

szithet6 a véarhat6 érték oszlopaval.

3-19. tablazat: Sziikséges mintaelemszam néhany elére definialt eloszlastipus esetén,

valamint a sziikséges mintaelemszam varhato értéke o6tfokozatia Likert-skalan

) | XU porditott | Forditott Virhato | o | Kvazi | PXTOm
A két- s . . Egyenletes Py Piramis . egy-
P .| normalis piramis érték normalis P .
moduszi moduszi
0,02 40 000 28 298 24 444 20 000 16 667 13333 7553 4161
0,04 10 000 7074 6111 5000 4167 3333 1 888 1040
0,1 1 600 1132 978 800 667 533 302 166
0,2 400 283 244 200 167 133 76 42

A 3-19. tablazat alapjan elmondhatjuk, hogy a mintaelemszamok varhat6 értéke a
piramis és az egyenletes eloszlds esetén a sziikséges elemszamok kozé esik. Az empiri-
kus tapasztalatok is azt mutatjak, hogy ez az az intervallum, melybe a ,,redlisabb” kime-
netelek tobbsége beleesik. Mindezeket figyelembe véve tigy gondolom, hogy tanécsol-
hat6é a mintaeclemszam vérhat6 érték alapjan torténd meghatdrozdsa gyakorlati szakem-

berek szamara.

A Likert-skalds felmérések egyre elterjedtebbek az attitiid-vizsgédlatokban, tarsa-
dalomtudomdényi felmérések sordan. A minta nagysdgéanak tervezése ezekben a vizsgdla-
tokban is kulcsfontossagu, hiszen az eredmények pontossdga, illetve megbizhatosdga

jelentds részben ettdl fiigg.

A felvézolt eloszlas-tipusok csak egy részét képezik a viszonylag j6l meghatéaroz-

hatd, konnyen szdmszerlsithetd variancidval kecsegtet6 eloszlasoknak.

A fejezet mésodik felében olyan megolddst taldltam, amelyben nincs sziikség
olyan kiegészitd informéacidkra, melyek a lekérdezés eldtt még nem allnak rendelkezé-
siinkre. EI6bb egy konkrét példan keresztiil mutattam be a gondolatmenetemet, majd

sikeriilt meghatdaroznom a sziikséges mintaelemszam varhat6 értékét adott fokszamu
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Likert-skala és adott nagysagu hibahatar esetén. A meghatarozashoz felhasznédltam azt a

feltételezést, hogy a kiilonbozd kimenetelek azonos valdszinliséggel fordulhatnak eld.

A fejezetben bemutattam, hogy amennyiben 1étezik eldzetes feltevésiink a vizsgalt
jelenség (valaszok) eloszldsa tekintetében, akdr tizedrészére csokkenthetd a sziikséges
mintanagysdg. Természetesen felmeriilhet a kérdés, hogy mi értelme a mintavételnek,
ha ilyen pontosan ismerjiik a leend6 vélaszadok véleményét! Megitélésem szerint a fe-
jezet fejtegetései egy kétfazisu mintavételi eljarast sugallnak: eldszor egy kisebb elem-
szamu (pl. a kvazi normdlis eloszlas feltételezésével meghatarozott) minta alapjan meg-
hatdrozzuk a vélaszok vérhat6 eloszldsat; majd ennek ismeretében — sziikség szerint —
kiegészitjiik a kordbbi mintavételt. Az el0zetes feltevések €és a mintabeli adatok 6sszesi-
tésében a késObbi fejezetekben a bayesi statisztika eszkoztarat kivanjuk segitségiil hivni.
Mivel a bayesi statisztika alapeleme az eldzetes informaciok megléte, ezért az ilyen
jellegli informacidk modellbe épitését is megvizsgaljuk. A dolgozat kovetkezo két feje-
zete tehdt az eddigi klasszikus megkozelités mellett a lehetséges bayesi gondolkodast is
bemutatja. A 4. fejezetben alapfogalmakat €s technikdkat mutatok be, majd az 5. feje-
zetben ezeket a technikdkat alkalmazom a dolgozatban targyalt probléma, a

mintaelemszam tervezés témakorére.
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4. Elozetes és mintabeli informaciok bayesi kombinalasa

Equation Section (Next)A bayesi statisztika az utobbi néhdny évtizedben rene-
széanszat éli. Miivel0i szerint egy koherens modszertani gondolatvildgot alkot, kritizaloi
logikai tetszetOsségét elismerik ugyan, de egyuttal gyenge pontjaira is felhivjdk a fi-
gyelmet. Mivel a hazai szakirodalomban néhany kivételtdl eltekintve alig van jelen a
bayesi gondolatkor, dolgozatomban bemutatom az alapveté gondolatokat, a médszerek-
hez kozvetleniil kapcsolddd szimuldcids technikdkat, valamint érintflegesen az egyik
ezekhez sziikséges lehetséges programcsomagot. Mindez szervesen kapcsolddik az el6-
70 fejezet zard gondolatdhoz, az eloszldsrol rendelkezésre all6 eldzetes informdaciok és

egy kis, tdjékozddast segitd minta eredményeinek dsszesitésérol.

4.1. A bayesi statisztika rovid torténete és gondolatvilaga

Thomas Bayes — akinek a neve fémjelzi jelen témakoriinket — valdszinlileg soha
nem gondolta, hogy egy egész (nem csak statisztikai) gondolatkor fogja a nevét viselni.
Eletében mindossze két tanulmanya jelent meg, egy teolégiai és egy matematikai mun-
ka. Az ,,An Essay Toward Solving a Problem in the Doctrine of Chances” cimll munké-
ja (Bayes, 1763), melyben a binomidlis eloszlds paraméterére vonatkoz6 kovetkezteté-
sekkel foglalkozott posztumusz jelent meg. Tovabbi torténeti érdekesség, hogy a bayesi
statisztika elnevezést R. A. Fisher terjesztette el, aki egyébként messzemendkig nem

értett egyet a bayesi elvekkel, a jelz0t erOsen negativ értelemben haszndlta.

A bayesi statisztikusok szerint a bayesi gondolatvilig egy olyan keretrendszer,
mely 6tvOzi a bizonytalansaggal kapcsolatos személyes véleményt, leirja, hogy a racio-
nalis, haszonmaximalizal6 egyénnek milyen dontéseket kell(ene) hoznia a folyamatosan
valtozo6 kiilvilaghoz alkalmazkodva. A szemlélet szépsége, hogy tulajdonképp minden
megfontolds egy egyszerli gondolaton, a Bayes-tételen alapul, a tobbi ,,csupdn” formalis
matematika. Ezzel el is érkeztiink a mddszer egyik nagy sajatossdgéhoz, annak szami-
tasigényességéhez. A felhaszndlt numerikus mddszerek ugyan ismertek voltak, legalab-
bis alapjaikban mar kordbban is, nagy lendiiletet azonban a szdmitégépek, valamint az
egyszeriibb programozasi nyelvek elterjedése adta a teriiletnek a 80-as évek masodik

felében. Ma a leggyakrabban alkalmazott, bayesi statisztikat is tdimogat6 szoftverek az
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R, a MATLAB, valamint a BUGS (Bayesian inference Using Gibbs Sampling) kiilon-
boz6 verziéi (WinBUGS, OPENBugs, R-rel, MATLAB-bal, SAS-sal egyiittmiikod6
modulok stb.).

Magyar nyelven csupdn néhdny szerz6 munkdjit tudom megemliteni. Theiss
(1971) teljesen elméleti, bevezetd jellegli munkdjiaban elsOsorban regresszids, makro
modellezési alkalmazédsokra koncentrdl. Varga (1991) autoregressziv iddsori modellek
paraméterbecslésére haszndlja az elméleti keretet. Wickman (1999) magyarra forditott
mive még teljességgel nélkiilozi a modern bayesi szimulacids mddszereket. Hunyadi
(2001) osszefoglaldé moédszertani munkdjdban egy fejezetet szentel a bayesi modszerek
ismertetésére, elsOsorban regresszids példan keresztiil, melyet a 80-as években tanulma-
nya és kandiddtusi értekezése elozott meg. Varpalotai disszertacigjdban (Varpalotai,
2008) simasagi priorokkal foglalkozik, két modellt mutat be részletesen, az egyik az
tizleti ciklusok szinkronitdsardl, a mésik inflaci6 eldrejelzésrdl szol. A dolgozatban ro-
viden bemutat szimuldcids technikdkat is, melyek alapvetd jelentdségliek. Ezen kiviil
tobb munkdjdban haszndlt bayesi modszereket is, melyek részint MNB Munkafiizetek,
részint tanulmédnyok formdjaban jelentek meg. Horvédth (2001) a hierarchikus Bayes-
modszerekkel és a conjoint analizissel foglalkozott az ezredfordulé tdjékan egy cikk és

J6 néhany konferencia eldadds keretében Magyarorszagon és kiilfoldon egyarant.

Bayesi kot0désii munka egyrészt Hunyadi (2011a) szellemes irodalomismertetése,
valamint atfogd, a bayesi statisztika gondolatvildgat bemutat6 irdsa (2011b). Kovécs és
Balogh (2009) sertésar idosorokkal kapcsolatos elemzésben alkalmazza a bayesi mod-
szertant. Legjobb tudomdsom szerint bayesi alapokon nyugvo, diszkrét eloszlasokkal és

modellekkel foglalkozé dolgozat még nem jelent meg magyar nyelven.

A bayesi statisztika novekvO népszertiségét a bayesi tanulmanyok szdmdanak no-
vekedése is mutatja a nemzetkozi szakirodalomban. A moddszerek elterjedése tobbek
kozott annak kdszonhetd, hogy mar rendelkezésre dllnak standard kézikonyvek a sziik-
séges ismeretek elsajatitisdhoz. Ezek koziil szeretnék kiemelni néhdnyat, melyeket jelen
fejezet elkészitése sordn is felhaszndltam (Albert, 2009; Congdon, 2005; Gelman et al.,
2004; Geweke, 2005; Koop, 2003; Koop et al., 2007).

A bayesi statisztika alapvetd szemléletében eltér a klasszikus felfogastol, a kii-

lonbség 1ényegi pontjait Hunyadi (2011b) foglalja tdbldzatba az alabbi mddon:
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4-1. tablazat: A klasszikus és bayesi statisztika jellemzoi

Tulajdonsag Klasszikus statisztika Bayesi statisztika

1. Paraméter Rogzitett Valésziniiségi valtozo

2. Val6szinliség Objektiv Szubjektiv is lehet

3. Kiilsd informdcié | Nincs vagy csak kevés Van és lényeges

4. Minta Valgjaban csak egy van, de feltételez- | Csak egyetlen mintat értékeliink
ziik az ismételt mintavétel lehetdségét

Forrds: Hunyadi (20115)

A négy, tablazatban felsorolt szempont mindegyike jelentOs kiilonbséget tar fel,
melyek egymadssal is Osszefiiggésben vannak. ElsO latasra furcsa lehet, hogy a modell
paraméterek a bayesi statisztikdban valoszinliségi valtozokként definidltak, mivel azon-
ban az értékiiket sohasem ismerjilk meg pontosan, ez tulajdonképp nem okoz kiiléno-
sebb problémat. A szubjektiv valésziniiség elsOsorban a prior feléllitdsa esetén meriil
fel, ami a bayesi logika egyik alapkdve. A klasszikus statisztika képviseldi szerint ez
nem lenne megengedhetd, amire a bayesiek a nem informativ priorok felallitdsdval va-
laszolnak. A kiils6 informdciok felhaszndldsaval kapcsolatban még egy szemponttal
egésziteném ki a tdblazatot, mégpedig azzal, hogy a bayesi statisztikdban a kiils6 infor-
maéci6 felhaszndldsa minden esetben j6l dokumentélt a prioron keresztiil, mig ez a klasz-
szikus statisztikdban nem mindig all fenn. A klasszikus statisztika ellentmondé feltevé-
sével szemben — miszerint a mintavételt tetszoleges alkalommal képesek vagyunk meg-
ismételni — a bayesi statisztika nem tdmaszkodik ilyen tételre, csak az egyetlen minté-

ban 1évo (és elOzetes) informacidkra timaszkodunk.

A statisztikus szakman beliil kezdetben a bayesi megkozelités is erds volt, majd a
XX. szédzad elején a frekventista, klasszikus megkozelités vette at az egyeduralmat, a
szakmai kisebbségnek szdmit6 bayesi statisztikusok azonban az utébbi évtizedek mun-
kassdganak és technikai fejlodésének koszonhetden egyre nagyobb teret és elismerést

nyernek.

4.2.  Prior és poszterior eloszlds, bayesi frissités

Az eldz0 alpontokban mar emlitett, mindenki 4ltal ismert Bayes-tétel legegysze-

riibb formdjdban az aldbbi:

60




(4]B) P(B)

P(B|A)= F P(A) (4.1)

ahol A és B események, P(A|B) pedig feltételes valdszinliség. Az A és B

eseményeket leggyakrabban valdszinliségi véaltozok segitségével definidljuk. ,,A Bayes-
tétel szavakban kifejezve azt a megéllapitast tartalmazza, hogy valamilyen eseményre
vonatkozé hipotézis valdszinilisége a tovabbi megfigyelések figyelembevétele folytdn
mennyire vdltozik meg. Ez az indukcié alapvetd jellegzetességének szabatos megfo-
galmazdsa” (Theiss, 1971). A bayesi statisztika gyakorlatilag ezt az egy Osszefiiggést

alkalmazza kiilonb6z0 helyzetekben.
Mivel a bayesi statisztikusok a széban forgé eloszlasok paramétereit nem adott ér-
tékként, konstansként, hanem egy eloszlassal rendelkezd véletlen valtozoként fogjak fel,

a fenti képletben helyettesithetjiik A -t a paraméterekkel (), B -t pedig a megfigyelé-

sekkel ( y) . A paramétereket gyakran nem megfigyelhetonek (unobservable), az adato-

kat pedig megfigyelhetOnek (observable) nevezik az irodalomban. Ekkor (4.1) az alabbi

alakban irhat6 (egyeldre egy paramétert feltételezve):

)16) p(6)

p(6y)= pl o) (4.2)

ahol p(@) az a priori eloszlas (prior density), azaz az a tudds, amely mér az ada-
tok vizsgalata elott rendelkezésre allt a vizsgalt paraméterrdl, ha agy tetszik, ez a szub-
jektiv elem. p(y|9) az adatok likelihoodja adott modell esetén, p(y) pedig az adatok
margindlis eloszldsa, melyre az alkalmazdsok nagy részében nincs sziikség, ezért sok-

szor csak konstansként tekintjiik, illetve el is hagyjuk. Természetesen € értékét a vizs-

gdlat utdn sem tudjuk, azonban ismerjik az a poszteriori eloszldsdt (posterior

distribution), melyet p(0| y) jelol. A dolgozatban a fenti eloszldsokat roviden prior és
poszterior eloszldsoknak, vagy roviden csak priornak és poszteriornak fogom nevezni.
A poszterior eloszlds Osszegzi a megelozd ismereteinket, valamint az adatokbdl nyert

informécidkat. Ugy is fogalmazhatunk, hogy a poszterior azt mutatja meg, hogy meny-

nyit tudunk a nem megfigyelheté paraméterekrdl a megfigyelhetd adatok elemzése utan.
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A klasszikus statisztika (amit a bayesi szakirodalomban a classical, vagy még
gyakrabban a frequentist jelzdvel illetnek) csak a (maximum) likelihoodra koncentral,
azt keresi, hogy melyek azok a paraméterértékek, melyek esetén a megfigyelt adatok
bekovetkezésének valdszinlisége maximaélis. Ebben az esetben természetesen nincs

sziikség a prior informdacidk ismeretére, explicit megfogalmazdsara.

Ahogy emlitettem, (4.2) jobb oldaldnak nevezdje éltaldban érdektelen, igy a leg-
fontosabb bayesi formula az aldbbira egyszerisodik, ahol o egyenes ardnyossagot je-

161:

p(6]y)=<p(56)p(6) (4.3)
A poszterior (eloszlds) ardnyos a likelihood €s a priori (eloszlas) szorzataval.

A bayesi gondolatkor konnyedén lehetOvé teszi a beérkezd adatok folyamatos fel-
dolgozasat, ilyen értelemben a prior és a poszterior fogalmak relativak. Ami ma még
poszterior informdcié @ -val kapcsolatban, holnap mar a kovetkez0 elemzés priorjat
alkothatja. Ezt a tulajdonsdgot bayesi frissitésnek (bayesian update) nevezi a szakiroda-

lom.

Amennyiben sziikséges, p(y) is kiszdmithat6, mégpedig az aldbbi médon:

p(y)= | p(56)p(6)d6 (4.4)

fe®

ahol az integralds hatdrait @ értelmezési tartomdnya adja meg. Diszkrét eloszla-
sok esetén az integrdlds helyébe szumma lép, de ez nagyon ritkdn fordul el6 a gyakor-

latban, hisz a paraméterek eloszldsa jellemzden folytonos.

Mindeddig nem szdltam arrdl, hogy a fenti fliggvények (elsdsorban a poszterior és
a prior) milyen format 6ltenek. Néhany esetben lehet0ségiink van ezeknek ,.kényelmes”

form4jat valasztani, ezekrdl az esetekrdl lesz sz6 a kovetkezd alpontban.

4.3.  Prior eloszlasok, a konjugdlt prior

A likelihood formdjat a modell, a feltételezett adatgenerdlé folyamat (Data
Generating Process, DGP) hatdrozza meg. Amennyiben példdul a modellezendd folya-

mat eredményeképp bindris véltozdt figyeliink meg, a feltételezett folyamat is ennek
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megfelelden binomiélis eloszldsu lesz. Amennyiben darabszdmokat modelleziink, a fo-

lyamat lehet pl. Poisson, folytonos véltozé esetén tobbek kozott normalis stb.

A prior eloszlés alakjat a kutaté hatdrozza meg, ugy, hogy az megfeleléen tiikroz-
ze a nem megfigyelhetd paraméterekkel kapcsolatos elOzetes ismereteket. A bayesi
modszerek leggyakrabban tdmadott eleme épp a prior eloszlds, hisz az objektivitdsra
torekvo statisztikatudomdnyban nem természetes egy szubjektiv prior vélasztdsanak
lehet6sége. Ennek kivédésére a kutatok gyakran alkalmaznak tigynevezett nem informa-
tiv priorokat“. A nem informativ priorok a lehetd legkevesebbet mondanak a széban

forgd paraméterrdl. Ha példaul egy binomidlis eloszlds paraméteréhez kivanunk ilyen

priort elddllitani, valaszthatjuk az egyenletes eloszlast a [0,1] intervallumon. Azaz eld-

zetes feltevésiink, hogy a paraméter tetszOleges értéket felvehet az értelmezési tartoméa-
nyin, egyenlé valdszinliséggel. Természetesen léteznek informativ priorok, melyek
ténylegesen tartalmaznak eldzetes informécidkat a vizsgélt paraméter(ek)rol. Meg kell

még emliteniink az un. improper prior eloszldsokat, melyek nem tényleges silirliség-
fiilggvénnyel definidltak, azaz I p(0)d0#1. llyenre lehet példa egy regresszids para-

méter esetén az a feltételezés, hogy értéke a valos szdmok halmazan barmely értéket

azonos valGszinliséggel vehet fel, azaz p(6)e1. Egy masik sz€lséséges eset, ha az

0sszes valdszinliséget egyetlen pontra tessziik, ezzel a paraméterben rejlé bizonytalan-

sdgot megsziintetve, &m ez az improper prior esetéhez képest sokkal ritkdbb megoldas.

A valaszthato priorok egy masik szempontbdl lehetnek kifejezetten kényelmesek.
Mivel a poszterior eloszlés a likelihood és a prior eloszlas szorzatdval ardnyos, érdemes
olyan priort vdlasztani, aminek fliggvényformdja megegyezik a likelihoodéval. Mindez
egyben azt is jelenti, hogy a priorban 1év6 informéci6 felfoghatd az eldzetes informéci-
o0k megfigyelésekké alakitdsaként is. Az azonos fliggvényforma biztositja, hogy a
poszterior formdja is megegyezzen a prioréval, azaz a szorzds elvégzése utin is ugya-
nabban az eloszldscsaldidban maradhatunk. Az ilyen, gyakran alkalmazott priorokat hiv-

juk konjugalt priornak. Beldthat6, hogy amennyiben a DGP az exponencidlis eloszlas-

""" A nem informativ priorok mésik elnevezése diffiz prior.
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csalddhoz tartozik, igy minden esetben létezik konjugdlt prior (Geweke, 2005, p. 42-
43). A konjugélt prior eloszldsok specidlis esete a természetes konjugélt prior, ami azt
jelenti, hogy a likelihood, a prior és a poszterior ugyanazon eloszldscsaladhoz tartoznak.
Igy példdul a normalis eloszlds konjugdlt prior eloszldsa a normalis, azaz természetesen

konjugalt priorr6l beszélhetiink.

Amennyiben nem a konjugélt prior eloszlasokbodl vélasztunk, ugy a poszterior el-
oszlas jellemzden nem ismert eloszlas formdjat fogja felvenni. Nem informativ prior
eloszlas alkalmazésa esetén az elemzést gyakran kiegésziti egy érzékenységvizsgalat a
prior megvélasztiasanak tekintetében. Ezzel elkeriilhet6 az, hogy a végeredmény pusztan

a prior megvalasztasdbol adodoan alakul ki.

A bayesi statisztikdval foglalkozék megosztottak abban a kérdésben, hogy alkal-
mazhatok-e az elemzést targyat képezo adatok valamelyest informativ prior el6éllitisa-
ra. A konzervativ réteg szerint nem, hisz a prior az adatok elotti tuddst Osszegzi, mig
masok, az empirikus irdnyzat korldtozottan ugyan, de alkalmazza az adatokat a prior
elallitasara. Amennyiben teljesen az adatok alapjan hatarozndnk meg a priort eloszlést,

kétszer vennénk figyelembe azokat, ami a standard hibédk torzitdsdhoz vezetne.

Az alabbi, 4-2. tablazatban a legfontosabb eloszldsok konjugélt prior eloszlasait
mutatom be. A diszkrét esetek mellett természetesen a gyakran alkalmazott folytonos

eloszlasok kapcsan is szerkeszthetd 4-2. tdblazattal analég felsorolds.

4-2. tablazat: Diszkrét eloszlasok konjugalt prior eloszlasai

Modell Modell paraméter Konjugalt prior | Prior paraméterek
Bernoulli p Béta a,p
Binomialis p Béta a,p
Poisson A Gamma k,6
Negativ binom r,p Béta a,p
Multinomialis | p=(p, P, -+ D) Dirichlet o=, o, ... )

Forrds: Bayesi témdjii kitetek levezetései alapjan sajdt gyijtés

Végezetiil a prior eloszldsok egy gyakran alkalmazott csalddjara, az tn. Jeffreys-
féle (Jeffreys, 1946) priorokra hivom fel a figyelmet, melyek a modell kiilonb6z6

parametrizdcidira invaridns prior eloszlasok. Az ajanlott priorok a Fisher-féle informa-
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cids ,,métrix” (14sd pl. Hunyadi (2001, 114)) determinansdnak gyokével aranyosak, azaz

p(0) = ‘3(0)% , ahol 3(0)= Ey‘e (—%]

4.4. Modell eredmények bemutatdsa

Amennyiben azonositottuk az adatgenerdlé folyamatot, kivédlasztottuk a prior el-
oszlas, (4.3) alapjan (egy konstans hijan) megkapjuk a paraméter poszterior eloszldsat,
azaz az eddigi eredményiink egy kvazi slirliségfiiggvény. A paraméterrel kapcsolatban
azonban nem egy eloszlast, hanem a klasszikus statisztikdban megszokott mutatékat
szokds bemutatni. Igy — a klasszikus pontbecsléshez hasonléan — eredmény lehet a
poszterior atlag, a medidn, kivalasztott percentilisek, vagy akdr a modusz. A bayesi iro-
dalom ezeket a mutatékat nem ,,izlés” szerinti véalasztasként targyalja. A dontéshozonak

lehet6sége van egy un. veszteségfiiggvény definidldsara (loss function), mely a kovet-

kez6 altalanos format olti: L(é,é’). Amennyiben L(é,@) = (9—5)2, azaz a veszteség

fliggvény négyzetes, ugy 0= E(6’| y), azaz a poszterior atlagot haszniljuk. Amennyi-

ben a fliggvény abszolut érték fliggvény, gy a medidnt (illetve dltaldnos esetben stlyo-
zott abszolut érték esetén tetszdleges kvantilist), az in. mindent-vagy-semmit veszteség
fliggvény esetén pedig a poszterior méduszt. Vegyiik észre, hogy a klasszikus, maxi-
mum likelihood alapu statisztikai eljarasok tulajdonképp ezt az értéket, ezt a veszteség-
fliggvényt alkalmazzdk. Ennek megfelelden a nem informativ prior €s mindent-vagy-
semmit veszteségfiiggvény mellett végzett kovetkeztetések a gyakorlatban a klasszikus

ML becslésekre vezetnek.

A pontbecslés mellett sziikségiink lehet a klasszikus statisztikabol ismert konfi-
dencia intervallum bayesi megfelel§jére is. Mivel ismerjiik a poszterior slirliségfiigg-

vényt, integrdl segitségével meghatdrozhaté minden esetben olyan ,hihetd, valdszinii-

sithetd halmaz” (credible set - CS), mely a poszterior eloszlas 100><(1— a) % -at lefedi.

C tehdt teljesiti az alabbi Osszefliggést:

p(0eCly)= j p(6]y)do=1-a (4.5)

feC
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A gyakorlatban jellemzden végtelen sok ilyen halmaz képzelheto el. Amennyiben
a poszterior eloszlas egymdduszu, ugy a halmaz helyett intervallumokrél beszélhetiink,

egyéb esetben semmi sem biztositja, hogy a halmaz 6sszefiiggd. A legegyszeriibb meg-
. a
oldds, hogy a poszterior eloszlds két szélén By nagysdgu teriileteket hatdrozunk meg.

Gyakran azonban a sok lehetséges halmaz koziil azt szeretnénk kivalasztani, amelyik
valamilyen értelemben a legkisebb. Az ilyen halmazok neve legnagyobb poszterior sii-
riségli halmaz/intervallum (highest posterior density - HPD), ami nem feltétleniil
szimmetrikus a ,levigott” teriiletek tekintetében. Beldthaté (1asd pl. Casella-Berger,
2002, p. 448, vagy Lénart-Rappai, 2001), hogy a HPD akkor all eld, ha (egymdduszi
poszterior esetén) az intervallum két pontjadban a poszterior strtiségfiiggvény megegye-
zik. A hazai szakirodalomban Lénart és Rappai feszegetik a legrovidebb intervallum
kérdését a klasszikus statisztika varianciabecslésének hibahatdrdval kapcsolatban, ahol a
probléma az y* eloszlds esetén meriil fel. Tanulmanyukban kiilonb6z8 szabadsagfo-
kokra és megbizhatésigi szintekhez tartoz6an megadjdk a legrovidebb intervallumokat,
valamint vizsgéljdk a ,,szokdsos” és optimdlis intervallumok egymadshoz viszonyitott

nagysagat is.

4.5. Modellszelekcio és hipotézisvizsgdlat

A modellezési gyakorlatban jellemz6en nem csupan egy vizsgélt modell szerepel,
hanem tobb, és a feladat az ezek kozotti vélasztast is magédban foglalja. A modellek ko-
zOtti valasztas esetén ugyanazt az egyszeril szabdlyt, a Bayes-tételt alkalmazzuk, mint a
poszterior eloszlas levezetésében. Ahogy azt l4ttuk, a modellt a prior és a DGP definiél-

ja formélisan. Amennyiben feltessziik, hogy m kiilonb6z6 modelliink van, azokat M-

vel jelolve, ahol i=1,2,...,m, 4gy (4.2) az alabbi, bdvitett alakban irhaté:

p(s6".m,)p(6"|m,)
p()’|Mi)

p(em

»M,)= (4.6)

A paraméterek fliggenek a modelltdl, ezért amennyiben tobb modellrdl beszéliink,

az i-edik modell paramétereit 6" -vel jeloljiik az egyértelmiiség kedvéért.
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Amennyiben modellek kozotti vdlasztds a feladatunk, a bayesi logika szerint a
szokdsos modon jarunk el. Valosziniiségi kijelentést tesziink arrdl, amit nem tudunk (mi
a valos modell) az alapjan, amit tudunk (megfigyelt adatok, poszterior). Ki kell szami-

tanunk tehdt a modell poszterior (megfigyeléseket kdvetd) valdszinliségét. Ahogy a pa-

raméterek esetén, a modellek esetén is sziikség van priorok meghatdrozdsara, p(M ; ) -

re, amit prior modell valoszinliségnek fogunk nevezni, és azt jelenti, hogy milyen val6-
sziniiséggel gondoljuk, az adatok ismerete elétt, hogy az i-edik modell helyes. Ujra

Bayes (4.1) tételét hasznalva, B=M, és A=y mellett az alabbi Osszefiiggést kapjuk:

4.7)

A likelihood helyét elfoglald p( y|Mi) kifejezés neve margindlis likelihood.

Meghatarozésa integraldssal torténik:
p(yIMi)=fp(yle(i),Mi)p(e(")‘Mi)de(") (4.8)

azaz a modell margindlis likelihoodja csak a likelihoodtdl és a paraméter priorja-
tél fiigg. Mivel (4.7) nevezdjének meghatdrozdsa bonyolult, valamint jellemz6en nem
egy modell valészinliiségére vagyunk kivancsiak, hanem modelleket szeretnénk Ossze-
hasonlitani, ezért az tigynevezett poszterior esélyhdnyadost (posterior odds ratio) hasz-

naljuk, ami egyszerlien a modellek poszterior valdszinliségének hidnyadosa, azaz

p(y|M,)p(M,)
_p(M]y) p(») p(y|M,) p(M,)
o 5) " 0, ) o)~ p(olan,) oo, Y
p(y)

A fenti kifejezés segitségével tehat két modellt hasonlithatunk 6ssze. A jobb oldali
hdnyadosban gyakran p(M I.) = p(M j) feltételezéssel €liink, azaz a modellek a priori

val6szinlisége megegyezik, vagyis nem informativ modell priorokat alkalmazunk. Ek-
kor a poszterior hdnyados a két margindlis likelihood hdnyadosdra egyszertisodik. A
modell-0sszehasonlitdsban betoltott kitiintetett szerepe miatt ennek a kifejezésnek kiilon
neve van, az un. Bayes faktor. Amennyiben a poszterior hdnyados, illetve a Bayes fak-
tor 1-nél nagyobb értéket vesz fel, ugy az i-edik modell valdszinlibb. Az elgondolds

67



eldnye, hogy a bayesi statisztikus csupan a Bayes faktort kozli, a modellek kozotti don-
tést a dontéshozo sajdt prior modellvaldsziniiségeivel korrigdlva hozhatja meg. A (4.8)

Osszefiiggés nem adhaté meg hagyomanyos modon, amennyiben a prior improper.

Szorosan kapcsolddik a modellvalasztds témakoréhez a bayesi hipotézisvizsgalat.
Ahogy azt mar megszokhattuk, a dontés ebben az esetben is a megszokott logikét kove-
ti. A prior esélyhdnyados a két (null és alternativ) hipotézis egymdashoz viszonyitott va-
16szinliségét mutatja meg, mig a poszterior esélyhdnyados azt, hogy ugyanez az ardny
hogy néz ki az adatok megismerésének hatdsara. A poszterior esélyhdnyados felirhat6

az alabbi médon (Hunyadi, 2011b)

6.H,)Pr(6|H,)00
6.H,)Pr(6|H,)06

pr(H,) [Pr(y

PoO= Pr(H,) [Pr(y

(4.10)

amennyiben értéke egynél kisebb, akkor a nullhipotézist tartjuk valdszinlibbnek.

4.6. Elorejelzés

A legmegfelelobb modell kivélasztdsa utin gyakori feladat — sokszor az egész

modellalkotés célja — elOrejelzés készitése. Ahogy azt mar megszokhattuk, az eldrejel-

zést ismeretlen, nem megfigyelhetd értékként fogjuk fel, a késébbiekben y -gal jelol-
jiik. Célunk egy feltételes valoszinliség, p ( y‘ y) meghatdrozdsa a poszterior ismerete-

ink alapjdn, melyet az aldbbi formuldval tehetiink meg:

)= Tl

ahol a mar megismert poszterior eloszlas €és az elOrejelzés adatoktdl és paraméte-

v.0) p(6]y)de 4.11)

rektdl fliggo feltételes eloszldsa (predictive density) szerepel. Természetesen elképzel-
hetd az a priori ismeretek alapjan torténd eldrejelzés is, ekkor nem szerepel feltételként

y. Amennyiben tobb modell segitségével is szeretnénk eldrejelzést késziteni, (4.11)-et
ki kell egésziteniink a modellre vonatkoz¢ feltételek jelolésével is.

A fentiekben roviden Osszefoglaltam a bayesi statisztika alapvet6 kellékeit, eljara-
sait. A konkrét alkalmazdsok ,csupdn” a fenti elméleti eredményeket alkalmazzik.

Mindez sok esetben Osszetett egy vagy tobbviltozds fliggvények integrdlasabol adodo

értékek kiszamitasat jelenti, tobbek kozt (4.4), (4.5), (4.8) vagy (4.11) esetén. Ezeket a
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milveleteket nem minden esetben tudjuk analitikusan elvégezni a hatékonysidg megtarta-
sa mellett, numerikus, vagy szimuldciés mddszereket kell igénybe venniink. Ahogy mar
emlitettem, a bayesi statisztika elterjedésének egyik korldtja sokdig az volt, hogy nem
alltak rendelkezésre a sziikséges szimuldcids feladatokhoz elegendden gyors szamitdgé-
pek. A kovetkezd alfejezetben alapvetd, a bayesi mddszerek haszndlata esetén elenged-
hetetleniil sziikséges technikdkat mutatok be, melyek statisztikai szoftverek segitségével

egyszerlien implementélhatdak és gyorsan futtathatdak.

4.7.  Szimuldcios, Monte-Carlo és Markov-lanc Monte-Carlo technikdk

A fentiekben bemutattam a bayesi gondolkodds alapjait. A gondolatmenet tulaj-
donképp egyszerll, csupdn valdszinliségelméleti alapok sziikségesek hozzd. Konnyen
titkozhetiink azonban szdmitasi nehézségekbe, sok esetben kell integralast végezniink,
vagy egy adott slrliségfiiggvényli eloszlasbol véletlen szdmokat generdlnunk. A
poszterior eloszlas ugyan nem igényli integrdl meghatdrozdsat (amennyiben a normali-
z4l6 konstansra nincs sziikségiink), a benne rejlo informécio kinyerése azonban gyakran
nem oldhaté meg analitikusan. Egydimenzids esetben a grafikus dbrdzolas kézenfekvo,
Osszetettebb modelleknél azonban ez nem megoldhatd. A poszterior dtlag, variancia,
vagy akdr a percentilisek integrdl, illetve véletlen szdm generator segitségével kozelithe-
tok. Ha nem konjugélt analizist végziink, ezek a poszterior eloszldsok nem standard,

ismert eloszlasok, az integrdlds sok esetben csak numerikusan végezheto el.

Monte-Carlo (MC) moddszerek osszefoglalé névvel illetiink rengeteg eljarast,
technikdt, melyek ko6zos jellemzdje, hogy véletlen szdm sorozatok generdldsan alapul-
nak. A moédszerek népszertiségének oka rendkiviil egyszerli: analitikusan kovethetetlen
feladatok eredményeit vagyunk képesek tetszdleges kozelitéssel meghatdrozni veliik. A
robbandsszerti elterjedéshez a matematikai alapok lefektetésén kiviil sziikség volt egy
masik OsszetevOre, a véletlen értékeket generdld, a szamitdsokat gyorsan elvégzd szami-

tégépekre.

A véletlen események felhaszndldsdnak otlete nem 1j a statisztikdban, mar a sza-
mitdégépek megjelenése elott is voltak alkalmazdasai, elég csak a Buffon-féle tliproblé-
méra (x kozelitése a padléra dobott tiik segitségével a XVIIL. szdzadban), vagy a

Gossett nevéhez fliz6do, t-eloszlasrdl szol6 cikkre (Student, 1908) utalnom. A véletlen
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értékek felhaszndldsanak torténetérdl, a modszerek fejlodésérdl az érdeklddd Olvasénak

példdul Robert-Casella (2011) nydjt kimerité irodalomjegyzéket'?.

A valos statisztikai alkalmazasok felsoroldsa azok sokszintisége miatt szinte lehe-
tetlen: hagyomanyos alkalmazdsi teriilet a kiillonb6z0 tesztek erofiiggvényeinek kisza-
mitdsa, kritikus értékek, vagy becsléfiiggvények jellemzdinek (paraméterek, MSE,
percentilisek stb.), konfidencia intervallumok takarasi valoszinliségének meghatarozasa.
Ebbe a korbe tartoznak a Bootstrap és Jackknife modszerek is. Ezen kiviil fontos szere-
pet toltenek be az MC és Markov-lanc Monte-Carlo (MCMC) mddszerek a bayesi sta-
tisztikdban, ahol a feladat Osszetett, sokdimenzids stirliségfiiggvények (poszteriorok)
leirdsa, amely szinte minden esetben integrdlok meghatdrozasat jelenti a gyakorlatban.
A harmadik nagy felhaszndldsi teriilet a sztochasztikus optimalizicid, amely Osszetett
fliggvények szélsOértékeit, illetve szélsOérték helyeit keresi. Tipikusan ilyen probléma

osszetett likelihood fiiggvények maximumanak keresése ML becslés meghatarozdsakor.

A fejezet felépitése a témaval foglalkozé szakkonyvek (Albert, 2009; Casella-
Berger, 2002; Rizzo, 2008; Robert-Casella, 2004, 2010) struktirdjat koveti. Az altala-
nos bevezetd utdn a kiilonbozod eloszldsokbdl valé véletlen érték generdlds egyszerl
technikdit szemléltetem, majd az egyik gyakran alkalmazott teriiletet, a Monte-Carlo
integralast és az ehhez kapcsoldédd varianciacsokkentd modszereket tirgyalom. A sok-
dimenzids, ismeretlen eloszldsokbdl torténd mintavétel leggyakrabban a Markov-
lancokhoz kapcsolddd, tn. Markov-lanc Monte-Carlo technikdkhoz kotddik, ennek a

modszercsalddnak a rovid bemutatdsa zérja a fejezetet.

4.7.1. Véletlen szam generalasi technikak

A szamitogépes véletlen szdm generdlds alapja az egyenletes eloszlds. Nem kiva-
nok részletesen foglalkozni azzal, hogy a szamitogépek csupdn un. pszeudo véletlen
szam létrehozdsara képesek. Az ilyen moddszerek egy hosszu sorozatot allitanak eld,
melyek matematikai tulajdonsdgaik alapjan megfelel6 mindségiinek tekintheték'"”. Va-

lamennyi, szdmitdsi célokat is szolgdld programcsomag tartalmaz egyenletes eloszlasbol

12 A Statisztikai Szemle hasdbjain megjelent rovid magyar nyelvii 6sszefoglalast lasd Kehl (2012a).

" Létezik olyan R csomag, mely a random.org honlapon keresztiil igazi véletlen szamokat hasznal, azon-
ban tudoményos célokra a megfelelden j6 mindségii pszeudo véletlen szamok teljesen elfogadottak.
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szarmazé véletlen szam generdtort, R-ben ez a fiiggvény a runif(), Excelben a Vél(),
Matlabban pedig a rand(). A szoftverek alapértelmezésben az in. Mersenne Twister elja-
rést haszndljdk, amely egy gyors, j6 mindségli, pszeudo véletlen szadmokat generdl6 al-
goritmus (Matsumoto-Nishimura, 1998). Véletlen szdmon tehat ezentul pszeudo, szadmi-

tégép éaltal generdlt véletlen szamokat értek.

A kiilonb6z0 eloszlasokbdl szarmazd véletlen értékek hatékony generdldsanak
komoly irodalma van, aminek ismertetése meghaladja a dolgozat kereteit. Szerencsére
R-ben a rendelkezésre allé leghatékonyabb (leggyorsabb) mddszerek implementdlasa
megtortént, a sziikséges fiiggvényeket a base csomag, igy minden telepitett verzid tar-
talmazza. A kevésbé gyakran alkalmazott eloszlasok sok esetben csak eldre nem telepi-
tett, specidlis csomagokban taldlhatok meg, vagy azokban sem. Az ismert eloszldsokhoz
tartoz6 parancsok elnevezései azonosan épiilnek fel, p#() az eloszlas-, d#() a stirliség-
fiiggvény értékét szamitja ki, q#() segitségével a kvantilisek hatdrozhatok meg, mig r#()
az adott eloszlasbdl szarmazé véletlen mintat generdl, ahol # a teljesség igénye nélkiil

az alabbi értékeket veheti fel.

4-3. tablazat: Néhany beépitett eloszlas elnevezése és R fiiggvénye

Eloszlas R #) Eloszlas R #)
Beta beta Khi-négyzet chisq
Binomidlis binom Lognormadlis Inorm
Cauchy cauchy Neg. binomidlis nbinom
Egyenletes unif Normalis norm
Exponencidlis exp Poisson pois
Gamma gamma Student-t t

Természetesen a fliggvényeknek meg kell adnunk a sziikséges informdcidkat, a
kivant paramétereket, egyes esetekben lehetdség van specidlis argumentumok megada-
séra is. A 4-3. tabldzatban nem szerepelnek olyan ismert eloszldsok, melyekre késobb
sziikségiink lesz, ezek vagy egyszerlien implementélhatok, vagy valamelyik kiegészitod
csomagban megtaldlhatok. Sok esetben hasznos a sample() parancs, segitségével kony-

nyen generdlhatunk Bernoulli, vagy multinomiélis véletlen véltozékat'.

Inverz eloszlasfiiggvény médszer

14 sample(0:1, size = 100, replace = TRUE); sample(1:5, size = 100, replace = TRUE, prob = ¢(5,4,3,2,1))
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A véletlen szamok generdldsdnak taldn legegyszeriibb modja az tn. inverz elosz-

lasfiiggvény mddszer (inverse transform method), hatranya azonban, hogy nem minden

esetben alkalmazhat6. Ha X folytonos véletlen véltozé F, (x) eloszlasfiiggvénnyel,
akkor U =F; (X )D Unif (0,1) , azaz egyenletes eloszlasu a [0, 1] intervallumon (Un.
probability integral transform).

Hasonléan beldthaté, hogy (amennyiben az inverz létezik) F,' (U ) eloszlasa
megegyezik X eloszldsdval, azaz a feladatunk F,' (U ) meghatdrozadsa, majd véletlen
ull Unif (0,1) generdldsa és Fy'(u) kiszdmitdsa. Az elmélet kiterjeszthetd (Angus,

1994), tobbek kozott a folytonos eloszldasokrdl diszkrétekre az inverz fogalom 4ltaldno-

sitasaval.

Példaként tekintsiik a Cauchy eloszlas eloszlasfiiggvényét:

F(x) :%+%arctan(x;’uj , amibdl az F~' (u)= p+otan (n’(u —%D inverz egysze-

ru atrendezéssel adodik.

Nincs més dolgunk tehét, mint a kivant szdmu 0—1 kozotti egyenletes eloszlasu ér-
ték generdldsa, majd azokon az inverz transzformécio elvégzése. Hasonlé mdédon allit-
hat6é el6 példaul exponencidlis, logisztikus vagy Rayleigh-eloszlasu véletlen valtozo-
sorozat. A generdldshoz sziikséges néhany soros programot a Fiiggelékben mutatom be.
A csonkolt normalis eloszléds példdjaval illusztrdlja a modszert Varpalotai (2008) dolgo-

zata fiiggelékében.
Direkt transzformacios modszer

A kivant véletlen értékek elddllitdsa sok esetben megoldhatd ismert eloszldsok
kozotti matematikai Osszefiiggések segitségével. Standard normdlis véletlen valtozok
négyzetre emelésével és Osszegzésével dllithatunk elé y; eloszlast. Casella és Berger
(2002, p. 627) atfogo képet adnak a gyakran alkalmazott eloszldsok kapcsolati hdldjarol,
ami alapjdn a moédszer konnyedén implementdlhaté. Példaként emlithetném még a
lognormalis véletlen valtozé generdldasat standard normdlis eloszldasbol, vagy F-, illetve
Student t-eloszlasu értékek létrehozasat. Transzformdacion alapul a normalis eloszlasu

véaltozokat generdlé Box-Miiller (1958) algoritmus is, amely egy egyenletes valtozopar-
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bol normdlis eloszldsu véltozdpart 4llit eld. A direkt transzformaciés mdédszer nyilvan-

val6 hétranya, hogy nem szokvdanyos eloszlasok esetén ilyen lehet0ség ritkan all fent.

Az elfogadas-elutasitas modszere
Az elfogadas-elutasitds moddszer (acceptance-rejection method) alkalmazdsihoz
sziikségiink van egy olyan eloszlésra (forrds eloszlds — g ), melybdl konnyedén tudunk

véletlen szamokat generdlni, rdaddsul megfelelOen ,,kozel” van ahhoz az eloszldshoz,

melybdl generdlni szeretnénk (cél eloszlas — f ). Legyen X és Y két véletlen valtozo
€s jelolje strliségfiiggvényiiket rendre f és g . Tegyiik fel tovabbd, hogy létezik olyan

¢ konstans, melyre

—

/(1
g(1)

<c (4.12)

fenndll minden olyan t-re, ahol f (t) >0. A cél elegendden alacsony, lehetdleg a leg-
alacsonyabb ¢ megtaldldsa (4.12)-ben egy olyan g -hez, amely elég hatékony és kony-

nyen generalhato.

Amennyiben megtaldltuk a megfeleld eloszlast és a hozza tartozé konstanst, az

aldbbi 1épéseket kell elvégezniink:

1. Generdljunk egy véletlen y szamot Y eloszlasbdl.

2. Generaljunk u [] Unif (O,cx g ( y)) egyenletes eloszlasu véletlen értéket.

3. Amennyiben teljesiil u< f(y), fogadjuk el y-t X-bél szdrmazé véletlen

szamként, azaz x:=y, ellenkezd esetben utasitsuk el, majd térjiink vissza az 1.

pontra.

f(y)
cg(y)

Adott Y =y feltételhez tartoz6 elfogadasi valdsziniiség tehat a 3. 1épés és

az egyenletes eloszlas eloszlasfiiggvénye alapjdn. Barmely iterdcié Osszesitett (feltétel

T f(y)

nélkiili) elfogadési valdszinlisége '[ )
L C8\Y

1
g(y)dy=—,1igy egy X-bdl szdrmazé vélet-
c

len szdm 4tlagosan c iterdciot, azaz 2c¢ (¢ a forrds, ¢ az egyenletes eloszlasbol) vélet-
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len szdm generaldsat igényli. Amennyiben nem taldljuk meg a megfeleld (minimalis)
c-t, a modszer alkalmazhaté marad, de nem hatékony. A ¢ konstans tartalmilag a java-

solt forraseloszlds maximalis tdvolsagat méri a céleloszlastol.

Az elfogadés-elutasitds mdédszer bemutatdsdara standard normadlis véltozokat alli-
tunk eld. Elsd 1épésként egy, a standard normélishoz hasonld, konnyen generalhat6 el-
oszlast kell keresniink. Legyen ez a mar megismert Cauchy-eloszlds standard véltozata,
hisz abbdl konnyedén tudunk generdlni a megirt inverz eloszlasfiiggvény eljards vagy
beépitett fiiggvény segitségével. Megfelelo vélasztds lenne természetesen barmely
egyéb, a valds tengelyen értelmezett fliggvény is. Praktikus, ha olyan fiiggvényt vilasz-
tunk, mely vastagabb eloszldsszéllel rendelkezik, mint a céleloszlds. Mdsodik 1épésként

meg kell hatdroznunk a lehetd legkisebb konstanst (4.12)-ben a kivélasztott g -hez, eh-

hez irjuk fel a stirliségfiiggvények hdnyadosat:

ﬂ(x2+l)

Amennyiben abrazoljuk a hanyadost, lathatjuk, hogy az feliilr6l korlatos, azaz a

Cauchy eloszlas megfeleld forrés eloszlds, amennyiben a normalis a cél eloszlas.

15

10

fig

0.0
I

4-1. abra: A standard normalis és standard Cauchy eloszlasok hanyadosa

Keressiik meg azokat az x, értékeket, melyeknél a fiiggvény a maximumat veszi

fel. A hanyados derivdltja alapjan konnyen megallapithat, hogy a fiiggvénynek két
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maximumhelye van az x, =*1 pontokban (valamint lokdlis minimuma az x=0 pont-

ban). A maximumhelyeken a fliggvény értéke, azaz a lehetséges minimaélis konstans:

F68)_ e —e=1,52
8(’%)

A modszer megértését segiti az 4-2. dbra, melyen a standard normalis (f), a Ca-

uchy (g) és a konstanssal szorzott Cauchy (cx g) eloszlasokat, valamint 100 iteraci6-

val kapott véletlen értékeket dbrazoltam. A folytonos vonallal feltintetett normélis el-
oszlasbdl kivanunk generdlni, méghozza a pontozott vonallal dbrazolt Cauchy-eloszlas

segitségével. Ehhez megkerestem azt a legkisebb c-t, amellyel a Cauchy-eloszlast szo-
rozva a megnyujtott gorbe lefedi a teljes céleloszlast (szaggatott vonal). Ezutdn a Ca-

uchy-eloszlasbdl generdlunk egy véletlen szamot (y) ,amir6l a 0 és cxg (y) kozotti

egyenletes eloszldsbol szarmazo véletlen érték és az adott pontban érvényes f ( y) dont:

a két gorbe kozott helyezkedik-e el (elutasitas — kereszt) vagy a normdlis eloszlas siirii-
ségfiiggvénye alatt (elfogadds — kor). A korrel jelolt pontok elsd koordinatdi standard

normdlis valészintiségi valtozobol generalt véletlen értékeket képeznek.

0,5

. — f- céleloszlds

B IS \ --- g - forraseloszlas
I — . cxg- korrigalt

forraseloszlas

0,4

0,3

0,2
|

0,1

4-2. abra: Elfogadas-elutasitas médszer

Ahogy emlitettem, ¢ egyben az egy céleloszlasbol szarmazo véletlen szamhoz

sziikséges iterdciok dtlagos szdmat is jelenti. Amennyiben példdul 10 000 standard nor-
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malis valdszinliségi véltozét szeretnénk generdlni ”, dgy atlagosan 15 200 iterdciora,

azaz 30 400 véletlen szam elddllitdsara van sziikség.

Végiil megjegyzendd, hogy a mddszer abban az esetben is alkalmazhat6, ha a cél-

eloszlasnak csupén az alakjat ismerjiik, a normalizalé konstanst nem, ahogy ez a bayesi

statisztikaban gyakran el6fordul. Ebben az esetben azonban ¢~ nem az elfogadds valé-

szinlisége, mert az ismeretlen normalizal6 konstans ,,beszivarog” c-be.

A kovetkez6 alfejezetekben MC integraldsi médszereket mutatok be. Integralds
eredményeképp kaphatjuk meg folytonos valdszinliségi valtozok varhaté értékét, egyéb
momentumait, kvantiliseit. A bayesi statisztikdban mind a prior, mind a poszterior siirii-
ségfiiggvénnyel irhat6 le, a normalizal6 konstans (ami az egységnyi integralértéket biz-
tositja) azonban gyakran nem ismert €s analitikusan nem is meghatarozhaté. Az ilyen és
ehhez hasonl6 esetek megolddsdra mutatok be olyan mddszereket, melyek analitikusan
nem kezelhetd hatdrozott integralok meghatdrozdsira szolgédlnak. Az ismert determi-
nisztikus moédszerek (Kehl, 2012b) a fiiggvényt egyszerli alakzatokkal kozelitik, hétra-
nyuk, hogy magasabb dimenziészam esetén konvergencidjuk lassul. A véletlen értékek
generdldsan alapulé MC eljardasok implementéldsanak egyszerlisége magasabb dimen-
zi6szam esetén is megmarad, ezért Osszetettebb, sokvaltozds problémdk esetén eldszere-
tettel haszndljak 6ket. Az MC mddszerek leirdsa utdn a klasszikus MC becslés varianci-

ajat csokkentd eljarasok bemutatasa kovetkezik.

4.7.2. Monte-Carlo integralas

A Monte-Carlo-integralas egy véletlen szdm generéldson alapul statisztikai mod-
szer, mely a 40-es évek vége 6ta ismert, elsdsorban Neumann Janos és Stanislaw Ulam
munkdssidgdnak koszonhetden. A véletlen kisérletekbdl valé kovetkeztetés gondolata —
ahogy azt emlitettem — azonban mdér sokkal kordbban, a XVIIIL. szdzadban felmeriilt
(Buffon-féle tliprobléma), de az els6é szamitogépek oridsi lendiiletet adtak az alkalmaza-

sok elterjedésének.

Tudjuk, hogy ha X véletlen vdltozé g(x) stirliségfiiggvénnyel, akkor (X))

transzformalt véletlen valtozd varhato értéke:

!> A programot lasd a Fiiggelékben.
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#=E[h(X)]= [ h(x)g(x)dx (4.13)

—o0

Amennyiben rendelkeziink véletlen mintdval X eloszldsabol, ugy a fiiggvényér-

tékek 4tlaga (4.13) torzitatlan becslését adja, n — oo esetén
N
A=—2 h(X,)—>u (4.14)
i=1

ahol X, az i-edik mintaelemet reprezentalé véletlen valtozot jeloli.

Legyen X [ Unif (a,b), igy E[h '[h )dx , azaz az integraldst visz-

szavezetjilk egy varhat6 érték meghatarozdsanak problémdjira. A kovetkezd 1épéseket

kell elvégezniink az jh dx integrdl Monte-Carlo kozelitéséhez:

a

1. Legyen n fiiggetlen X, [} Unif (a,b) véletlen valtozénk.

2. Szamitsuk ki az atlagos fiiggvényértéket: h Z h(X

3. Akozelit integral ériék: 2=(b—a)h(X).

A MC integrdl nem determinisztikus, hisz véletlen szdmokon alapszik. A becslés
variancidja a véletlen szdmok darabszaméanak novelésével csokkenthetd, de ez nyilvan
1d6- és szamitdsigényes. A konvergencia lassabb, mint a determinisztikus esetben (f6-
ként a trapezoid és Simpson-féle médszerhez képest), de magasabb dimenzidkban is
megmarad a konvergencia sebessége, mig a determinisztikus mdédszerek egyre lassabba

valnak.

Osszetettebb problémdk esetén jellemzdéen nem az MC integralds implementildsa
okoz tehat nehézséget, hanem a lassu konvergencia. Fontos az olyan mdédszerek alkal-
mazdsa, melyekkel a variancia csokkenthetd, viszont a szdmitdsi idOt egyéltalan nem,
vagy nem jelentésen novelik meg. Az aldbbiakban tehat két olyan médszert mutatok be,

melyek nem a mintaelemszdm novelésével csokkentik a MC becslés variancidjat.
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4.7.3. A variancia csokkentése MC modszerek esetén

A fejezetben a hagyomanyos MC-integrdlds variancidjat, valamint négy olyan
modszert mutatok be, melyek nem a mintaelemszam novelésével csokkentik a MC-
becslés variancidjat. Belathat6, hogy a mintadtlagon alapulé Monte-Carlo becslés torzi-
tatlan, variancidja:

(b- (b-a)’

n2a)2 Var(lzh(xi)}—Var(h(X)), (4.15)

n

Var (f1) =

ahol a véletlen értékek fliggetlenségét hasznéljuk ki. Jelen fejezetben épp ezt a fliggetlen-
séget sértjik meg oly mdédon, hogy a torzitatlansdg tovédbbra is fennédlljon, a variancia
azonban csokkenjen. Az MC-becslés variancidja tehét az integralasi hataroktol, a generalt
véletlen szamok szamatdl €s a striiségfiiggvény alakjatdl fiigg. A kdzponti hatareloszls-
tétel szerint pedig elégségesen nagy mintaclemszdm mellett — ami gyakorlatilag mindig

igaz — az integrélra (tehat a fiiggvényértékek dtlagira) vonatkozé MC-becslések normalis

- . (b-a)’
eloszlast kovetnek, azaz (0 N| i, Var(h(X)) |-
n

4
Példaként az Ie"‘dx integral érték MC kozelitésének eloszlasdhoz meg kell tehat
2

hatdroznunk Var(h(X)) értékét. A vdrhaté értéket, az integrdl tényleges értékét, vala-
mint a tobbi paramétert ismerjiik.
Tekintsiik dltaldnosan az X 0 Unif (a,b) val6szinliségi valtozét és hatdrozzuk

-X z NS 2 2 ooz e % .
meg h(X)=e" val6sziniiségi valtozé elsd és masodrendli momentumait! Alkalmaz-

1

hatjuk (4.13)-t, ahol tudjuk, hogy g(x)=

valamint




azaz a variancia:

Var(e*)=E(e™ )~ E(e™)] = - (4.16)

A (4.16) képletet alkalmazva a=2,b=4 esetére azt kapjuk, hogy

e’ —1

2e

Var(e_X )= =(,001071645, azaz (4.15) alapjan a 10 000 elemii mintabdl all6

becslés elméleti eloszlasa:

A0 N ﬂ,@XVar(h(X)) =N(e_2—e

—4 262 _2
10 000&® )

A 4-3. dbran az elméleti és a 20 000-szer megismételt, egyenként 10 000 véletlen
szamot felhaszndlé6 MC-becslés eredményei lathatok. J6l 1athatéan a két eloszlds nagyon
kozel van egymashoz. A 4-3. dbra dbrara és a becslés variancidjara késobb, a variancia-
csokkentd eljarasok bemutatdsa sordn visszautalok, ugyanez az elméleti stirliségfiigg-

vény szerepel a 4-4. dbran is.

700
|

— Empirikus hisztogram
; ==~ Elméleti eloszlds
" N Tényleges érték

500 600
| 1
i

400

200
1

100
|

[ T T T T 1
0.114 0,115 0.116 0.117 0,118 0.119 0.12

A

n

4-3. abra: Az integral érték atlagolason alapulé MC-becslésének elméleti és empirikus eloszlasa,

valamint a tényleges érték

Az eloszlas ismerete lehetdséget teremt arra, hogy becslésiink koré
konfidenciaintervallumot épitsiink a szokdsos médon, &m most csupdn benchmarkként

fogjuk azt felhasznélni.
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A Monte-Carlo integrdldshoz ko6tddo fontos témakor a variancia csOkkentése
(variance reduction). Amint az ismert, egy 6, becsléfiiggvényt hatdsosabbnak neveziink

Var(6),)

6, -nél, ha
Var (6,

<1 és mindkét becslofiiggvény torzitatlan médon becsli €-t. Ebben

az esetben @, haszndlata 6, helyett a variancidban

Var(6,)—Var(6,)
Var(6,)

x100 4.17)

szazalékos csokkenést eredményez.

A variancia csokkentésére a kovetkezokben négy fontos eljarast mutatok be, az el-
lentétes (antitetikus) valtozok (antithetic variables), az ellendrzd valtozok (control
variables), a fontossdgi mintavételezés (importance sampling) és a rétegzd mintavétele-
z¢€s (stratified sampling) mddszereit. A mddszerek alapotlete nem ismeretlen a statiszti-
kaban jaratos Olvasé szdmdra: az ellenorzo valtozok modszere regresszids, a fontossagi
mintavételezés a hdnyadosbecsléses, a rétegzd mintavételezés a rétegzett mintavétel

(Galambosné, 2011) logikdjat alkalmazza a variancia csokkentésére.

Antitetikus valtozok modszere

Tekintsiik két azonos eloszlasi, X, és X, valoszinliségi véltozé atlagit. Az atlag
variancidja:

Var(uj :i(Var(Xl)+Var(X2)+2C0v(X1,Xz)) (4.18)

Amennyiben X, és X, fiiggetlenek, ugy a kovarianciatag (4.18)-ben 0. Ha tehat

olyan véltozdkat hasznédlunk, ahol a kovariancia negativ, az dtlag variancidja csokkent-
hetd a fiiggetlen esethez viszonyitva. Ez az alapvet0 6tlet huzddik az antitetikus valto-

z0k moédszere mogott. A Monte-Carlo szimul4cidk esetén legyen a keresett integral

becslése a [O,l] egyenletes  véletlen valtozok  valamilyen filiggvénye:
X, =h(U,,U,,...,U,). Tekintsik X,=h(1-U,,1-U,,...,1-U,) antitetikus becslést,

ekkor a két valdszintiségi valtozo eloszlasa megegyezik. Paronként a véletlen valtozok
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kozotti kovariancia negativ, értéke —é. Ekkor bizonyithat6 (pl. Rizzo, 2008, p. 129),

hogy barmely monoton /4 fiiggvényre

Cov(h(U,,U,.....U,),h(1-U,1-U,,...,1-U,)) <0

n

A médszer gyakorlati alkalmazdsa egyszerll. Generdljunk n/2 mintaelemet a

sziikséges egyenletes eloszlasbdl, majd ezekbdl tovabbi n/2 ellentétes véltozot. A ne-

gativ kovariancia miatt az ily moédon elddéllitott becslés variancidja alacsonyabb lesz,

mint a hagyomanyos, n darab véletlen szambdl all6 MC becslésé. Az elozd alfejezet-

4
ben a Ie"‘dx integral becsléséhez 10 000 véletlen szdmot hasznaltunk fel amelyek,
2

U, Unif (2,4) eloszldsdak voltak. Amennyiben 5000 darab véletlen szdmot genera-
lunk U, -bdl, majd az U, =6—U, [ Unif (2,4) véletlen értékeket pérositjuk hozzdjuk, a

becslés variancidja alacsonyabb lesz. A 20 000 alkalommal elvégzett becslés eredmé-
nyeinek empirikus eloszldsat a 4-4. dbra mutatja be hisztogramon, feltiintetve a 4-3.
abrdn bemutatott (eredeti MC-) becslés elméleti eloszlasét is. Az Osszehasonlithatdsdg
érdekében a kordbbi dbra vizszintes tengelyét (0,114-0,120) megtartottam. Az
antitetikus modszerrel nyert becslések tehat joval kevésbé szorddnak a tényleges érték
koriil. A tovabbi eljarasok esetén a hasonlé abrat nem, csak a variancia csokkenésének

mértékét mutatom be.

1500
|

— Antitetikus hisztogram
M === MC-becslés eloszlasa
""" Tényleges érték

1000
|

500
|

4-4. abra: Az antitetikus valtozok hasznalatanak hatasa az MC-becslés eloszlasara
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A (4.17) arany alapjan konnyedén meghatdrozhatjuk a médszer hatékonyséagjavu-
lasat, ami 88% koriili értéket mutat, azaz antitetikus valtozok hasznalataval a becslésiink
variancidjat nagymértékben sikeriilt csokkenteni, ugy, hogy a szamitasi koltség nem lett

nagyobb.

Kontrollvaltozok médszere
b
Tegyiik fel, hogy a célunk I h(x)dx becslése, €s van egy olyan [ fiiggvénnyel le-

irhat6 (kontroll-) valtozd, mely 77=E[1(X)] vdrhat6 értékét ismerjiik, és a két vdltozé

korreldl. A két fiiggvénybdl konstrudlhaté olyan becslofiiggvény, mely torzitatlan'®

barmely ¢ konstans esetén:
A =h(X)+c(1(X)-n). (4.19)
Ekkor (4.19) variancidja felirhatd, és célunk ¢ fiiggvényében ennek legkisebb ér-
tékét megtalalni:
Var(4,,,)=c*Var[1(X)]+2cCov(h(X).l(X))+Var[ h(X)]. (4.20)
A (4.20) osszefiiggés ¢ -ben masodfoku és konkdv, igy minimalis értékét a

c*:_Cov(h(X),l(X)) @21)

Var[l(X)]

helyen veszi fel, ahol a variancia értéke

[Cov(n(x).1(x))T
Var[1(X)]

Lathatjuk, hogy a kivonand¢ taggal csokken a variancia értéke. Ezt tudva kiszamithat-

Var (@, (c'))=Var[h(X)]- (4.22)

juk (4.17) alapjan a variancia szdzalékos csokkenését:

Var(6,)—Var(6,) _ [COV(h(X)’l(X))]Z
Var(6,) Var[h(X)]Var[l(X)

]z[Corr(h(X),l(X))T. (4.23)

10 E(,[zwm):E[h(X)+c(l(X)—77)]:,u+c><0:,u.

82



A fentiekbdl egyértelmiien ldtszik, hogy olyan [(.) fiiggvényre van sziikségiink,

hogy /(X)) er8sen korreldl /(X )-szel. Amennyiben a valdszinliségi valtozok kozott

nincs korrelacid, a modszer nem hasznalhatd, mas kontrollvaltozét kell keresniink. A

feladat tehat a helyes véltozé megtaldldsa, majd az optimdlis ¢* kiszdmitdsa, melyhez
(4.21) szerint a variancidra €s a kovariancidra van sziikség. Amennyiben ezek az értékek
analitikusan nem meghatarozhatdk, szimulécié segitségével taldlhatjuk meg a megfeleld

értékeket.

4
Tekintsiik djra az I e “dx integrdlt. Keressiik azt a /(X ) fiiggvényt, amely mo-
2

mentumait kénnyen meg tudjuk hatdrozni és erds korreldciét mutat A (X )-szel. A leg-

egyszerlibb  valasztds  egy  linedris  fiiggvény, [(X)= XT_Z . Ekkor
-4

Cov(h(X),l(X)) = —%, Var[l(X)] =$, azaz (4.21) alapjan ¢’ =6e™*. A variancia
értéke itt (4.22) és a mdr kordbban levezetett h(X ) momentumai segitségével:

2
Var(h(X)+c(l(X)-7))= 62_81—3(3—8 =~ 0,0000653,
e

ami azt jelenti, hogy a variancia csokkenése (4.23) alapjan kozel 94%-os:

Var(6,)-Var(6,) 6
Var(6,) -1

= 0,939

Célunk kozvetleniil nem csupan y=FE |:h(X ):I , hanem az integral kozelitése volt,

de a variancia elért csokkenése természetesen az integrdl becslésében is hasonldan je-

lentkezik. A kontrollvaltoz6 hasznalataval, azaz h (X ) =e X helyett a szintén torzitatlan

h(X)+c(l(X)-n)=e* +6e™ (XT_Z —%j becslbfiiggvényt alkalmazva az integrél

becslésének variancidjat jelentdsen sikeriilt csokkenteni.

Az antitetikus valtozok mdédszere a kontrollvaltozé mddszer specidlis esete, ahol

mindkét becslofiiggvény fiiggetlen azonos eloszlasu, és a valtozéparok kozotti korreld-
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ci6 —1, ekkor ¢ = 5 optimdlis érték adodik. Annak ellenére, hogy az antitetikus vélto-

z0k modszere specidlis esetként is felfoghatd, az irodalomban kiilon targyaljak oket.

Gyakran alkalmazott technika tobb kontrollvaltozé felhaszndldsa, hiszen

f=h(X)+> ¢;(1,(X)-u,) szintén torzitatlan becslést ad. Az optimdlis ¢ =(c’)
j

vektort a [, €s az h fiiggvények kozotti maximalis korrelacioval érhetjiik el. Gyakran

alkalmazott médszer, hogy az optimélis ¢* meghatdrozasdhoz egyszerii linedris regresz-

szi6t illesztiink, amibdl a kontrollvaltozés moddszer legfontosabb jellemzdit azonnal
megkapjuk. A variancidban bekovetkezé csokkenés pontosan a linedris regresszié R’
értékével egyezik meg, a regressziés paraméterekbdl pedig ¢ addodik.

A fentiekben egyenletes eloszldsu valoszinliségi valtozo felhasznédldsaval kozeli-
tettiink fliggvények varhat6 értékén keresztiil integralokat. A kovetkezd alfejezetben az

egyenletes véletlen szdmokndl hatékonyabb moddszert ismeriink meg. Ez a mddszer

egyben a leginkdbb elterjedt MC integral alkalmazas.
Fontossagi mintavétel

A bemutatott klasszikus MC-mddszer €s a variancia csokkentésére iranyuld elja-
rasok hétrdnya, hogy nem hasznalhatok kozvetleniil olyan esetekben, amikor valamely

integraldsi hatdr nem véges, rdaddsul egyenletes véletlen szadmok alkalmazdsa nem ha-

tékony, ha % (.) nagyon tdvol esik az egyenletest8l. Mivel az integraldst visszavezettiik

egy atlagolasi problémadra, dltaldnosithatjuk megkozelitésiinket a stlyozatlan dtlag he-
lyett sulyozott atlag (azaz az egyenletestdl eltérd strtiségek) alkalmazdsdval. Az altala-

nos mddszer neve fontossagi mintavétel (importance sampling).
Tekintsiik az X véletlen valtozot g stirliségfiiggvénnyel, ahol barmely x esetén,

melyre h(x)>0, sziikségképpen g(x)>0. Legyen tovabbd /(x)=h(x), ha

- h(X
a < x<b, ezenkiviil h(x)=0, valamint ¥ véletlen valtoz6 (X) . Ekkor
g

—_—
=
—_
-
N—
S
1]
? —

(x) g(x) g(X)

oQ

h(x) ¢ () = T h(x) g(x)dx:E(MJ:E(Y) (4.24)
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Kozelitsik E (Y ) értékét hagyomanyos Monte-Carlo-integraldssal, azaz szdmitsuk ki az

1, 1 R(X)
Ny ==> :
L2l LX) (4.25)

atlagot, ahol az X,-k a g(x) slirliségfiiggvénybdl szdrmazé véletlen értékek. A g(x)
fliggvény neve fontossagi fiiggvény (importance function). A kozelités variancidjit n és
Var (Y ) hatdrozza meg, ezért a gyakorlatban célunk, hogy a fontosségi fiiggvény h (x) -
hez hasonld, a hanyados kozelitéleg konstans legyen. Hasonléan fontos szempont, hogy

g(x) alapjan X konnyen szimuldlhat6 legyen.

Bizonyithat6 (Rizzo [2008] 143. old.), hogy a variancia minimalizél4sa a

__|n6)

fx)= .Hh(x)‘ dx

fontossagi fliggvény alkalmazaséaval érhetd el, ahol Ae ] az a halmaz, ahol integrélni
kivanunk. Mivel valdsziniitlen, hogy ez a kifejezés rendelkezésre 4ll, gyakorlati prob-

léma esetén leggyakrabban olyan fiiggvényt vdlasztunk, amely elégségesen kozel van

‘h(x)‘ -hez A -n.

2

xle 2 fliggvény

A fontossdgi mintavételt a kordbbiaktol eltérd h(x) = T

V1
(Leo) intervallumon vett integralja segitségével mutatom be, méghozza &t fontossagi
fliggvény felhasznaldsaval, azok hatékonysagdt 6sszehasonlitva.

1. Standard Rayleigh-

eloszlds: g, (x)=xe 2 x>0.

2. Normalis elosz-
las N (L1): e
asN(,).gz(x)—\/Ee

3. Exponencidlis eloszlas
Exp(1): g;(x)=e, x20.

4. Moédositott exponencid-

lis eloszlds Exp (l)* g (x)=e x21.
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5. Modositott standard
normalis eloszlas: N(O,l)*: 8s (x) = = 2><¢(x—1), x>1.

A valasztott eloszlasok egy része nem kizardlag az x >1 tartomanyon értelmezett.

A modositott slirliségfiiggvényeket olyan modon alakitottam ki, hogy beldliik konnyl

legyen véletlen értékeket nyerni és hasonlitsanak a céleloszldsra (mind alakra, mind

értelmezési tartoményra). A Rayleigh-eloszldsbdl az inverz eloszldsfiiggvény modszer-

rel, a tobbi eloszlasbdl pedig az R beépitett fiiggvényei segitségével vettem mintat. A

4-5. dbra h(x) integrdlandé szakaszdn mutatja be a fiiggvényeket (bal oldal), valamint

h(x)

gj(x)

az hanyadosokat (jobb oldal). Ahogy emlitettem, egy fontossagi fiiggvény akkor

megfeleld, ha pontosan, vagy legaldbb kozel azon az intervallumon értelmezett, ahol az
integraland6 fliggvényt integralnunk kell, valamint elég kozel van a két fliggvény egy-

mashoz, azaz a hanyados hozzdvetdleg konstans.

\ — d

\ - - Rayleigh =
. \ N(LI) .-
= - EspD) . Ll
k — Bty e PEEREN e

\\ Ny s N . - - Rayicien
o | - \ ! \ e N(LD)
s ~ / NP = Expl)

NN / P — - Exp(l)

4-5. abra: A fontossagi mintavétel siiriiségfiiggvényei és a fiiggvények hanyadosai

A 4-5. dbra a modositott standard normélis eloszlés tiinik a legjobb vélasztasnak. Ez a
fontossdgi fliggvény a modositasnak koszonhetden csak az x >1 helyeken értelmezett,

mig példaul g, ateljes x tengelyen, g, €s g, pedig a pozitiv félegyenesen. Mindez azt
jelenti, hogy az g,, g,, g, fliggvények esetén a ﬁ/ g, héanyados sok esetben zérus, az

eljards nem hatékony.

86



A mintavételek'” 2000 alkalommal tortént elvégzése utin az eredményeket a 4-4.

tébldzatban foglaltam dssze (n=10000).

4-4. tablazat: Az integral kozelitésének eredményei 6t fontossagi fiiggvénnyel

Becslés jellemz6i 1. 2. 3. 4. 5.

Az integrél becsiilt
értékeinek atlaga

Az integrél becsiilt
értékeinek szorésa

Nullédk 4tlagos ardnya
(szazalék)

0,40076  0,40059 0,40026 0,40065 0,40063
0,00357 0,00412 0,00584 0,00155 0,00044

39,3 50,0 63,25 0,00 0,00

Az ot fontossagi fiiggvény koziil a mdédositott normdlis eloszlassal késziilt kozeli-
tés rendelkezik a legkisebb variancidval. Az els6 harom jelolt esetén az integralds hat4-

raitdl eltérd értelmezési tartomdny miatt a generdlt véletlen értékek dontd tobbsége nem

hasznosul (a tdbldzatban nulldk ardnya), mivel az

hanyados zérus értékii. Az
g(x)

Exp(l) eloszlas stiriségének 63,2 szdzaléka esik a [0, 1] intervallumba, az N (1,1) el-

oszlds esetén 50 szdzalék, a fiiggvényforma tekintetében hasonlé Rayleigh-eloszlasnal

1
pedig a [0,1] kozotti integrdl alapjan 1—e 2 =0,3935 a felesleges hizdsok ardnya. Ez

h(x)
g (x)

egyenes, azaz nem stabil. A transzformdlt eloszldsok jobban teljesitettek ebben az eset-

utobbi vélasztds tovabbi hatranya, hogy az egy pozitiv meredekségli linedris

ben, dltaldnossdgban hatranyuk, hogy a véletlenszdm-generdlds nem minden esetben
trividlis.

Rétegz6 mintavétel

7 Az dbrik elkészitéséhez és az integralok, valamint jellemz6ik szamitasahoz haszndlhat programot a

Fiiggelék tartalmazza. Egyéb fontossagi fiiggvények a kod alapjan konnyedén implementalhatok.
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A rétegz0 mintavétel'® a variancia csokkenését ugy éri el, hogy az integrdlando te-
riiletet rétegekre bonja, €s ezeken a rétegeken beliil kis variancidval prébal becsiilni. A
k darab rétegben rogzitett szdmu véletlen értéket huzunk, ugy, hogy

n=n,+n,+...+n,,azzal a céllal, hogy

Var(ﬂl(nl)+ﬁ2(n2)+...+ﬁk (nk)) <<Var(ﬁ(n))

ahol a bal oldalon a rétegzd mintavételt alkalmazd, a jobb oldalon pedig a standard MC-

becslofiiggvény lathato.

A variancia csokkentése akkor hatékony, ha a rétegekben az integrdland6 fiigg-
vény atlaga jelentdsen eltérd, azaz sikeriil heterogén rétegeket kialakitani. Amennyiben
az integrdlandé fiiggvény monoton, ezt konnyl teljesiteni. J6l érzékelhetd a hagyoma-
nyos rétegzett mintavétellel valé analdgia abbdl a ténybdl adéddan is, hogy a rétegzd
mintavétel mindig kisebb varianciat szolgaltat, kivéve abban az esetben, ha a rétegek

atlagai megegyeznek.

4
A madr ismerds J.e"‘dx példdn mindossze két egyenld hosszisigu réteg alkalmaza-
2

saval a becslés variancidja kevesebb mint harmaddara, négy réteg esetén kevesebb mint 10

szézalékara esik azonos mintaelemszam mellett. Ennek eléréséhez csupdn annyi a felada-
tunk, hogy Unif (2,4) véletlen szdmok helyett példaul Unif (2,3) és Unif (3,4) véletlen
értékek segitségével becsiiljiik a megfelel? teriileteket, majd becsléseinket Osszegezziik.

A rétegz6 mintavétel elonye, hogy tetszélegesen kombindlhat6 a tobbi variancia-
csokkentd eljardssal, igy a szakirodalom ismeri és hasznélja a rétegzd fontossigi minta-
vétel (stratified importance sampling) fogalmét is, ahol a kiilonbdz6 rétegekhez kiilon-

b6z0 fontossagi fiiggvények definidlhatok tovabb javitva ezzel a hatékonysagot.

Az eldz6 alfejezetekben olyan integréldsi eljardsokat mutattam be, melyek egy ré-

sze determinisztikus, pontossdguk csupdn a valasztott médszertdl és az intervallum fel-

'8 A rétegz6 mintavétel angol terminolégidval stratified sampling, azaz az elnevezés megegyezik a
rétegzett mintavétel elnevezéssel. A konnyebb megkiilonboztethetéség érdekében nevezem rétegzé min-

tavételnek az eljarast.
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osztdsanak finomsdgatdl fiigg. A moédszerek egy masik tipusa egyenletes eloszlasu vé-
letlen értékek generdldsét igényelte, majd bemutattam a kozelités variancidjat csokken-
teni képes algoritmusok koziil a legfontosabbakat. A véletlen értékek egyenletes elosz-
lasat feloldva megismerkedtiink a fontossdgi mintavétellel, ahol a fontossigi eloszlas

kivalasztdsa néha nem egyszerii feladat, tobb szempont egyidejii megfontoldsat igényli.

4.7.4. Markov-lanc Monte-Carlo mddszerek

A Markov-lanc Monte-Carlo (MCMC) mddszerek célja, hogy mintat tudjunk
venni egy (jellemzden Osszetett, tobbdimenzids) valdszintiség eloszlasbol. Az MCMC
technikdk kozos jellemzdje, hogy olyan Markov-lancot éllitanak fel, melyek egyensilyi
eloszldsa megegyezik a kivéant eloszldssal. Ezutdn minden 1épés utdni allapotot a cél
eloszlasbdl szdrmazd mintdnak tekintiink. Jellemzden a Markov-lanc megkonstrudldsa
nem okoz kiilonosebb nehézséget, a gyakorlati alkalmazasok esetén a probléma annak
meghatdrozasa, hogy a lanc konvergél-e, illetve mikor konvergél az egyenstlyi allapot-
hoz egy adott hibahatdron beliil.

ElsOként roviden tekintsiikk at a Markov-lancok azon jellemzo6it, melyek az
MCMC mddszerek szempontjabdl jelentdséggel birnak. A Markov-lanc egy {X,} di-
namikus sztochasztikus folyamat >0 indexszel. Az MCMC technikdkhoz diszkrét
Markov-lancok generdldsara van sziikség, ahol ¢ nemnegativ egész értékeket vesz fel.
A megalkotott lanc tehat X induldsi érték utan X, X,,..., X ,... dllapotokba keriil. Ez

a sorozat Markov-lanc, ha
P(X, =dX=b)=P(X,, =a|X,=0b)

minden (a,b) pdrra és ¢t >0-ra, ahol X=(X, X, ... X,) amegeldzd és a je-
len dllapotok vektora ésb=(b, b, ... b,).Mindez azt jelenti, hogy a kivetkezd 4l-

lapot alakuldsa csak a jelenlegi dllapoton mulik, a multbeli dllapotok nem befolyédsoljak
azt. Az 6sszes lehetséges kimenetel halmazat allapottérnek hivjuk. Amennyiben az élla-
pottér véges halmaz, az allapotok kozotti atmenetek valdszinliségeit leirhatjuk egy P
atmenetmatrix segitségével, ahol a p; elem annak a valosziniisége, hogy i allapotbol j
allapotba keriil a ldnc egy 1épésen beliill. Az n. Chapman-Kolmogorov azonossagok

alapjan annak a val6szinlisége, hogy mindez k 1épésben torténik meg, az dtmenetmatrix
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megfeleld P* hatvanyabdl olvashaté le. Egy Markov-lancot irreducibilisnek neveziink,
ha tetszOleges allapotbdl elérhetd tetszdleges masik éllapot, vagyis az allapotok kom-
munikdlnak egymaéssal. Egy i éllapot rekurrens, ha a ldnc visszatér az adott allapotba
egy valdszinlséggel, egyébként az d4llapotot tranziensnek, dtmenetinek nevezziik.
Amennyiben a visszatérés varhat6 ideje véges, ugy az &dllapotot pozitiv rekurrens.
Amennyiben egy griafon 4brdzoljuk a lancot, az i allapotbdl induld és végzddod utak
hosszainak legnagyobb kozos osztdjat az allapot periédusdnak hivjuk. Egy lanc aperio-
dikus, ha minden hozz4 tartozé dllapot 1 periddusi. Az aperiodikus, irreducibilis
Markov-lancokat ergodikusnak hivjuk. Ergodikus lancok esetén egyetlen egyensulyi
eloszlas 1étezik, mely minden j -re

= Tim ™
7; =lim p;

n—o0

és fliggetlen a kezdeti i allapottol. Amennyiben a Markov-ldnc egyensulyi elosz-

lasa f, ugy a lanc generdldsdaval tulajdonképp f -bOl szdrmazd mintavételt végziink.

Igy a Monte-Carlo médszernél alkalmazott nagy szdmok torvényéhez hasonléan igaz az
1 n
;Zh(XJ—)Ef(h(X)) (4.26)
i=1

hatarérték relacid. A Markov-lancok konvergencidjara nem térek ki részletesen, a
kovetkezOkben felvazolt algoritmusok elméletileg csaknem minden esetben konvergens
lancot hoznak 1étre. A gyakorlatban azonban a konvergencia néha nagyon lassu, egyes
esetekben pedig ugy tilinik, hogy a Markov-lanc konvergdl, azonban ez mégsem teljesiil.
A kovetkezOkben olyan MCMC algoritmusokat irok le roviden, melyek a legdltaldno-
sabban alkalmazottak. Ko6zos tulajdonsdguk, hogy olyan Markov-ldncot hatdroznak

meg, melynek egyensilyi eloszldsa a kivant f . Szerencsére ez nem til nehéz feladat,
léteznek olyan dltaldnos formuldk, melyek — elméletileg — tetszOleges f esetén is al-

kalmazhatoak. Az elméletek bizonyitdsai, a konvergencia tulajdonsdgok megtaldlhatok

Robert és Casella (2004) atfogé miivében.

4.7.5. Metropolis-Hastings algoritmusok

A Metropolis-Hastings algoritmusok névaddja egyrészt Nicholas Metropolis

(Metropolis et al., 1953) amerikai fizikus, méasrészt Keith Hastings (1970) kanadai sta-
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tisztikus'’. Az algoritmus tobb fajtdja 1étezik, ahogy azt be is mutatom rovidesen. A M-
H algoritmusok torténetérdl ad 6sszefoglalét Hitchcock (2003), aki beszamol a modszer
kezdeti ismeretlenségének, majd a napjainkban megfigyelhetd népszeriiségének okairdl.
Az eredeti, Metropolis-féle megkozelités csupan egyetlen konkrét, fizikai probléma
megolddsara vonatkozott, igy nem is valt ismertté a statisztikdval foglalkozék korében.
A Statisztikai Enciklopédia 1982-es tobb ezer oldalas kiaddsdban sem a Metropolis-
Hastings algoritmus, sem a szerzok, sem az MCMC sz6cikk nem szerepeltek, a 2006-0s
madsodik kiadds (Kotz et al., vol 7.) azonban mér hét oldalban targyalja Luke Tierney
tolldbol. A 60-as években kapott némi figyelmet Metropolis 1953-as cikke, de az alkal-
mazasok tovdbbra sem ismerték fel, hogy a mdédszer nem csak a Tellerékéhez hasonld
sokdimenzids integralok kiszdmitdsdra haszndlhat6, hanem tulajdonképp tetszOleges
eloszlasbdl szarmazo véletlen szam generdlasra is. Hastings tanulménya éltaldnositotta
és tovdbbfejlesztette a modszert nem szimmetrikus instrumentdlis eloszlasok esetére is.
Hastings egyetlen doktorandusza, Peter Peskun (1973) bizonyitotta, hogy amit ma alta-
lanos M-H algoritmusnak neveziink, hatékonyabb, mint az egyéb hasonl6 eljarasok.
Ennek ellenére a 90-es évek elejéig tovdbbra sem alkalmaztik a mddszert széleskorlien.
A 90-es években az un. Gibbs mintavétel terjedt el, Geman €s Geman (1984) munkdja
nyomdn. A Gibbs mintavétel olyan sokdimenzids eloszldsok esetén alkalmazhaté haté-
konyan, melyek egyvaltozods feltételes eloszldsai ismertek, vagy konnyen generdlhatok.
A Gibbs mintavétel tehat megeldzte az M-H algoritmus elterjedését, annak ellenére,
hogy annak specidlis esete (Gelman, 1992). Az igazi 4ttorést, a mainstreambe keriilést
Chib és Greenberg (1995), valamint Tierney (1994) hoztdk meg, akik kozérthetden,
példékon keresztiil mutattdk be az algoritmusok alkalmazési lehetdségeit. Az algoritmus

Ujabb lendiiletet adott a bayesi statisztika muveldinek, hisz a tetszdleges eloszldsokbdl

' A Metropolis-féle tanulmany magyar kotédése, hogy az 6t szerzé kozott szerepel Teller Ede, valamint
felesége is. Rosenbluth visszaemlékezései szerint azonban sem Metropolis, sem Teller felesége, Mici nem
dolgoztak a probléman, az alapprobléma felvetése Teller nevéhez fliz6dott, a megoldast Rosenbluth adta,

a programozas pedig az 6 feleségének munkdja volt.

Hastings ezen cikkére tobb ezer hivatkozds sziiletett az elmilt négy évtizedben, érdekes megemliteni,

hogy ezen a hires cikkén kiviil életrajza csupan két tovabbi referalt cikkét emlit.
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generdlhat6 véletlen értékek lehetdséget adtak a konjugélt analiziseken til egyéb a prio-

ri eloszlasok, illetve Osszetett modellek alkalmazasara is.

A kovetkez6 alpontban a M-H algoritmus dltaldnos alakjat, valamint néhdny spe-
cialis esetét mutatom be. Mivel a Gibbs mintavétel kiilon néven vonult be a statisztika
szakirodalméba, némileg az alkalmazisi teriilete is mds, ezért azt kiilon alfejezetben

ismertetem.

A {0 feladat tehat egy Markov-lanc l1étrehozédsa, melynek egyensulyi eloszldsa az

adott cél eloszlds. Az algoritmusnak definidlnia kell, hogy egy adott X, dallapotbdl ho-

gyan érjiik el X, -et. Valamennyi M-H algoritmusban szerepel egy q(| X,) instrumen-
talis eloszlds (instrumental vagy proposal distribution), melybdl egy jelolt Y véletlen

szamot generdlunk. A jeloltrdl bizonyos szabdly alapjan eldontjiik, hogy elfogadjuk,

vagy elutasitjuk. Amennyiben elfogadjuk, ugy X, , =Y, egyébként a ldnc marad az

1+
eredeti allapotaban, azaz X, = X,. Az instrumentalis eloszlds konnyen generalhat6
kell hogy legyen és fiigghet a kiindulé X, értéktdl. Igy példdul a ¢ N(X,,0”) nor-

malis eloszlés egy klasszikus valasztds, valamilyen fix o szordssal. A szOrds nagysaga-
nak szerepére a késobbiekben még visszatériink. Amennyiben a lanc irreducibilis, pozi-
tiv rekurrens és aperiodikus, a 1anc konvergélni fog a cél eloszlashoz. A gyakorlatban ez
gyakran olyan instrumentalis eloszlést jelent, mely értelmezési tartomanya lefedi a cél
eloszlasét, illetve elegendden nagy a szdérdsa ahhoz, hogy a cél eloszlas értelmezési tar-

tomdnyat képes legyen bejarni.
A klasszikus M-H algoritmus a kovetkezd médon képezi a Markov-l4ncot:

1. Vilasszunk egy megfeleld q(| X,) eloszlast.

2. Generdljunk, vagy adjunk meg egy kezdd X, értéket.

3. Ismételjiik az alabbi 1épéseket, amig a lanc bizonyos kritériumok alapjan az

egyensulyi eloszldsdhoz nem konvergél.
a. Generdljunk jeloltet (Y) a (X, ) eloszlasbl.

b. Generdljunk egy U [l Unif (0,1) véletlen valtozot.
c. Ha
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_fMa(x]y)
Carie

(4.27)

akkor X, =Y egyébként X, =X, .

d. Noveljik 7 értékét.
4. A konvergalas eldtti értékeket (burn in period) levdgva a lanc elejérol megkap-

juk a kivéant eloszlasbol szdrmazé véletlen mintat.

A fenti 1épések szoftver segitségével egyszerlien és gyorsan megoldhaték. Minden

F(¥)q(X,|Y)
f(X,)q(Y|Xl),1}' A (4.27),

egyes Gj Y jelolt elfogaddsdnak esélye p(X,,Y)= min{

un. Hastings hdnyados és az eljaras leirdsa alapjan beldthat6 két fontos jellemzd. Mivel

f ahdnyados szdmldl6jdban és nevezdjében is szerepel, a normalizdlé konstans isme-

rete nem sziikséges a modszer alkalmazdsdhoz. A masik fontos tulajdonsig az, hogy a
MCMC mdédszerrel nyert véletlen szamok egymdstdl nem fiiggetlenek, a szokdsos angol
jeloléssel az igy nyert minta nem iid. A burn in periédus hosszanak megvalasztisa alta-

laban 6nkényes, néhdny ezer iterdcio a legtobb esetben elegendd hosszinak bizonyul.

Az dltalanos M-H mddszer mellett meg kell emliteniink néhany specidlis esetet is,

melyek jorészt a g fiiggvény jellemzdiben térnek el. Amennyiben az instrumentdlis
eloszlds szimmetrikus olyan értelemben, hogy q(XT|Y )=q(Y |X,), ugy a (4.27)-ben

szerepld hanyadosbdl az instrumentdlis eloszlas kiesik, igy az elfogadds valoszinliségét

csak f befolydsolja. Amennyiben a jelolt pontban a strtiségfiiggvény magasabb értéket

vesz fel mint a ldnc aktudlis értéke, akkor biztos az elmozdulds. Ez a specidlis eset az
eredeti, Metropolis-féle mintavételezés. A Metropolis mintavétel egyik tipikus példdja a
véletlen bolyongds mddszere (random walk Metropolis), ami esetén minden iterdciéban
egy véletlen (pl. zérus varhato értéki, fix szordsu normadlis) novekedést/csokkenést ge-
nerdlunk, majd az igy kapott jelolt pontrél a fentiek szerint dontiink. A véletlen bolyon-
gast haszndlé modszer esetén nem konnyii feladat az instrumentalis eloszlds szordsat jol
beéllitani. Amennyiben a szérés tdl alacsony, azaz a 1épések tul kicsik, a lanc csak na-
gyon lassan konvergdl, azaz a gyakorlatban hasznédlhatatlan. Amennyiben a szdrds tul
nagy, ugy az iteraciok nagy részében elvetjiik az uj jelolt értéket, azaz a lanc nem haté-

kony, a tagok kozotti korrelacié pedig mindkét esetben magas lesz. A szimul4cié elfo-
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gadési ratdjanak azt a relativ értéket nevezziik, ahdny alkalommal a jelolt értéket elfo-

gadtuk az Osszes iteracié szdmdhoz viszonyitva. Altaldnos szabdlyként ez az ardny a

véletlen bolyongds algoritmusnal optimalis esetben a [0.15, 0.5] intervallumban taldlha-

té (Roberts et al., 1997).

Amennyiben standard normalis eloszldsu véletlen értékeket szeretnénk generélni a
random walk metropolis eljaras, és q( y|x,) U Unif (xr —a,x +a) instrumentélis elosz-
l4s segitségével, ugy az eljards mindségét a fentiek szerint nagyban befolydsolja az a
paraméter. Az aldbbi hdrom dbrdn hdrom (a=0,1;a=1;a=10) eseteket hasonlitok

0ssze. Gyakran alkalmazott technika, hogy a lancot (t6bb) extrém értéktdl inditjuk, ez

kétmoduszu eloszlasoknal lehet kiemelten fontos. A ldncot most x, =30 értékrdl indit-

va, az x értékeket az indexszel szemben abrazolva az alabbi, 4-6. abran lathat6 minta-

zatot kapjuk 10 000 hosszisdgu lancok generdldsa utan:

8 8 8
- w0 - 0
24 { &4
w | B |

o °

1

o+ o

o4 "
T T T

T T T T T T T T T T T T T T T
0 2000 4000 6000 8000 10000 0 2000 4000 6000 8000 10000 0 2000 4000 6000 8000 10000

Index Index Index

a=0,1 a=1 a=10
4-6. abra: Véletlen bolyongas Metropolis lancok Kkiilonb6zé paraméterekkel

Az els6 lanc esetén a 1€péskoz til kicsi, az extrém értéktdl indulva nagyon lassan
éri el a lanc az eloszlés ,,Jényeges” részét. Ezutdn az eloszlas felfedezése szintén nagyon
lassu. A méasodik és harmadik esetben a ldnc szinte azonnal megtaldlja a felfedezendd
teriiletet, azonban a harmadik dbrdn a nagy 1épéskdz miatt az ajénlott érték sok esetben
elutasitasra keriil. A 4-7. abran valamennyi ldncbdl egy tipikus részt, a kozépsO ezer

1épést abrazoltuk, ahol mindez jobban latszik.

94



Pons ool |

T T T T T
0 200 400 600 800 1000

N
5
8
2
5
8
2
8
3
8
°
2
2
8
m
g
8
3
3
8

Index Index Index

a=0,1 a=1 a=10
4-7. abra: Véletlen bolyongas Metropolis lancok k6zépsé 1000 értéke

Az els6 abran azt 1atjuk, hogy a jelolt értékeket gyakorlatilag minden esetben el-
fogadjuk, de az 1 000 iterdcid alatt alig sikeriilt az eloszlast bejarni, a fiiggbleges tenge-
lyen megfigyelhetd, hogy az Osszes érték sziik, alig tobb mint két egység széles sdvban
szérodott. A harmadik esetben a sok fiiggdleges vonal azt mutatja, hogy a jelolt érték
sok esetben keriilt elutasitdsra, azaz a r+1-edik érték megegyezik a f-edikkel. Leheto-
ség van az elfogaddsok, vagy az elutasitdsok szdmdnak rogzitésére, ezzel osszehasonlit-
va a ldncokat. Az egyes esetekben rendre 561, 1 987, 8 368 elutasitds tortént a 10 000

iteracid soran.

4-8. abra: Véletlen bolyongas Metropolis hisztogramok

Ebben az egyszerti példaban lehetoségiink van a tényleges siirliségfiiggvény mel-
lett dbrdzolni a beégetési szakasz (egységesen az elsd 2 000 Markov-tagot tavolitottuk
el) levagdsa utdn megmaradé véletlen értékeket. Az elsd esetben jol lathatéan a konver-
gencia még nem tortént meg, ehhez a lanc sokkal hosszabb futtatdsdra lenne sziikség,
ami gyakorlati problémak esetén gyakorta tilsdgosan hosszu idot venne igénybe. A ma-
sodik, a =1 esetben az eloszlast jol kozelitd hisztogramot kapunk, mig a harmadik eset-
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ben a tdl gyakori elutasitds miatt vannak olyan osztalykozok, ahol tdlsdgosan nagy az

esetek szama.

Egy masik jellemz0, bar onmagédban ritkdbban alkalmazott specidlis eset az un.
fliggetlen mintavétel (idependence sampler). Az instrumentdlis eloszlds ebben az eset-
ben nem fiigg a lanc el6zo értékétdl, azaz q(| X, ) =q(-). A (4.27) kifejezés jobb oldala
f(¥)a(X,)
f(X,)q(Y)

tékonyan, ha az instrumentdlis eloszlas elég j6 kozelitése a cél eloszlasnak. Sziikséges

tehdt a alakot olti. A fiiggetlen mintavétel akkor alkalmazhat6 igazan ha-

azonban a hatékonysdg érdekében, hogy a haszndlt instrumentdlis eloszlds vastagabb
farokkal rendelkezzen, mint a céleloszlés, ezért a gyakorlatban gyakran alkalmazott az
alacsony szabadsagfoku tobbvaltozos t-eloszlas.

4.7.6. Gibbs mintavétel

A Gibbs mintavétel elonye az olyan sokdimenzids eloszldsok esetén mutatkozik
meg, amikor véletlen bolyongds M-H algoritmus épitése kozel lehetetlen. A Gibbs algo-
ritmus lehetdvé teszi a sokdimenzids problémadk lebontdsat kisebb, akir egydimenzids
feladatokra. Az egyszertisitett feladatok mennyisége azt okozhatja, hogy a konvergencia
lassu, &m a megkozelités ettdl fiiggetleniil fontos szerepet tolt be az MCMC mddszer-

csaladon beliil.

Tegyiik fel, hogy X = (XI,X preees X p) véletlen vektorvaltozo, ahol az X ; -k egy,

vagy tobbdimenzids komponensek, valamint azt is, hogy képesek vagyunk a megfeleld
Jis fos-os f, stiriiségfiggvényekbdl szimuldlni, azaz ismerjik a
fj (xj‘xl,xz,...,xj_l,xj+1,...,xp)
un. teljes feltételes (full conditional) eloszlasokat minden j=1,2,..., p -re.

Ekkor a Gibbs algoritmus:

1. Vilasszunk X, =x, kezddértékeket.

2. Ismételjiik az alabbi lépéseket, amig a lanc bizonyos kritériumok alapjén az

egyensulyi eloszldsdhoz nem konvergél:
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a. X" fl(x1|xg),x§l),...,x('))

P

b. X"y, (x2|xl('+l),x§'),...,x(r))

c. X§r+l) 0 f3 (x3|xl(t+1),xgt+1)’.“’x(,))

e. X£r+l) 0 fp (xp‘ xl(t+1) ’ x£r+l) . x(m—ll) )

f. Noveljiik ¢ értékét.
3. A konvergencia eldtti értékeket (burn in period) levdgva a lanc elejérdl megkap-
juk a kivéant eloszlasbol szdrmazé véletlen mintat.

(T)

Az atlathatosag érdekében ¢ felsGindexként szerepel, azaz x;° a j. komponens

T . 1épésben felvett értékét jeloli.

A Gibbs mintavételezés legegyszeriibb esete és klasszikus példdja a kétdimenzids
normadlis eloszldsbol valé mintavétel. Legyen a varhato értékek vektora p= ( J7% ,112), a
variancidk o] és o, , a korreldci6 pedig p . Ekkor a feltételes eloszlasok egyvaltozos

normadlis eloszldsok, melyekbdl konnyedén tudunk véletlen értékeket generalni:

2

f(x]x,)0 N(uﬁ'l;o-l (xz—,uz),(l—pz)ofj

f(xz|x1)D N(ﬂz"'poc_)-z (xl_lul)’(l_pz)azzj

1

Példaként bemutatom a véletlen értékek generdldsat
p=(0,0);0,=10,=2;p=-0,6 paraméterekkel. Kezdé értékként X, =(-10,10)
vektort adtam meg, ami tavol esik a fliggvény tényleges helyétdl. Az els6é 30 1€pést és a
tényleges slrtiségfliggvény konturjat mutatja be a 4-9. abra bal oldala. A jobb oldalon

2000 generélt véletlen értékpar szerepel 1000 periddus levagdsa utdn (az atlathatosag

érdekében).
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X1 X1

4-9. abra: Kétvaltozos normalis eloszlas Gibbs mintavétellel

A lénc tetszlOleges 1épésszamra futtathatd, az aldbbi Osszefoglalé szamitdsokat
10 000 elem alapjén készitettem. Az empirikus atlagok X =(0,0089 0,0042), a szoré-
sok pedig rendre 1,0058 és 2,0080 értékeket vesznek fel, a korreldcid pedig r =—-0.604 .

A margindlisok hisztogramjai, illetve az elméleti siirtiségfiiggvények lathatok a 4-10.

abran.
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4-10. abra: Marginalis eloszlasok hisztogramjai

A fenti, kétdimenzids feladatot tehat két darab egydimenzids problémaéra vezethet-
juk vissza. Vegyiik észre, hogy magasabb dimenzidszdm esetén az eljards a fentiekkel

analég médon haszndlhatd, ez programozas-technikailag sem okoz nehézséget. A Gibbs
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mintavételezés esetén is érvényes, ami a M-H algoritmusok esetén: jellemzéen nem a

Markov-lanc felallitdsa okoz problémat, sokkal inkdbb a konvergencia ellendrzése.

A fejezetben a bayesi statisztika és a szimuldcids algoritmusok alapjait tekintettem
at. Az elOzetes ismereteinket egy prior strtiségfiiggvényben kell 6sszefoglalnunk, majd
azt az adatokat leir6 likelihooddal kombindlva kapjuk a poszterior stiriségfiiggvényt. Ez
a jellemzden sokdimenzids eloszlds nehezen értelmezhetd, ezért dltalinosan bevett elja-
rds a margindlis eloszldsok szokdsos statisztikai mutatokkal (atlagok, szordsok,
kvantilisek stb.) torténd leirdsa. Sok esetben nem csak a poszteriorra, hanem annak va-
lamely fiiggvényére vagyunk kivancsiak, ebben az esetben szinte bizonyosan szimula-
ciot kell segitségiil hivnunk. A kiilonbozd statisztikai mutatok, vagy akdr a normalizal6

konstans az esetek tobbségében integralok meghatarozdsat kovetelik meg.

A fejezet masodik felében a leggyakrabban alkalmazott szimuldcids €s integralasi
modszereket mutattam be, azok eldnyeivel és hatranyaival, alkalmazasi lehetdségeivel
egylitt. Az algoritmusok leirdsa mellett egy-egy gyakorlati példa is szerepel, a sziikséges

programot pedig a Fiiggelék minden esetben tartalmazza.
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5. Mintaelemszam tervezése bayesi szemléletben

Equation Section (Next)A harmadik fejezet konkliziéja az volt, hogy javasolt az
el0zetes ismeretek alapjan egy feltétleniil sziikséges nagysdgi minta megkérdezésére,
majd a minta alapjan az elképzelésiinket tovabb pontosithatjuk. A negyedik fejezetben
az eldzetes és a mintabeli informdaciok Osszesitésének modszertandt, majd az igy nyert
poszterior leirdsdt mutattam be. Jelen fejezetben a bemutatott eljarasokat alkalmazom a
mintaelemszam tervezésére. Az egyszerliség €s jobb attekinthetdség kedvéért elsOként a
kétkimenetelll kérdés példdjat tekintem, amely azutdn konnyedén terjesztheto ki a ket-
tonél tobb kimenetelli vdlaszaddsi lehetOségre, kordbbi szOhasznélatunkkal a Likert-
skalara. Bemutatom a konjugdlt analizis 1€péseit, a poszterior 0sszefoglaldsat, valamint
a poszteriorbdl nyerhetd, variancidra vonatkozé informécié felhaszndldsat a sziikséges

mintaelemszdm meghatdrozasara.

5.1. Mintaelemszam tervezése kétvdltozos esetben

Amint az ismert, az ardnybecslés standard hibdjabdl kiindulé mintaelemszam
meghatdrozdas sarokkove a tényleges sokasdgi ardny (lasd (3.2) egyenlet), ami gyakorla-

tilag egy Bernoulli valoszinliségi valtozo @ paramétere.

Legyen Y [ Bernoulli(6). Amennyiben n elemli mintdval rendelkeziink, a

likelihood fiiggvény az aldbbi (0 <@ <1):

L(Q):p(y|9)=(2j0k(1—0)n_k 0<6<1 (5.1)

ahol k a kedvezd kimenetelek (vagy rovidebben a sikerek) szdma a mintdban.
Ahogy azt a 4-2. tdblazat alapjan tudjuk, a konjugdlt prior eloszlds ebben az esetben a

béta eloszlds, de elég csupdn a hasonldsdgot észrevenniink (5.1) likelihood és a béta
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eloszlas striiségfiiggvénye kozott. Szamitsuk ki a poszterior eloszlast a konjugélt prior

Beta (Q(, B ) mellett (4.2) segitségével®.

A szamlalo a likelihood €s a prior szorzatdval ardnyos, azaz:
p(116)p(0)= 8 (1-0)"* 6= (1-0)' =g+~ (1-0)"""

ami mir dnmagdban megadja a poszterior eloszlas slirliségfiiggvényének alakjat. Ah-
hoz, hogy a poszterior eloszlds tényleges siirliségfiiggvényét megkapjuk, sziikségiink

van a nevezore, ami (4.4) alapjan:

B+n—k-1

6“1 (1-0)""" " dg =

P(y):j)‘B(; ;5)

B(a+k, f+n—k)
B(a.8)

B(a+k ,B+n k)

1
J‘ 0(I+k 1(1 0)5"’" —k— ldez
B(a 2 B(a+k, ,B+n k)

Az utolso 1€pésben azt haszndltuk ki, hogy az integral Beta(c_t'+k, ,§+n—k) el-

oszldssa formalhaté a normalizdlé konstans dtalakitasdval, igy az integrdldst elvégezve
egyet kapunk eredményiil. Ez nem minden esetben ilyen egyszeril, hisz ez csupan a
konjugélt prior miatt tehetd meg. Egyéb esetben az integrélast el kell végezni, ami az

esetek dontd tobbségében numerikus integrildst jelent.

Az ut6bbi két eredmény alapjdn a poszterior eloszlas tehat mar konnyedén felirha-

1
_B(Q’é) _ 1 a+k-1 B+n—k-1
p(6]y)= Fonh) _B(Q{+k,,§+n—k)0 (1-0)

Ujra észre kell venniink, hogy egy béta eloszldssal van dolgunk, azaz egyittal be-

lattuk, hogy a béta eloszlds a Bernoulli és a binomiélis eloszlds konjugélt priorja. Ekkor

2 A bayesi irodalomban bevett szokds a prior eloszlds paramétereit alulvondssal, a poszteriorét pedig

feliilvondssal megkiilonboztetni.
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a=a+k é [=p+n-k helyettesitésekkel élve kapjuk a Bernoulli eloszlds

poszterior eloszldsat konjugdlt priort alkalmazva:
_ b
B(a.5)

A konjugdlt prior eloszlds vélasztdsa kényelmes €s gyakori megoldas. Az elosz-

p(6]y)= 6% (1-6)"" 0 Beta(a. B) (5.2)

lascsaldd kivalasztdsa azonban még nem jelenti a konkrét paraméterek megvalasztasat.

Gyakori vélasztds a nem informativ @ = ,é’ =1 béta eloszlas, amely megfelel az egyenle-

tes eloszldsnak, azaz az a priori informécionk csupdn annyi, hogy a paraméter valahol 0

és 1 kozott helyezkedik el. Egy masik gyakori valasztds a Jeffreys-féle prior. Az

1 1

(1x1 méretli) informaciés madtrix format 61t>', amibél a @ 2 (1-6) 2 mag

"
0(1-96)
(kernel) adédik, ami pedig a Bera(0,5,0,5) eloszldsnak felel meg. A Jeffreys-féle prior

tehét proper és némileg informativ, mégpedig az extrém valdszinliségekre helyez relati-

ve nagyobb sulyt.

Amennyiben informativ priort alkalmazunk, tigy a prior béta eloszlas alkalmazan-
d6 paramétereinek meghatdrozdsa nem egyértelmii. A gyakorlatban dltaldban az éatlagra
és/vagy kvantilisekre, vagy a szérdsra adott becslésbdl szamithatjuk vissza az implicit

paramétereket.

Az alabbi, 5-1. dbrdn néhany — erdsen eltérd — prior eloszlast feltételezve mutatjuk
be az eldallé poszterior eloszlast. A fiiggvények azonos feltételezett minta mellett ké-
sziiltek, ahol n=30 és k=10. Az édbra a) pontja olyan priort tételez fel, ahol az ala-
csony értékek kapnak magas sdlyt, mig b) esetben a magas értékek. A c) rész a nem
informativ prior, feltételezése szerint minden lehetséges arany egyenld valdszinliséggel
fordulhat eld. A Jeffreys-féle prior esetét mutatja be a d) dbra, amely az extrémumokra

enyhén magasabb stlyt helyez, mint az egyéb értékekre.

A likelihood természetesen mind a négy esetben megegyezik, hisz az az adatok

hozzéjaruldsat testesiti meg. A poszterior a nem informativ esetekben eltér a prior elosz-

2! Bizonyitdst ldsd a Fiiggelékben.
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14stol, az elmozdulds mértéke a b) dbrdn a legnagyobb, hiszen a likelihood és a prior
igen messze esnek egymdstdl. A mintaelemszdm mar elég nagy ahhoz, hogy az elmoz-

dulds nagy lehessen.

— Prior — Prior
— = Likelihood — = Likelihood
==~ Posterior === Posterior

00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 10
a) p(6)0 Beta(1,10) b) p(6)0 Beta(10,1)
— Prior — Prior
= = Likelihood = = Likelihood
==+ Posterior == - Posterior
I/\\
< - ! ‘\ ~
I3
I
! \
o / \ o~
! \
/ \
| __’//’ “\\ __________ ]
O‘O 0‘2 OI4 0‘6 O‘ﬁ WfO OIO 0‘2 0‘4 OIG O‘B 1‘0
c) p(0)U Beta(1,1) d) p(0)U Beta(0,5,0,5)

5-1. abra: Beta poszterior néhany kiilonb6z6 prior esetén

A nem informativ, egyenletes eloszlds esetén a poszterior megegyezik a

likelihooddal, mig a Jeffreys-féle prior esetén a kiilonbség minimdlis. A tetszdleges bi-
nomidlis mintdra (n,k) és béta priorra (Q{, é’ ) alkalmazhat6é R program a Fiiggelékben

megtaldlhat6. A kod segitségével elvégzett szimulacidk alapjan grafikusan is meggyo-
z0dhetiink réla, hogy elegendden nagy minta esetén a prior jelentdsége egyre kisebb,

még akkor is, ha az messze van az adatoktol és a priorban erds véleményt fogalmaztunk
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meg az ismeretlen sokasdgi ardnyr6l. Nagy minta esetén a likelihood szerepe értékeld-
dik fel, ne felejtsiik el azonban, hogy kis minta esetén az a priori feltételezések hatdsa

nagy lehet.

Jelen esetben egyszerii a poszterior eloszldsban rejld 6sszes informéciot grafiku-
san bemutatni, hisz egydimenzids eloszlasrdl van sz6. Sok esetben azonban egyszerlibb,

ha csupdn a poszterior eloszlds néhdny jellemzdjére hagyatkozunk.

A 5-1. tdblazat a prior és a poszterior eloszlasok jellemz0it is bemutatja. Ez alap-
Jan Ol lathato, hogy a @-ra vonatkoz6 poszterior eloszldsok jelentdsen kozeledtek egy-

mashoz, még egymadstdl gyokeresen eltérd prior valdszinliségek mellett is. Szeretném

kiemelni a nem informativ, Beta(l,l) eloszlast, ahol — mint azt a fentiekben lattuk — a

likelihood megegyezik a poszterior eloszldssal. Ez azonban nem jelenti azt, hogy a

klasszikus maximum likelihood becslés megegyezik a bayesi pontbecslés eredményé-

vel.
5-1. tablazat: A prior és poszterior eloszlasok néhany jellemzdje
Prior Poszterior
Modell Atlag | Szérds | Médusz | Atlag | Szérds | Médusz
p(@) U Beta(l,l()) 0,091 0,083 0 0,268 0,068 0,256
p(@) U Beta(l(),l) 0,909 0,083 1 0,488 0,077 0,487
p(@) [ Beta(l,l) 0,500 0,289 - 0,344 0,083 0,333
p(@) U Beta(0,5,0,5) 0,500 0,354 - 0,339 0,084 0,328

Mig az ML becslés a log likelihood maximalizaldsaval a éML _k becslofiigg-
n

vényt eredményezi, addig a bayesi poszterior a

1
B(a+k,f+n—k)

p+n—k-1

p(6]y)= e (1-6)" 0 Beta(g+k,g+n—k)

formédban irhatd, igy ha a négyzetes veszteség fliggvényt hasznéljuk (mds szo-
haszndlattal ~ pontbecslésként ~a  poszterior  dtlagot  alkalmazzuk),  dgy

A a+k _ kta
boe g+k+f+n—k n+a+p

adodik, ami eltér a maximum likelihood becslés-

_k+1

t6l. Amennyiben a nem informativ priort hasznaljuk, a pontbecslésiink HABMM =
’ n+
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lesz, azaz a nem informativ prior ,,adattartalma” egy siker és egy kudarc. Hasonl6éan

értelmezhetd az altalanos eset is. A Beta(g, é ) alakud prior adattartalma ¢ siker és /_3

nem siker megfigyelés. Alacsony k,n és/vagy sokasigi @ esetén a nem informativ pri-

or igy — az ML becsléshez képest — kifejezetten informativ is lehet. A nem informativ
priorral nyert poszterior eloszlds médusza — jelen esetben — értelemszeriien megegyezik

a maximum likelihood pontbecsléssel.

Természetesen felmeriilhet igényként a pontbecslések mellett egy a klasszikus sta-
tisztikdban intervallumbecslésként ismert halmaz is. Mivel jelen esetben ismert a
poszterior eloszlds, igy elegendd a poszterior siirliségfiiggvény megfeleld kvantiliseit
szamszerisiteni. Igy példdul, amennyiben 90%-os credible set-et (lasd (4.5) egyenlet)
szeretnénk kapni, Ggy az 5. és 95. percentilis kiszamitdsdra van sziikség. Egy masik —
jelen esetben felesleges — megoldds a poszteriorbdl vald szimuldcid, majd a keresett

kvantilisek szimuldlt adatokbdl valé meghatarozasa.

A nem informativ prior esetén kapott poszterior eloszlds a Bera(11,21), aminek

percentiliseit konnyedén megkaphatjuk barmely statisztikai programcsomag segitségé-
vel. A 95%-os valoszinliségi tartomany ez alapjan 0,192-0,514, ami nem a legrovidebb
az ilyen intervallumok koziil, azaz nem HPD (1asd 4.4 alfejezet). A legrovidebb ilyen
tartomany meghatdrozasahoz szintén a szamitogépet hivhatjuk segitségiil. Az R rendel-
kezik azokkal az egyszerll optimalizacids eszkdzokkel, melyek a legrovidebb, a feltéte-
leknek megfeleld intervallum elddllitdsdhoz sziikségesek. A legegyszerlibben hasznal-
hatd, egymdduszi poszterior esetén alkalmazhat6 fiiggvények a hpd és az emp.hpd, me-
lyek konjugalt analizis, illetve szimulélt poszterior esetén adnak megolddst. A 95%-os
HPD intervallum tehédt a nem informativ priorral szdmolva 0,186-0,507. A két interval-
lum kozotti eltérés minimadlis, hiszen a poszterior eloszlds kozel szimmetrikus. A HPD
intervallumtdl balra két-, jobbra hdromszazaléknyi teriilet taldlhatd, azaz ilyen értelem-

ben nem szimmetrikus.

Tegyiik fel, hogy meg akarjuk becsiilni egy kovetkezd, m elemii mintdban a sike-

rek szamat a poszterior tuddsunk alapjan. Az altalanos, (4.11) képlet alapjan:
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p(y*‘y):;[(zjgy* (1_0)m—y*m0a—l (1_0)5—1 46 =

N Y 125 SO

Y B(O_lnb))o y B(O_{"B)

A fenti eloszlas neve a szakirodalomban béta-binomidlis (Gelman et al., 2004).

Amennyiben arra vagyunk kivancsiak, hogy egy m =10 elemii 4j mintdban mi-
lyen valésziniiséggel ériink el sikert y* =0,1,2,...,10 esetben, gy a képletbe helyette-
sitve, majd az eredményt dbrdzolva az aldbbi, 5-2. dbrdn bemutatott valdszintiségeket

kapjuk. A szdmitashoz feltételezem a nem informativ Beta(l,l) priort.

Valészinuség
015 020
1 |

0.10
1

005
1

0.00
1

5-2. abra: Elorejelzés az m =10 esetre

Annak a valdszinlisége, hogy a 10 elemii mintdban a sikerek szdma 1 és 5 kozott

van 85,6%, a 10 siker esélye csupan 0,016% az ismert poszterior alapjan.

Az elOrejelzés a bayesi felfogdsban figyelembe veszi a paraméterekben rejlo és a
mintavételbdl fakad6 bizonytalansigot is a teljes értelmezési tartomanyon torténd integ-

ralés segitségével.

A fenti fejtegetést az tette indokolttd, hogy dichotom kérdések esetén a sziikséges
mintaelemszdmot a sokasdgi ardny hatdrozza meg. A poszteriorban pedig errdl a soka-
sdgi ardnyrdl rendelkezésre allo Osszes (eldzetes €s mintabeli) informacionk tomoriil,

igy felhaszndlhatjuk azt a tovdbbiakban. Bayesi értelemben természetesen a sokasagi
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ardnyr6l nem csupén egy (pl. legvaldszinilibb) értékkel rendelkeziink, hanem egy elosz-
lassal. Ennek megfelelden a (3.2) képletbe nem tudunk kézvetleniil behelyettesiteni. A
legegyszerlibb megoldas a poszteriorbdl szdrmazé véletlen értékek generdldasa, majd
minden generélt értékhez a sziikséges mintaclemszdm kiszdmitdsa. Ezzel megkapjuk a
sziikséges mintaelemszam kozelitd poszterior eloszlasit (lasd Fiiggelék). A szdmola-

sokhoz tovébbra is a 95,5%-0s megbizhatdsdgot hasznédltam fel.

Tegyiik fel, hogy a poszterior tuddsunk a Beta (e, ) eloszldssal irhatd le (fiigget-

leniil attdl, hogy az tisztdn eldzetes informaciébol, vagy mintdbdl is szarmazik). A ka-

1
pott figgvény természetesen 0 €s —- kozott ertelmezett, ahol A =~ az aranybecslés ki-
P

vant hibahatdra. A sziikséges mintaclemszam ezen az intervallumon felvett eloszldsa a

poszterior béta eloszlds paramétereitdl fiigg.

A szilkséges elemszam, Beta(21,11), A=0.05 A szilkséges elemszam, Beta(10,40), A=0.05
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5-3. abra: Sziikséges mintaelemszam kiilonb6z6 béta paraméterek esetén

Az 5-3. 4bra j6l mutaja, hogy a lehetséges mintaelemszdmok mér alacsony béta
paraméterek mellett is elszakadnak a lehetséges maximumtdl. Gyakorlatilag nincs a
maximum kornyékén slrlisége a mintaelemszam eloszlasdnak, ha a poszterior béta el-

oszldsa p=0,5 értéket csak kis valdsziniiséggel tartalmazza.

A fentiekben a binomidlis eloszlds példdjan keresztiil mutattuk be a bayesi alapel-
veket. A kovetkezd alpontban azt vizsgéljuk, hogy a klasszikus statisztikai eszkozokkel
mar hosszasan vizsgdlt Likert-skdlds mintaelemszdm tervezés a bayesi keretek kozott

hogyan hajthat6 végre.

5.2. Mintaelemszam tervezése Likert skadlak esetén

A bayesi statisztika eszkoztara lehetOséget ad szdmunkra, hogy a mintaclemszam
tervezésekor ne csupdn eldzetes ismereteinket haszndljuk fel a priorba dgyazva, hanem
— amennyiben erre lehetdség van — kombindljuk azt egy kezdeti mintavétel eredményi-
vel. Ehhez definidlnunk kell egy prior eloszldscsalddot, meg kell hatdroznunk a prior
ismereteinknek megfeleld paramétereket, majd a Bayes-tétel segitségével kombindlnunk
kell azt a minta likelihoodjaval. Az igy nyert poszterior dsszefoglalja a tuddsunkat, a
feladatunk ennek a slrliségfiiggvénynek az ,,0sszefoglaldsa” és a mintaeclemszdmra vo-
natkoz6 hatdsok elemzése. A mintavétel nyelvezetére és a harmadik fejezet ajanldsaira
leforditva ez azt jelenti, hogy a kétlépcsds mintavétel bayesi szemléletbe valo 4tiiltetése
gordiilékenyen, a szemlélet logikdjanak megfelelden elvégezhetd. Jelen pontban ezt a

gondolatmenetet mutatom be.

Az eldz6 alpontban megismert Bernoulli és binomidlis eloszlds és béta-eloszlasu
konjugdlt prior eloszlds 4dltalanositdsdval oldhaté meg a jelen probléma. A Bernoulli

eloszlds paramétere tulajdonképp két esemény valdszinliségére vonatkozd kételemu

paramétervektort (6,1—6) hatdroz meg. Ennek Kiterjesztése kettonél tobb, k kategorid-

ra adja az un. kategérids eloszlds (categorical distribution) alapétletét. Bernoulli-
kategorids eloszlasok parhuzamdhoz hasonléan lathaté be a binomidlis-multinomidlis
eloszlasok kapcsolata. Mivel minden kategorids eloszlasu kisérlet végeredménye ponto-
san egy kategdridba vald keriilés, a multinomidlis eloszlds n darab ilyen kisérlet vég-

eredményét irja le egy vektor segitségével. Tovdbbi parhuzam figyelhetd meg a prior
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vdlasztdsaban. A két kimenetelt vizsgal6 esetben a konjugélt prior a béta eloszlés volt, a
tobb kimenetelt megengedd, most vizsgdlandé eset pedig a béta eloszlds dltaldnositott
verzi@jat, az un. Dirichlet eloszlast (Gelman et al., 2004) alkalmazza. (A Dirichlet elosz-
14s stirliségfiiggvényét, jellemzoit, valamint néhdny rd vonatkozé 4bréat lasd a Fiiggelék-

ben.)

Legyen tehdt Y [l Kat(0), ahol 0=(6, 6, ... 6,) egy k eleml vektor, ahol

k
Zé’j =1. Ez az eloszlas irja le annak valdsziniiségét, hogy egy adott egyén a j. katego-
j=i

riat vélasztja. Amennyiben rendelkeziink egy n eleml mintaval, a likelihood ardnyos az

aldbbi kifejezéssel:
k k
L(0)=p(y[0)<[To/  Dnm=n0<6<1 (5.3)

ahol n; a j. kategoridba es6 mintaclemek szama.

A konjugalt prior eloszlds a Dirichlet eloszlds, ami a binomidlis eloszlas tapaszta-
lataibol és a stirliségfiiggvény alakjabol egyértelmiien latszik. A normalizdlé konstans-

sal nem szdmolva a poszterior eloszlds konnyedén meghatdrozhat6 a szokdsos mdédon.

A Dir(g)prior (paramétereit alsé vondssal jelolve) és a likelihood szorzataval ardnyos

poszterior:

k k

p(6]y)e< p(5/0) p(0) =] &} x[]67" = Ha?f*”f“ 0 Dir (@) (5.4)

ahol @, =¢@; +n; minden j=12,....k esetére. Gyakorlatilag ugyan azt az eredményt

kaptuk, mint a binomidlis esetben. A Dirichlet eloszlds a multinomidlis eloszlas konju-
galt prior parja, a poszterior egyszeriien meghatarozhatd, a prior paramétervektordhoz a

megfigyelések megfeleld paramétervektorat kell hozzaadnunk.

Sajnalatos médon a poszterior eloszlas siirliségfiiggvényét csak 3 kategdria eseté-
ig lehetséges felrajzolni az elsO két valdszinlis€ég koordindtdi segitségével, igy a
poszteriorban rejld tuddst mds médon kell bemutatnunk. Vegyiik észre, hogy ha nem
rendelkeziink mintdval, akkor lehetdségiink van csak a priorban 1év6 informaciok kinye-

résére is az alabbi mddon.
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Tegyiik fel, hogy a Dir(ﬁ) poszterior eloszlds paramétervektora a fenti jelolése-

inknek megfelelden (@, @, ... @,).Azebbdl az eloszlasbol nyerhetd véletlen érték

egy k eleml vektor egységnyi sorOsszeggel. Az egyes vektortagok varhato értékét a
k

Dirichlet eloszlds tulajdonsdgai alapjan ismerjiik, az a j. kategodria esetén cT/j/ Z a;
j=1

értéket vesz fel.

Amennyiben a kategoéridkhoz a 1,2,...,k szdmértékeket rendeljiik, a poszterior
egyetlen realizacidjdhoz meghatarozhatdé a variancia (hisz a realizdcié szolgiltatja a
sulyokat), igy a sziikséges minta elemszdm is el6dll. A poszterior szimulédcidja tehat

egyben a sziikséges mintaelemszam szimuldlt eloszlésat is eldallitja.

5.2.1. Nem informativ konjugélt prior

A béta eloszldshoz hasonléan a Dirichlet eloszlds esetén a nem informativ prior a

Dir(l) eloszléds. Ez az eloszlds gyakorlatilag egyenletes eloszlast tételez fel az Gsszes

lehetséges k eleml vektoron, azt a véleményiinket tiikrozi, hogy a kimenetek tetszole-
ges megoszlast felvehetnek egyenletes valdszinliséggel (lasd a 3.6. fejezet feltételezésé-
nek parhuzamdét). Amennyiben nem rendelkeziink mintabeli informédcidkkal és a nem
informativ priort hasznéljuk, a klasszikus médon kapott eredményeket kell tapasztal-
nunk. Az analitikus megoldads nem tiinik célszerlinek, ezért szimuldciés modszerrel ko-
zelitjiik a sziikséges mintaeclemszam eloszlasat, a sziikséges program a Fiiggelékben

megtaldlhato.

A kapott eredményeket a 5-4. dbrdn foglalom 6ssze. Annak érdekében, hogy az
eredmények Osszehasonlithatéak legyenek a 3-16. tdbldzatban kozoltekkel, a futtataso-
kat otfokozata skdldkra és azonos deltdkra végeztem, egyenként 1 000 000 iteraciét al-

kalmazva.
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A szilkséges elemszam, a=(1,1,1,1,1), A=0.005
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5-4. abra: Sziikséges mintaelemszam Kiilonb6zé hibahatarok és nem informativ prior esetén

A bayesi statisztika logikdjanak megfeleléen az eredmények természetesen (szi-

muldlt) eloszlasok, amiket valamilyen médon 6ssze kell foglalnunk. Az eloszldsok alak-

jai gyakorlatilag megegyeznek, a kiillonbség a vizszintes tengely értékeiben van csupén.

A fenti eloszlasok becsiilt varhaté értékei sorrendben:

5-2. tablazat: Sziikséges mintaelemszamok varhato értéke otfokozata Likert-skala esetén,

elore adott hibahatarok mellett, bayesi kozelitésben

A E(n)
0,005 | 266 616,5
0,010 66 669,5
0,050 2 667,0
0,100 666,5

111



A kapott értékek a szimuldciobdl ad6dé pontatlansdgon kiviil gyakorlatilag meg-
egyeznek a varhat6 értékkel foglalkozé 3.6. fejezetben analitikusan levezetettekkel. A
megkozelités elonye ugyanakkor, hogy a varhat6 érték pontbecslése mellett tetszdleges
val6szinliségli intervallum meghatarozdsa is egyszerii. Amennyiben nincs eldzetes in-
formacionk és 95% bizonyossdgot szeretnénk abban, hogy elegendd mintdt vesziink

A =0,100 pontossag mellett, ~1114 elemli mintdt kell venniink (az empirikus eloszlés

95. percentilise)zz.

5.2.2. Informativ konjugélt prior

Nem informativ konjugalt prior felallitdsa azért nehéz, mert a Dirichlet eloszlds
paraméterezése nem trividlis. Mivel a paraméterek ardnya egyben a kategoridk valdszi-
nliségének varhat6 értéke is, célszerli a paraméterek egymdashoz viszonyitott ardnydnak
meghatarozasdval kezdeni az informativ prior feldllitdsat. Tegyiik fel, hogy k& fokozati
skalat szeretnénk alkalmazni és a prior tuddsunk az, hogy kozelitdleg — a kordbbi sz6-
haszndlattal élve — egyenletesen novekvd eloszldst kovetnek a védlaszlehetdségek. Mivel
tudjuk — a Dirichlet eloszlés jellemzdi alapjdn —, hogy az adott kategéria bekdvetkezési

val6szinliségének varhato értékeit csak a paraméterek egymdshoz viszonyitott ardnyai

hatdrozzdk meg, ajanlott Dir(a,2a,3a,...,ka) struktirdjd prior alkalmazdsa, ahol az a

paraméter bayesi sz6haszndlattal a prior feszességét adja meg. Minél nagyobb a értéke,
anndl biztosabbak vagyunk az egyenletesen ndvekvd eloszldsban. Annak érdekében,
hogy a kiilonbozd priorok 6sszehasonlitdsit ne befolydsoljdk az adatok, a priorok érté-
kelését elvégezziik tigy, mintha azok poszteriorok lennének, szintén 1 000 000 szimula-

cio segitségével.

2 Vegyiik észre, hogy a klasszikus statisztika 4ltal szolgaltatott formula — szimmetrikus eloszls

esetén — ilyen értelemben csak 50%-os bizonyossagal elegséges méretli mintat eredményez.
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5-5. abra: Sziikséges mintaelemszam Kkiilonbozé feszességii, egyenletesen novekvo eloszlast leiré
priorok esetén

Az 5-5. dbra a fent bemutatott priorok dltal implikalt mintaelemszamokat abrazol-
ja az a=1,2,5,10 esetekre. A kozel azonos vérhaté értékek mellett a sziikséges
mintaelemszdm szordddsa jelentés mértékben csokken a priorban taldlhat6 tobblet in-
formacionak koszonhetden. A sziikséges mintaelemszdmok eloszldsanak becsiilt varha-
t6 értéke kerekitve rendre 2 339, 2 409, 2 456 és 2 473 darab. Ezek az értékek jol latha-
téan konvergdlnak a 3-10. tdbldzat megfeleld adatidhoz, ami 2 489. Ezt az értéket
a — o esetén kapndnk, ami tulajdonképp azt jelentené, hogy a 1épcsds eloszldsba vetett
hitiink nagyon erds. Mindez azt mutatja, hogy az eldzetes informécionkkal egyiitt azok
bizonytalansdga is konnyedén épithetd be a bayesi keretrendszerben, mig klasszikus

esetben ez nem igazdan lehetséges.
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Amennyiben a nem informativ prior mellé lehetdségiink van adatok begytijtésére
is, akkor a (5.4) formula segitségével eldallitott Dirichlet-eloszldsban rejld informaciok

bemutatasa a feladatunk.

A fejezetben a bayesi elvek alkalmazasit mutattam be a mintaeclemszam tervezés
kapcsan. A kétvaltozds eset konjugdlt analizise utdn a Likert-skdlds kérdések mellett
alkalmazhato eljarast is bemutattam. Az eredmények nem informativ prior esetén teljes
mértékben 0sszhangban vannak a klasszikus esetben bemutatottakkal. A bayesi megko-
zelités eldnye, hogy a bizonytalansdg (miszerint az elGzetes feltevésiink az eloszldssal
kapcsolatban nem teljesen pontos) konnyen kezelhetd. Hétranyként fogalmazhatjuk

meg, hogy az informativ prior eldallitdsa gyakorlati esetben nem kézenfekvd.
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6. Osszefoglalas, tovabbi kutatasi iranyok

A doktori disszertdiciomban a mintavétel egyik fontos részteriiletével, a
mintaelemszdm tervezésével foglalkoztam. Az elsO fejezetben a bevezetés mellett be-
mutattam a kutatdsi irdnyokat és a dolgozat szerkezetét. A masodik fejezetben a mérési
skalak rendszerét, illetve az ehhez kapcsol6dé tudoményos vitdt tekintettem 4t azzal a
céllal, hogy jobban megértsem a statisztikai muveletek alkalmazhatésaginak feltételeit
Likert-skdlas lekérdezések segitségével nyert valtozok esetén. A harmadik fejezetben a
mintaelemszdm tervezés hagyomdnyos, ardnybecslésre épiild6 mddszerének bemutatidsa
mellett kidolgoztam a Likert-skaldk esetére alkalmazhaté képleteket, eljarasokat. A fe-
jezet konkluzidjaként azt taldltam, hogy az dltalam javasolt mintaclemszadm tervezés
mellett sziikség szerint el0zetes mintavételt kell végrehajtani. A két informacioforras
Osszefogdsa legegyszeriibben a bayesi keretek kozott oldhaté meg, melynek legfonto-
sabb fogalmairdl és eljarasairdl rovid Osszefoglalét adtam. A komplex, mindkét infor-
maécidforrast figyelembe vevd bayesi eredmények leirdsa adja a dolgozat 6tddik fejeze-

tét.

Az aldbbiakban a bevezetében mdr taglalt hipotézisekre adott vdlaszaimat fogla-

lom dssze roviden.

1. A Likert-skalas lekérdezések segitségével nyert valtozok esetén a moéd-

szervalasztas kiilonos jelentoséggel bir.

A mérési skdldk elmélete és az azzal kapcsolatos tudomdnyos vita ravilagit arra,
hogy a komoly irodalmi csatdrozas ellenére tovdbbra is tobb vélemény, ha gy
tetszik iskola létezik. A klasszikus nomindlis-ordindlis-intervallum-ardny skdla-
rendszer hidnyossdgait tobben jelezték, az egyik — témakoriink szempontjabol je-
lentOs - kritika az, hogy adott valtozok bizonyos esetekben nehezen sorolhatdk be
a fenti kategoéridkba. A Likert-skdla kapcsin felvetddik a kérdés, hogy ordindlis,
vagy intervallum skdla er0sségili eredményeket kapunk-e felhasznédldsdval. Mindet
azért fontos, mert a leggyakrabban alkalmazott statisztikai médszertanok csak in-
tervallum, vagy ardny skélan értelmezhetéek. A Likert-skdlds alkalmazasok esetén

a leggyakrabban praktikus szempontok érvényesiilnek, torekedni kell arra, hogy a
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valtozoértékek valdban ekvidisztansok legyenek. Amennyiben ez a lekérdezés
formdjaval (megfeleld kérdésfeltevés, kategérianevek) nem biztosithatd, dgy

ordindlis skdlan mért valtozoként kell kezelniink az eredményeinket.

2. Amennyiben rendelkeziink Kiilsé informaciéval a sokasagi eloszlasrol, az
hatékonyan alkalmazhaté az  elézetesen kalkulalt sziikséges

mintaelemszam csokkentésére Likert-skalas kérdések esetén is.

A hagyomdanyosan alkalmazott — ardnybecslés hibahatardbdl kiindulé -
mintaelemszdm tervezés esetén is lehetdség van kiilsd informdaciok felhasznalasa-
ra, ekkor a sokasdgi ardnyrdl élhetiink feltételezéssel. Ezzel analég médon alkal-
mazhaté kiils6 informdacié abban az esetben, ha varhat6 értékre vonatkozd becslést
kivanunk végrehajtani. Ebben az esetben a sokasdgi variancidrdl kell tuddssal ren-
delkezniink. Mivel ez a gyakorlatban ritkdn fordul eld, azt a megkozelitést alkal-
maztam, hogy nem a variancidr6l, hanem az azt implikédl6 eloszlasrél van sejté-
siink. Amennyiben kevés kimenetelll a valtozonk, tgy definidlhatok olyan tipikus
eloszlasok, melyek esetén a variancia konnyen meghatarozhatd. A variancidk se-
gitségével szamitott mintaelemszamok azt mutatjdk, hogy a sziikséges
mintaelemszam akar tizszeres is lehet a kiillonboz6 eloszlasok kozott. Amennyiben
tehat rendelkeziink informdcidval, annak tervezésbe vald beépitése jelentdés meg-

takaritdsokat jelenthet a mintaelemszam tekintetében.

3. Adott kivant hibahatar és megbizhatésagi szint esetén meghatarozhat6 a

sziikséges mintaelemszam varhatoé értéke.

Abban az esetben, ha nincs eldzetes elképzelésiink a vélaszlehetdségek kozotti
megoszlasrol, azt feltételezziik, hogy minden lehetdségnek azonos a valdsziniisé-
ge, ugy a mintaelemszdmok varhat6 értékére (és eloszldsdra) vagyunk kivancsiak.
Egy konkrét eset bemutatdsa utdn dltalanos esetben is sikeriil meghatiroznom a

keresett varhat6 értékre vonatkoz6 — meglepden egyszerii — képletet.

4. Az elozetes informaciok és egy esetleges elozetes mintavétel adatainak
Osszesitése a bayesi keretrendszerben probléma nélkiil megoldhaté. A
bayesi modszertannal kiszamitott sziikséges mintaelemszam értékek a
klasszikus statisztikai modszerekkel szamithato értékekkel Osszhangot

mutatnak.
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A bayesi megkozelités egyrészt prior, masrészt mintabeli informdciok meglétét
feltételezi. A klasszikus eredményekkel val6 6sszehasonlitds igy lehetséges, hogy
a priorba beépitjiik az aranyrol, vagy az eloszlds formdjarol rendelkezésiinkre all6
adatokat, majd ezt az eloszlést tekintjiikk egyben poszteriornak is. A két megkoze-
lités kiillonbsége, hogy a bayesi esetben egy konkrét érték helyett egy eloszléds az
eredmény, melynek varhat6 értéke azonban a két vizsgalt esetben kozelitden meg-

egyezik.

5. Az elozetes informaciok bizonytalansaga és a mintavételi hiba figyelembe
vehet6 a bayesi gondolatvilaghban, ami egyértelmiien elonyt jelent a klasz-

szikus megkozelitéshez képest.

Az elOzetes informdaciok a bayesi keretek kozott egy megfeleld eloszlascsaladba
tartozd eloszlds paraméterein keresztiil épithetdk a modellbe. Az ehhez tarsuld,
mintabeli adatokat leiré likelihood segitségével meghatdrozott poszterior szintén
egy eloszlas, azaz nem csupan egy pontbecslés, definicidjandl fogva tartalmazza a
variancia és ezzel egyiitt a sziikséges mintaclemszam bizonytalansdgat. Az isme-
retlen (ténylegesen sziikséges mintaelemszam) sokasdgi paramétert nagy valdszi-
nliséggel tartalmazd intervallum meghatdrozédsa bayesi értelemben magétdl érte-

t6do.

Tovabbi kutatési teriiletként két irdnyt vidzolok fel roviden. Egyrészt a becslés té-
makorébdl kilépve a hipotézisellendrzés esetén felhaszndlhat6 eljarasok kidolgo-
zasa a kovetkezd célom. Az ilyen jellegl vizsgdlatok figyelembe veszik az elérni
kivant « szignifikancia szint mellett a masodfaju hiba elkovetésének valoszinii-
ségét, illetve a préba erejét is. Tovabbi kutatdst indukdl az egyszerii véletlen min-
tavételtol eltérd, példdul rétegzett mintavétel esetén torténd mintaelemszam meg-

hatarozas.

A masik fontos kutatdsi irdny a bayesi statisztika €s okonometria alkalmazédsainak
megismerése és lehetdség szerinti fejlesztése. A klasszikus statisztikai eszkoztar
valamennyi mdédszere becsiilhetd bayesi értelemben is, sok esetben — megfeleld
nem informativ priort hasznélva — pedig elkeriilhetdek identifikdciés problémdk is
a segitségével. A bayesi okonometria gazdag nemzetkozi irodalma j6 alapot nyu;jt

ehhez a jovobeli kutatdsi irdnyhoz.Equation Section (Next)
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7.  Fiiggelék

Equation Section (Next)7.1. Az els0 k szdm atlagtdl mért silyozatlan eltérés-

2 2 2
SS‘k)z(l—mj +(2—ﬂj +...+(k—ﬂj =
2 2 2

2
=(12+22+...+k2)—(1+2+...+k)(k+1)+k(%) =

négyzetdsszege:

k(k+1)(2k+1)  k(k+1) k(k+1)  (k=1)k(k+1)

6 2 4 12

7.2. Az 4tlagos (relativ gyakorisdgokkal silyozott) eltérés-négyzetdsszeg a parat-

lan szimmetrikus esetben:

. k+1Y k+1Y k+1 k+1Y k+1Y
MSS(k):pl(l——z j +p2(2—7j ++pk+l(7—7j +...+pk(k—7j

2

mivel

Py = DPisPy = DPrpse--
LB () (o k[ k)
2 2 2 2

¢és a kozépso tag 0, ezért

k-t

. 2 k+1Y
(k") _ :
MSS*® =2 l:pj(]—Tj
=

7.3. Variancia piramis eloszlas esetén

* x-1 - x-1 -3 +2
wmss' ) =2x S L (jox) =2x []__2] +jj:

Ismeretes, hogy
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ebbdl

az atlagot visszahelyettesitve

MSS"‘”JE—I)(M)_(]{; 5

6 6

7.4. Variancia forditott piramis eloszlas esetén
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7.5. Variancia extrém egymoduszu eloszlds esetén

»
L
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J
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=2
2 > >

64 24 32

_2¢({(k-1)2(k+1)2 (k=Dk(k+1)’ +(k—1)(k+1)3}:

(k=1)(k+1)’
192

" (k=1)(k+1)" (k+3)

=2 (k)
? 9%

[3(k=1)-8k+6(k+1)]=

7.6. Variancia egyenletesen novekvo valdszintiségek esetén

L2 2k+1Y
Mss™) = / ('— j
Zk(kﬂ) K

j=

ismeretes, hogy

a dolgozatban alkalmazott jelolésekkel

k

2y , i

Mss®) = = _(2k+1j _k(k+1) 4k +4k+1 _ (k=1)(k+2)
k(k+1) 3 2 9

7.7. A varhato érték meghatarozasahoz sziikséges megfontolasokat az alabbiakban

mutatom be:

Irjuk fel a varianciak varhaté értékét a kovetkezé médon:

Zk:ni'iz Zk:”i'i E(Zk:nz"in El:(anlj:l
‘ ‘ =l S (7.1)

E(O-j’k):E l:ln - I:In n n

Ezutin az egyenletben szerepld két vérhaté érték meghatdrozasa a feladat. frjuk

fel elobb az
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E(Zk: n, .in (7.2)

n+k-1

kifejezést. Mivel tudjuk, hogy ( ] kimenetel varhat6 értékét szeretnénk

kiszamolni, méghozza az egyenld silyozds miatt ,,sulyozatlanul”, ezért az alabbi, kibon-
tott alakban irhatjuk fel az O0sszeget. A felirdsban a jobb atlathat6sdg kedvéért vala-

mennyi kimenetelt kiilon zardjelezem.

(0124027440 (k=1)" +n-k2)+(0- 1 +0-22 +_.+1-(k=1)" +(n—1)- k7 ) +...
n+k—1
k-1

A (=) P 122440 (K =1) 40K )+ (n 1P 40-27 + 40 (k—1) +0-K7)

nt+k—1 -
k-1

Vegyiik észre, hogy valamennyi kimenetbdl kiemelhetjiik 1°-t. Az 1* kifejezés

J alkalommal O-val ,,van pélrban”23 ,

n+k-1 ) n+
alkalommal szerepel, amibdl

(n+k—3

k—
J alkalommal 1-essel, végiil [k j=1 (jelolésiink szerint az utolsd) alka-

lommal 7 -nel. Tekintsiik tehat kifejtve csupan az 1> kiemelése utdn megmaradé ssze-
get:

P-(040+...+0+1+1+...4+(n=2)+(n—1)+(n-1)+n)+...

n+k-1
k-1

» Amennyiben barmely vilaszlehetéség 0-val van parban, az azt jelenti, hogy az adott lehetdséget senki

sem valasztotta. Ez természetesen azt jelenti, hogy annyi ilyen eset van, ahanyféleképp k—1 elem n -ed
osztalyd ismétléses kombindcidja képezhetd. Amennyiben 1-gyel van parban a valaszlehetéség, gy k —1

elem n—1-ed osztalyd ismétléses kombinacidirdl van szd, altaldnossdgban amennyiben az adott vélaszle-
hetdségre m(O <Sm< n) védlasz érkezett, azaz m-mel van pdrban, gy k—1 elem n—m-ed osztilyd

ismétléses kombindcidirdl beszélhetiink.
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Végezziik el a kiemelést 2232 ... k*-re is! A kiemeléseket elvégezve azt vehet-

jik észre, hogy a négyzetszamok egyiitthat6i azonosak, hisz teljesen mindegy, hogy
melyik szdmot (valaszlehetdséget) vizsgaljuk, a ,,parok” ugyan azok maradnak, igy a

teljes Osszegre az alabbiakat irhatjuk fel:

(040+...4+0+1+1+...+(n=2)+(n—1)+(n—1)+n) (P +2° +...+k’)
n+k-1
k-1

Mivel tudjuk, hogy a fenti kifejezés elsé tényezdjében hany darab 0, hdny darab

1-es stb. szerepel, valamint kihaszndlva az els6 k£ négyzetszdm 6sszegérdl ismert Ossze-

fliggést, a kovetkezd zart alakot frhatjuk fel:
Z": n+k—=2—j\ | k(k+1)(2k+1)
k-2 )7 6

_ =
n+k-1
k—1

A kovetkezo 1épéshez sziikséges Osszefiiggés igazolasat terjedelmi okok €s a gon-

dolat folytonossdga miatt a Fiiggelék 7.8. pontjdban mutatom be.

A bizonyitott z b2

j=0

S(ntk=2—j) . (n+k=1) e
j= v Osszefiiggés felhasznédldsaval, va-

lamint egyszertiisitések elvégzése utan kapjuk a sziikséges részeredményt:

E(iz::ni‘izj:n(k+l)(2k+l) 73)

6

A fentiek utdn meg kell hatdaroznunk a kovetkezd, (7.1)-ben szerepld kifejezést:

E{(Zn l” (7.4)

A (7.2) kifejezés meghatarozasandl alkalmazott mddszerhez hasonléan most is

n+k—1
felirhatjuk az ( i1 j kiilonboz6 hatvanyozandé osszegét kifejtve:
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2

(0-140-24...40-(k=1)+n-k) +(0-140-24...+1-(k=1)+(n—1)-k) +...
- n+k—1
ey
A ((n=1) 14124 40-(k=1)40-k) +(n-140-2+...40-(k—1)+0-k)°
n+k—1 -
e

Emeljiik négyzetre valamennyi n tagi Osszeget. A négyzetre emelés utin kiilon

csoportosithatjuk a négyzetes (A), illetve a vegyes tagokat (B).

Az attekinthetdség érdekében tekintsiik elsoként a négyzetes tagokat:

[UY-P)+(O?22y+Hs+@ﬂ-kﬂ}+[@ﬁ-V)+(0”22)+”;+@2(k—lf)+«n—lf-kﬂ}+”.

A=
o
ot (=1 (22 (07 (k=) (078 [ (1) (0204 (0247
v

A négyzetes tagok esetén az el6z0 varhat6 érték meghatdrozasandl alkalmazott so-

rozatos kiemelést (12,22,...,k2) alkalmazva struktirdjaban hasonlé eredményre jutha-

tunk. A kiilonbség csupdn az, hogy szorzétényezdként a futdindex négyzetesen szere-

pel:
n(n+k=2-j) ,| k(k+1)(2k+1)
gl k-2 )Y 6 )
n+k—1 -
k-1
A kovetkezo 1épésben felhaszndlom a
“(n+k=-2-j) , (n+k-1 n+k-1) . . . .
SjT= +2- Osszefiiggést, valamint egyszerli ekvi-
P k-2 k k+1

valens atalakitdsokat végzek el. A felhasznélt egyenldség konnyedén beldthat6 a Fiigge-
1€k 7.8. pontjanak instrukcidéi alapjan. A négyzetes tagok Osszege a fentiek alapjan a

kovetkezo alakban irhato:
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(k+1)+2(n-1)
6

A= (2k+1)-n (7.5)

A négyzetes tagok Osszegének meghatdrozdsa utan tekintsiik a vegyes tagokat. A

vegyes tagok esetén is kiemeléseket kell elvégezniink.

. 2[{0-1:0-2+0-1:0-3+...40-1-2-k} +{0-2:0:3+0-2:0- 4+...+0-2-n-k} +...+{0- (k—1)-n-k} |
n+k—1
gy
2[{0-1~0~2+0-1~0~3+...+0-1.(n—1)-k}+{0-2-0-3+...+0-2-(n—1)-k}+...+{1-(k—1)-(n—1).k}]
n+k—1
)
2[{n-1:0-24n-1-0-3+...+n-1-0-k}+{0-2:0-3+0-2:0-4+...+0-2:0-k} +...+{0- (k—1)-0-k} ]

n+k-1
k-1

Els6ként az Ssszes sor” els6 tagjanak elsé tagjabdl emeljiink ki 1-2-t. A kiemelés

n+k—4

+

+

n+k-3 k-3
utan alkalommal marad 0-0, alkalommal 0-1, o3 alka-

n+k—4 -3 25 <.
alkalommal n-0 . Végezziik

k
lommal 05, [ j alkalommal 1-0, végiil (k

el a kiemelést 1-3 -ra (minden sor elsd tagjanak masodik tagjabol), 1-4-re, végiil 1-k -
ra. Bzt kovetSen emeljiink ki 2-3-at, 2-4 -et, legvégiil (k—1)-k -t. Valamennyi kieme-

1és utdn ugyanaz az 0sszeg all eld, igy ezt az Osszeget kiemelve kapjuk a kovetkezoket:

n+k-—1
* Egy sor egyetlen étlag kibontdsdb6l szdrmazé vegyes tagoknak felel meg, igy Osszesen [ r—1 ]

darab sorbdl 4ll a fenti 6sszeg.

n+k-3-f-g

f—3 ] alkalommal marad f-g,

» Altaldnossagban (bdrmely szorzat kiemelése utdn) [
0<f+g<n.
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{("Zf?%-o{"ij}o-1+...+[ll:§jo-(n—1)+(];:§jo-n}+_
+ ("Zf;ﬂl-0+("Zf;5j1-1+...+[i:31-(n—l)}+

n+k-—1
k-1

{2413+ 41k +{2:3+2- 44+ 2k + . +{(k=1) -k} ]

A fenti kifejezés elso tényezdjének soraibdl rendre 0-t, 1-et, ..., n—1-et kiemelhe-

n+k—-3—j

tilnk. A kapcsos zardjelekben ekkor Z( 3

j' J tipusu 6sszegek szerepelnek a

kiemelt szamokon kiviil. Amennyiben azt a sort tekintjiik, ahol m -et emelhetiink kiZ6, a

. . ) nlin+k—=3-m—j) |
kovetkezd Osszeget kapjuk: m- E 3 y
=0 -

A fenti kifejezés elso tényezdjének szamldldja tehat az alabbi zart alakra hozhato,
amit a mdr jol ismert — fiiggelékben bemutatott — 0sszefiiggés kétszeri alkalmazasaval

egyszertien kiszdmithatunk:
u in+k=3-m—j)\ . u n+k—2-m n+k-1
m=0 =0 k-3 0 k-1 k+1

A kifejezés mésodik tényezdje, melyben a kiemelt szorzatok Osszege szerepel,

megfeleld kiemelések utdn®’ a kovetkezé alakra hozhato:

26 . . .. . s
Az m+1. sorrél van sz6. Az 0sszeg 6sszesen n+1 sorbdl all.

T Elséként k -t, majd k —1-et stb. emelhetiink ki. A kiemelések utdn rendre a kiemelt szdmndl eggyel
kisebb szdmig terjedden a szdmjegyek 0sszege marad tényezdoként; ezek utdn zart alakra hozhat6 az 6sz-

szeg.
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(k=1)k(k+1)(3k+2)
24 '

A vegyes tagok 0sszege tehat a kovetkezoképp irhato fel:

2("+k_lj(k—l)k(k+1)(3k+2)

k+1 n(n=1)(k=1)(3k+2)

+hk—1 -
4 n 12
k-1

Felhasznélva a négyzetes tagok Osszegérol €s a vegyes tagok 0sszegérdl megélla-

(7.6)

pitottakat, némi 4talakitast elvégezve a kovetkez6 eredményt kapjuk (7.5) és (7.6) fel-

hasznalasaval:

12

E{(éni'ijz}:A_kB:k(k—l)n+(3k+1)(k+2)n2 o

Ne felejtsiik el, hogy ez csak részeredmény. A megoldast a variancia véarhat6 érté-

kére keressiik. A felirt és bizonyitott (7.3) és (7.7) Osszefiiggések alapjan tehat:

:E(Z’“j EKZ"H (k+1)(2k+1) k(k=1) (3k+1)(k+2)

2 — — — _ —
E(a””‘) n n’ 6 12n 12

7.8. A varhat6 érték meghatiarozasdhoz sziikséges tétel €s bizonyitdsa:

“(n+k—j=2 n+k-1
Tétel: z / =
JA:O k - 2 k

Bizonyitds: Tekintsiik a Pascal-féle haromszog egy kivéalasztott darabjat. A bizo-
nyitandé allitds bal oldalan lathat6 6sszeg binomidlis tagjai jol kivehetden a hdromszog
k=2

‘n, j=n-—1 esetre
k-2

egy ,atlgjat” alkotjdk. Példaul j=n esetre az Osszeg tagja (

k-1
(k 2j-(n—l) stb. Az egyes binomidlis kifejezések szorzétényezoként szerepelnek a

futéindex mellett. Jeloljiik az abran kis indexekkel azt, hogy ,,hdny darabot” kell ossze-

adnunk az adott kifejezésbol. Az aldbbi dbran tehat a fenti 6sszeg egy darabja lathato.
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T (o I e

k-2 k-1
Az 0sszegzés megkonnyitése érdekében hasznaljuk ki, hogy (k 2) = (k 1] , va-

. k-1 k-1 k o ,
lamint, hogy (n-1)- L +(n-1)- 1 =(n-1)- 1 . A fenti 9sszegzések el-

k-1 k
végzése utdn vegyik még észre, hogy (k J :[kj' Ekkor az Osszeg abrazolhat6 a

kovetkez6 mddon, kis indexekkel djra az 6sszegzendé mennyiséget lathatjuk:
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k+1 k+1
k-2 s k—1

Ezutdn a kovetkez6 algoritmus alapjan kiszamithatjuk a kovetkezd 1€pés eredmé-

k k
nyét: parositsuk az n—2 darab 0sszeadando (k 2) -t n—2 darab (k J -gyel. A ma-

k k
radék 1 darab (k J -et pedig (k]—val. Ekkor az aldbbi dbran szemléltethetjiik az

eredményt:
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|

(k+1j [k+1j [k+1j
k=2 s k-1 o k .

A fenti 1épéseket addig végezziik, mig az aldbbi 6sszegzenddket nem kapjuk:
n+k-5
k=2
(n+k—4j (n+k—4] [n+k—4
k=2 ) k=1 ), k
n+k-3 n+k-3 n+k-3
k=2 ) k-1 k
n+k—-2 n+k—-2 n+k—-2
k=2 ) k-1 k

n+k-2
A fenti, egyszerli lépéseket tovabb alkalmazva eljuthatunk( ‘ j és

n+k-2 . (n+k-—1 .
L Osszegéig, ami L . Ezzel a bizonyitand¢ allitast belattuk.
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n(n+k=2-j) , (n+k-1 n+k—-1Y) _ L o
A cj= +2- Osszefiiggést hasonlé madd-

szerrel bizonyithatjuk. Az 6sszegzésnél mindig balrdl indulunk, és sorrél sorra haladunk

lefelé.

Itt kell megjegyezni, hogy hasonld Osszefiiggés j barmely pozitiv egész hatva-

nyara belathatd, a fentiekkel megegyezd mdédon. Minderre akkor lenne sziikségiink, ha

magasabb rendii momentumokat is vizsgalnank.

7.9. Kiegészitd szamitasok a kontroll valtozés varianciacsokkentd médszerhez

S 4 2 124 4 2
I 1 1
Var[f(x):lzg—zzﬁ
2 4
E(g(X))=""

2 2 4 |, 4
er=3e"t et-¢ -
Cov| f(X)g(X)]= T Ty
e
*_ 2 — —4
c = —i 6e
12
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var(g)-var(8) _ [cov(a(x). (0] G 6

Var(6,) Var[f ]Var[g X:l iez—l e’ -1
12 2¢°

7.10. Fontos eloszlasok rovid bemutatasa
Multinomialis eloszlas

A multinomialis eloszlas a binomidlis eloszlas altalanositasaként értelmezheto.
Tegyiik fel, hogy a kisérlet ¢ lehetséges kimenetellel rendelkezik, és n alkalommal

végezziik el azt, természetesen itt is a kisérletek egymadstol valo fiiggetlenségét kell fel-

tételezniink. Legyen x; =1, amennyiben az i. kisérlet (i=12,...,n) a j. kategériat

(j=12,...,c) eredményezi, egyébként x, =0.Ekkoraz x, =(x, x, ... x,) vektor

egy kisérletet jellemez, ahol lej =1. Jelolje tovabba n; = lej a j. kategoria Osszes
j=1 i=1

bekovetkezésének gyakorisdgdt. A (n, n, ... n.) gyakorisigok multinomidlis el-

oszlast kovetnek. Az egyes vektorokhoz tartozo valdszintis€égek meghatarozhatok az

alébbi fliggvény segitségével:

n! n; n n,
P(X,=n,X,=n,,....,X,=n,) =(—n‘jp1'p22 ..pr (7.8)

n!n,!...n

ahol p, a j. kategoria bekovetkezésének valoszintisége. Vegyik észre, hogy a
probléma szabadsagfoka ¢ —1, hisz barmelyik kategéria gyakorisdga kifejezhetd n és a
tobbi gyakorisdg linedris kombindcidjaként. Multinomialis eloszlas X [ Multin(n,p)
esetén E(nj) =np;, Var(nj) =np,q;, Cov(nj,nk) =-np,p, . Természetesen a binomia-

lis és multinomidlis eloszlasok szoros kapcsolatban dllnak, a binomiélis a tobb kategori-

at is lehetové tevo eloszlas specidlis, ¢ =2 esete.

Béta eloszlas

A béta eloszlds egy két paraméterii (e, ) folytonos eloszlds, mely a (0,1) inter-
vallumon értelmezett. Az értelmezési tartomdny lehetdvé teszi, hogy az eloszlas értékeit

egy ismeretlen valdszinliség leirdsara hasznaljuk a késObbiekben. Az eloszlas stirliség-

figgvénye leirhat6 az alabbi formula segitségével:
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r(a+ﬁ) xa—l _ p-1 _ 1 xa_1 . p-1 X
fap) =l TarE” Y Tyt U 0=t )
0 egyébként

ahol I' a gamma fiiggvény, B pedig a béta fiiggvény (nem Osszekeverendd a béta
eloszlassal). A béta fliiggvény szerepe a normalizdlds, azaz annak biztositdsa, hogy a
stiriségfiiggvény alatti teriilet egységnyi legyen. Gyakran hivjuk az ilyen jellegli szorz6-
tényez6t normalizdlé konstansnak. A normalizal6 konstans értéke természetesen csak a
paraméterektdl fligg, az x értékektdl nem, azaz az értelmezési tartomanyon beliil dllan-

do értéket vesz fel.

Amennyiben X 0 Beta(a, ), gy

JVar(X)= af

E(X) - )
(a+pB) (a+p+1)

Ca+p

Mivel a béta eloszlds nem annyira széleskorlien alkalmazott, mint az el6z6ekben
emlitett diszkrét eloszlasok, néhany paraméterkombindciéra bemutatjuk a stirtiségfiigg-
vény képét az alabbi, 7-1. dbran. A kiilonb6zd paraméterkombindcidk igen eltérd elosz-
l4asokat, illetve stirliségfiiggvényeket alkotnak, ami a 0 és 1 k6zé es6 értékek rugalmas

modellezését teszi lehetové.

A 7-1. dbra alapjan jol lathat6, hogy a kiilonb6z6 paraméterkombinacidk igen kii-
16nb6z06 alaku eloszldsokat eredményezhetnek. Amennyiben mindkét paraméter egy
alatti értéket vesz fel, a gorbe U-alaki. Specidlis eset az o = f =1 paraméterii béta el-
oszlds, ami egyenletes eloszlast eredményez. Elképzelhetd monoton ndvekvo, illetve

csokkend, linedris, szimmetrikus és aszimmetrikus gorbe is.
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7-1. abra: A béta eloszlas siiriiségfiiggvénye néhany kivalasztott paraméterparral

Dirichlet eloszlas

A Dirichlet eloszlas gyakorlatilag a béta eloszlds tobbvaltozds altaldnositdsa. Vi-

szonya a béta eloszldshoz hasonlé a diszkrét esetben latott binomidlis-multinomidlis

viszonyhoz. Legyen k pozitiv egész és a=(q,,a,,...,a,) a paramétervektor. Ekkor,

ha X=(X,,X,,....X, )0 Dir(a), a slirliségfiiggvény a kovetkezé alakban irhato:

1 k - k-1
x",ha Vx>0 és ) x <1
f(xa)= B(OL)I;I Z‘ (7.10)
0

egyébként

I'(e)
ahol x=(x,x,,...,x,) a vdltozok vektora és B(a)=--2——— normalizal6 kons-

k
(54
i=1

A striiségfiiggvény abrazolasdra a k =3 eset ad még lehetdséget. Ebben az eset-

k
i=1
tans.

ben a fiiggvény értelmezési tartomdnya egy hiaromszog. A slriiségfiiggvénybdl ad6do

feliileteket R segitségével®® dbrazolhatjuk. A dirfelulet() fiiggvény alkalmazédsival meg-

A Dirichlet eloszlds dbrdzoldsara szolgdl6, ltalam implementalt dirfelulet() figgvény a Fiiggelékben

megtaldlhato.
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rajzoltunk néhany, kiilonbozd paraméterkombindciokhoz tartozé esetet, melyeket az
aldbbi, 7-2. dbrdn mutatunk be. A bal felso feliilet tipikus az egy érték alatti paraméter-
kombinécidokra (lasd béta eloszlds, & < f<1). Amennyiben valamennyi paraméter 1

értéket vesz fel, ugy az eloszlas egyenletes az értelmezési tartomany felett. A gyakorlat-

ban gyakran fordul eld, hogy az azonos (¢, =@, =...=@, = @) paraméterti eloszldso-

kat alkalmazzuk, ekkor & jellemzd megnevezése koncentracids paraméter. Erre mutat
példat a kovetkezd két feliilet. Amennyiben & novekszik, az eloszlds egyre jobban
koncentralédik a varhaté érték kornyékén. Amennyiben a véltozokat valdszinliségek-
ként fogjuk fel, ugy ez azt jelenti, hogy egyre biztosabban vagyunk az értékekben. Az
utolsé két stirliségfiiggvény olyan eloszldsokat mutatunk be, melyek esetén a paramé-
tervektor elemei kiilonbozo értékeket vesznek fel, ami hatdssal van a feliiletek elhelyez-

kedésére és alakjara is.

Amennyiben X=(X,X,,....X, )0 Dir(a), dgy az eloszlds f& jellemzdi:

E(X-):ﬁ,Var(Xi):M

k
,ahol o, =) «. .
)= () M B= 2

A margindlis eloszldsok béta eloszlast kbvetnek, azaz X, [ Beta(a,,c,— ;). A

kovariancia pedig a kdvetkez6 médon szamithato: Cov(X X ) =—.
a; (o, +1)
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Dirichlet eloszlas, «=(0.8,0.8,0.8)

Dirichlet eloszlas, a=(1,1,1)

S oA N W s o

Dirichlet eloszlas, a=(2,2,2) Dirichlet eloszlas, a=(5,5,5)

o o N oW s W

Dirichlet eloszlas, a=(2,6,2) Dirichlet eloszlas, «=(4,10,5)

7-2. abra: A Dirichlet eloszlas siiriiségfiiggvénye néhany kivalasztott paraméterharmassal
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Gamma eloszlas

A gamma eloszlds egy két paraméterrel (k,0) rendelkezd, folytonos eloszlés.

Amennyiben k egész, specidlis esetként az un. Erlang eloszlast kapjuk, azaz k fiigget-

len, azonos, @' paraméterti exponencidlis eloszlds Osszegét.

Amennyiben X [ Gamma(k,8), gy a siirliségfiiggvény az aldbbi formaban irha-

;
xkO)=x"—— k6>0,x20 7.11
Pk )= G .11)

ahol I' tovédbbra is a gamma fliggvényt jeloli. A béta eloszlashoz hasonléan a 7-3.

abra segitségével néhany paraméterkombindcié esetén bemutatjuk a gamma eloszlas

stiriségfiiggvényét is.

08
|

D D DD DD

04
]
i
0o an

Mo N =

e
o =R RN

03

0.1

0.0

7-3. abra: A gamma eloszlas siiriiségfiiggvénye néhany kivalasztott paraméterparral

A gamma eloszlast gyakran alkalmazzdk példdul a varakozasi idé modellezésére.

Amennyiben X 0 T'(k,8),dgy E(X)=k6, Var(X)=k6".
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A dolgozatban hasznalt fontosabb R programok

. Equation Section (Next)A mintaatlag eloszlasanak szimulaci6ja R segitségével

set.seed(1)

iter <- 10000

n<-100

multi <- ¢(22,2,2,2,22)

scores <- ¢(1:length(multi))

mu <- (scores %*% multi)/sum(multi)

sigma <- sqrt((scores”2 %*% multi)/sum(multi)-mu”2)

rawdata <- rmultinom(iter,n,multi)

mu_hat <- (scores %*% rawdata)/n

hist(mu_hat, freq = FALSE, nclass=30, main=
ylim=c(0,2.5))

curve(dnorm(x,mu,sigma/sqrt(n)), add = TRUE)

, ylab="", xlab="", xlim=c(1,length(multi)),

. A variancia véltozédsa egyenletes esetben

varfelulet <- function (k = 5, x = 3){
m <- seq(1, k)
epsz <- seq(-0.2, .2, by=.01)

varf <- function(m, epsz){
term1 <- (k*(k+1)*(2*k+1-6"x)-6*k*(m"2-2*m*x))/(6*(k-1)) *epsz
term2 <- ((k+1-2"m)y"2*kA2)/(4*(k-1)"2)*epsz/2
term1 + term2
}
f <- outer(m, epsz, varf)
nrz <- nrow(f)
ncz <- ncol(f)
jet.colors <- colorRampPalette( c("lightblue", "green”) )
nbcol <- 100
color <- jet.colors(nbcol)
zfacet <- f[-1, -1] + f[-1, -ncz] + f[-nrz, -1] + f[-nrz, -ncz]
facetcol <- cut(zfacet, nbcol)
persp(m, epsz, f,
ylab = "Epszilon",
zlab = "Variancia hibaja",
xlab = "m",
col=colorfacetcol],
theta = 50,
phi = 20,
r=>50,
d=0.1,
expand = 0.5,
ltheta = 90,
Iphi = 180,
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shade = 0.75,
ticktype = "detailed",
nticks = 5)

)

. Cauchy eloszlés az inverz eloszlasfiiggvény mddszerrel

cauchyvel <- function(n, mu, sigma){
u <- runif(n)
X <- mu+sigma*tan(pi*(u-0.5))
return(x)

}

. Standard normélis eloszlds Cauchy eloszlas és elfogadés-elutasitds modszer se-

gitségével

n <- 10000
k<-0
j<-0
y <- humeric(n)
while (k < n) {
u <- runif(1)
j<-j+1
X <- qcauchy(runif(1))
if (dnorm(x)/((sqrt(2*pi)*exp(-.5))*dcauchy(x)) > u) {
kK<-k+1;yKl<-x} }

. Egyszerti Monte-Carlo integral (exponencidlis eloszldsra)

n <- 10000

a<-2;b<-4

X <- runif(n, a, b)

MC <- (b-a)*mean(exp(-x))

. Egyszerti Monte-Carlo integral (normadlis eloszlas eloszlasfiiggvényére)

set.seed(999)

n <- 10000

a<-2

X <- rnorm(n, 0, 1)

MC <- length(x[x<a])/n

. Az MC becslés variancidja €s a variancia csokkentése antitetikus véaltozéval
iter <- 10000

MCs <- numeric(iter)

MCs_a <- numeric(iter)

n <- 10000
a<-2;b<-4

for (i in 1:iter){
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X <- runif(n, a, b)
MCsli] <- (b-a)*mean(exp(-x))

var_g <- (exp(-2*a)-exp(-2*0))/(2*(b-a)) - ((exp(-a)-exp(-b))/(b-a))*2

hist(MCs, freq=FALSE, main="", breaks = 20, xlim=c(exp(-2)-exp(-4)-0.003,exp(-2)-exp(-
4)+0.003), xlab="")

curve(dnorm(x,exp(-2)-exp(-4),sqrt((b-a)*2*var_g/n)), add = TRUE)

for (i in 1:iter){
X <- runif(n/2, a, b)
Xx<-a+b-x
X <- C(X,XX)
MCs_ali] <- (b-a)*mean(exp(-x))
}

hist(MCs_a, freq=FALSE, main="", breaks = 20, xlim=c(exp(-2)-exp(-4)-0.003,exp(-2)-
exp(-4)+0.003), xlab="")

curve(dnorm(x,exp(-2)-exp(-4),sqrt((b-a)*2*var_g/n)), add = TRUE)

(var(MCs)-var(MCs_a))/var(MCs)

. Az MC becslés variancidjanak csokkentése kontroll véltozo segitségével

n <- 10000
a<-2;b<-4

X <- runif(n, a, b)

g <- (exp(-X))

g_C <- (exp(-x)+6*exp(-4)*((x-2)/2-.5))
MCs <- (b-a)*g

MCs_c <- (b-a)*g_c

(var(g)-var(g_c))/var(g)
(var(MCs)-var(MCs_c))/var(MCs)

. Fontossigi mintavétel (Importance sampling)

# Importance sampling
m <- 10000
theta.hat <- var_fg <- nr0 <- numeric(5)

g <- function(x) {
xM2/sqri(2*pi)*exp(-x"2/2) * (x >= 1)
}

#f1

rayleighrand <- function(n = 1, sigma = 1) {
vel <- runif(n)
X <- sigma*sqrt(-2*log(vel))
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return(x)

)
X <- rayleighrand(m)
fg1 <- g(x) / (x*exp(-x"2/2))
theta.hat[1] <- mean(fg1)
var_fg[1] <- var(fg1)
nrO[1] <- length(fg1[fg1==0])

#f2

X <- rnorm(m,1,1)

fg2 <- g(x) / dnorm(x,1,1)
theta.hat[2] <- mean(fg2)
var_fg[2] <- var(fg2)

nr0[2] <- length(fg2[fg2==0])

#3

X <- rexp(m)

fg3 <- g(x) / dexp(x)
theta.hat[3] <- mean(fg3)
var_fg[3] <- var(fg3)

nr0[3] <- length(fg3[fg3==0])

#4

X <- rexp(m)+1

fg4 <- g(x) / dexp(x-1)
theta.hat[4] <- mean(fg4)
var_fg[4] <- var(fg4)

nr0[4] <- length(fg4[fg4==0])

#f5

X <- abs(rnorm(m,0,1))+1

fg5 <- g(x) / (dnorm(x-1,0,1)*2)
theta.hat[5] <- mean(fg5)
var_fg[5] <- var(fg5)

nr0[5] <- length(fg5[fg5==0])

#grafikon

colors <- ¢("black", "blue", "green”, "red", "purple", "orange")

plot(g, ylim=c(0,1), xlim=c(1,6), ylab="", xlab="", Ity=1, Iwd=4, col=colors[1])

curve(x*exp(-x"2/2), add=TRUE, lwd=2, Ity=2, col=colors[2])

curve(dnorm(x,1,1), add=TRUE, Iwd=2, Ity=3, col=colors[3])

curve(dexp(x), add=TRUE, lwd=2, Ity=4, col=colors[4])

curve(dexp(x-1), add=TRUE, Iwd=2, Ity=5, col=colors[5])

curve(dnorm(x-1,0,1)*2, add=TRUE, Iwd=2, Ity=6, col=colors[6])

legend(x=4.8, y=1, legend=c("g(x)","Rayleigh","N(1,1)","Exp(1)","Exp(1)*","N(0,1)*"),
lty=c(1:6), col=colors, cex=1, Iwd=2)

colors <- ¢("blue”, "green”, "red", "purple”, “orange")
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10.

11.

curve(g(x)/(x*exp(-x"2/2)), ylim=c(0,2), xlim=c(1,6), ylab="", xlab="", Ity=2, Iwd=2,
col=colors[1])

curve(g(x)/dnorm(x,1,1), add=TRUE, lwd=2, Ity=3, col=colors[2])

curve(g(x)/dexp(x), add=TRUE, Iwd=2, Ity=4, col=colors[3])

curve(g(x)/dexp(x-1), add=TRUE, lwd=2, Ity=5, col=colors[4])

curve(g(x)/(dnorm(x-1,0,1)*2), add=TRUE, lwd=2, Ity=6, col=colors[5])

legend(x=4.8, y=1.5, legend=c("Rayleigh","N(1,1)","Exp(1)","Exp(1)*","N(0,1)*"),
lty=c(2:6), col=colors, cex=1, Iwd=2)

theta.hat
var_fg
nr0

Rétegzd mintavétel négy réteg segitségével

n <- 10000
a<-2;b<-4

lter <- 1000

MC <- Int <- rep(0,lter)

for (i in 1:lter){

X <- runif(n, a, b)
MCIi] <- (b-a)*mean(exp(-x))

Int1 <- exp(-runif(n/4,2,2.5))
Int2 <- exp(-runif(n/4,2.5,3))
Int3 <- exp(-runif(n/4,3,3.5))
Int4 <- exp(-runif(n/4,3.5,4))
Int[i] <- mean(Int1+Int2+Int3+Int4)/2

}

Standard normadlis értékek generaldsa véletlen bolyongds MCMC mddszerrel

vbnormal <- function(n=10000, x0=0, a){
X <- humeric(n)
k<-0
X[1] <- x0
u <- runif(n)
for (i in 2:n) {
y <- runif(1, x[i-1]-a, x[i-1]+a)
if (u[i] <= (dnorm(y)/dnorm(x[i-1])))
X[i] <- y else {
X[i] <- X[i-1]
K <- k+1
}
}
return(list(x=x,k=k))

)
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# plot

set.seed(999)

x1 <- vbnormal(20000,30,.1)
X2 <- vbnormal(20000,30,1)
x3 <- vbnormal(20000,30,10)
burnin <- 2000

p|0t(x1 $X; type:"l"’ ylab=uu)
plOt(X2$X, type:"l"’ ylab:uu)
p|0t(X3$X; type:"l"’ ylab=uu)

plot(x1$x[4501:5500], type="I", ylab="", ylim=c(-4,4))
plot(x2$x[4501:5500], type="1I", ylab="", ylim=c(-4,4))
plot(x3$x[4501:5500], type="I", ylab="", ylim=c(-4,4))

# elutasitasok
print(c(x1$k,x2$k,x3%k))

# hisztogram

hist(x1$x[(bumnin+1):length(x1$x)], freq=FALSE, xlab="", ylab="", main="", xlim=c(-4,4),
ylim=c(0,0.5), breaks=30)

curve(dnorm(x,0,1),add=TRUE)

hist(x2$x[(burnin+1):length(x1$x)], freq=FALSE, xlab="", ylab="", main="", xlim=c(-4,4),
ylim=c(0,0.5), breaks=30)

curve(dnorm(x,0,1),add=TRUE)

hist(x3$x[(bumnin+1):length(x1$x)], freq=FALSE, xlab="", ylab="", main="", xlim=c(-4,4),
ylim=c(0,0.5), breaks=30)

curve(dnorm(x,0,1),add=TRUE)

# ACF

acf(x1$x, main="")
acf(x2$x, main="")
acf(x3%x, main="")

# Kvantilisek

z<--1

int1 <-
length(x1$x[(burnin+1):length(x1$x)][x1$x[(burnin+1):length(x1$x)]<z])/(length(x1$x)
-burnin)

int2 <-
length(x2$x[(burnin+1):length(x2$x)][x2$x[(burnin+1):length(x2$x)]<z])/(length(x2$x)
-burnin)

int3 <-
length(x3$x[(burnin+1):length(x3%$x)][x3$x[(burnin+1):length(x3%$x)]<z])/(length (x3$x)
-burnin)

print(c(pnorm(z,0,1),int1,int2,int3))

142



12. Konjugélt binomidlis analizis

# inicializalas

n<-30

k<-10

prior <- ¢(1,1) # a béta prior paraméterei

# Prior

curve(dbeta(x,prior{1], prior[2]), xlim=c(0,1), ylim=c(0,8), xlab="", ylab="", Ity=1, Iwd=3)
# Likelihood

curve(dbeta(x,k+1,n-k+1),add=TRUE, Ity=2, lwd=3)

# Poszterior

curve(dbeta(x,prior[1]+k,prior[2]+n-k),add=TRUE, Ity=3, lwd=3)

# Jelmagyarazat

legend(x=0.1, y=7.5, c("Prior", "Likelihood", "Poszterior"), Ity=c(1:3), lwd=c(3,3,3))

# Intervallum

alfa <- 0.05

# Egyenld valoszinliségek

CS <- gbeta(c(alfa/2,1-alfa/2), prior[1]+k,prior[2]+n-k)

# HPD

require(TeachingDemos)

HPDCS <- hpd(qgbeta, shape1=prior[1]+k, shape2=prior[2]+n-k, conf=1-alfa)

#HPD

CS[2]-CS[1]

HPDCS[2]-HPDCSJ[1]

# A slrlségfliggvény értéke az intervallumok hatarain

dbeta(CS,prior[1]+k,prior[2]+n-k)

dbeta(HPDCS,prior{1]+k,prior[2]+n-k)

# Az eloszlasfliggvény értéke az intervallumok hataran

pbeta(CS,prior[1]+k,prior[2]+n-k)

pbeta(HPDCS,prior[1]+k,prior[2]+n-k)

# El6rejelzés

m<-10

y <- seq(0,m)

py <- choose(m,y)*beta(prior[1]+k+y,prior[2]+n-k+m-y)/beta(prior[1]+k, prior[2]+n-k)

plot(y, py, type="h", xlab="y*", ylab="Valdszinliség")

# Valdszinliségek dsszege (1-t61 5-ig)

sum(py(2:6])

# Arany-béta eloszlas

N <- 10000

delta <- 0.05

alf<-5

bet <- 800

p <- rbeta(N,alf,bet)

nszuks <- 4*p*(1-p)/delta2

hist(nszuks, freq=FALSE, xlim=c(0,1/delta’2), xlab="Sziikséges mintaelemszam",
main = bquote(paste("A szlkséges elemszam, Beta(",

[(alf),",",.(oet),"), ", Delta,"=",.(delta))))
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13.

14.

A Dirichlet eloszlas feliiletét abrazolo R fiiggvény

dirfelulet <- function (a1 =1,a2 =1, a3 = 1){
x1 <- x2 <- seq(0, 1, by=.01)

dirf <- function(x1, x2){
term1 <- gamma(ai+a2+a3)/(gamma(al)*gamma(a2)*gamma(ad))
term2 <- x1Ma1-1)*x2M(a2-1)*(1-x1-x2)A(a3-1)
term3 <- (x1 +x2< 1)
term1 * term2 * term3

}

f <- outer(x1, x2, dirf)
f[f<=0] <- NA
flis.infinite(f)] <- NA

persp(x1, x2, f,
zlim = ¢(0, max(f, na.rm = TRUE)+1),
main = bquote(paste("Dirichlet eloszlas, *, alpha ,"=(",.(a1),",",.(a2),",",.(a3),")")),
col = "lightblue”,
theta = 50,
phi = 20,
r=250,
d=0.1,
expand = 0.5,
Itheta = 90,
Iphi = 180,
shade = 0.75,
ticktype = "detailed",
nticks = 5)
}

Sziikséges mintaclemszdm eloszldsa Likert-skéla és kiilonb6z6 poszteriorok és

hibahatarok mellett

likertn <- function(postvec){
X <- seq(1:length(postvec))
(sum(x*x*postvec)-(postvec %*% x)"2)*4/delta2

}

Reps <- 100000

postvec <- ¢(1,1,1,1,1)

Dirrn <- rdirichlet(Reps,postvec)

delta <- 0.05

ns <- apply(Dirm,1 likertn)

hist(ns, main = bquote(paste("A szlkséges elemszam, ",

alpha

,"=(",.(postvec[1]),",",.(postvec[2]),",",.(postvec[3]),",",.(postvec[4]),",",.(postvec[5]),")"
),

freq=FALSE, xlab="Sziikséges mintaelemszam")
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