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Eloszo

A valds méretli statisztikai modellek megoldasa kézi szamitdsokkal altaldban nem, vagy csak nehezen vé-
gezhetd el, a szamitogépes feldolgozas lehetdsége azonban 1) utakat nyitott meg a statisztika tudoménya-
ban is. Napjainkban a szdmolasi igény — a személyi szdmitogépek megjelenése és elterjedése miatt — mar
nem jelent kiilonosebb akadalyt, a szédmitdsok megkonnyitésére tobb matematikai-statisztikai ¢€s
okonometriai szoftvert is megalkottak. Ezeknek a programoknak az oktatds és a gyakorlati felhasznalas
szempontjabol azonban tobb hianyossaga is van. Az eladasra szant programcsomagok ' altalaban ,,fekete
dobozként” mitkddnek, azaz a felhaszndlo nem latja, azt, hogy mi torténik a hattérben, a bevitt input és az
értelmezendé output jelenik meg csupan. A hivatkozott, legtobbszor az Amerikai Egyesiilt Allamokban
kiadott szakkdnyvek a hallgatok szamara nehezen beszerezhetdek és dragak. Az ilyen szoftverekkel kap-
csolatos tovabbi gond az is, hogy folyamatosan ujabb verzioik jelennek meg, ami széleskorti alkalmaza-
suk lehetéségét megneheziti. Dragitja a felhasznalasukat tovabba, hogy az éves licencdij kifizetésén tul a
gépszam fiiggvényében gyakorta kiilon dijat kell fizetni. A fels6oktatdsban sok esetben a szoftverek csak
az egyetemi/fOiskolai szamitogépeken érhetdek el, a hallgatok otthoni szamitogépiikre legélisan nem tele-
pithetik azokat. A kiilonbozd szoftverek emellett kiilonboz6 felhasznaloéi feliilettel rendelkeznek. A ,,pre-
feralt” csomag kivalasztasa igy meglehetésen onkényes. A kiilonb6zé formatumok miatt a programcso-
magok kozotti valtds némely esetben gondokat okoz. Az interneten talalhatd, ingyenesen letolthetd
okonometriai programcsomagok, mint példaul az egyik legismertebb és legelterjedtebb gretl (Gnu
Regression, Econometrics and Time-series Library, http://gretl.sourceforge.net/), igen sokoldalu szolgal-
tatist nytjtanak, de az elméleti hattér feldolgozasahoz a megadott angol nyelvii szakirodalmat® is be kell
szerezni €s el kell sajatitani. A jelenleg legnépszeriibb irodai programcsomag a Microsoft Office Win-
dows véltozata 1990-ben jelent meg. A Microsoft Office’ és ezen beliil az MS Excel? vilagviszonylatban
€s Magyarorszagon is széleskoriien alkalmazott szoftver. Egyrészt ez a tény indokolja az MS Excel (to-
vabbiakban Excel) alkalmazasat, tovabba az is, hogy az elézdekben ismertetett problémakat részben ki
lehet kiiszobdlni. Az Excel sok statisztikai miiveletet képes elvégezni, de az alapfunkciok segitségével
felépithetdk a bonyolultabb statisztikai és 6konometriai médszerek is a fliggvények segitségével. Az Ex-
cellel ilyen mddon a széles értelemben vett modellezést is tanithatjuk a hallgatoknak. Tovabbi elény,
hogy a mddszerek, a felhasznalt képletek megjelennek, azok alakithatok, az adott feladat megoldasdhoz
testre szabhatok, lathatova, és megérthetévé valnak a részeredmények ¢s a mellékszamitasok. Az Excel —
a specialis statisztikai szoftverekhez hasonldan, de messze nem olyan részletességgel — a statisztika mod-
szertananak nagy részét feldleli beépitett modulja (Analysis ToolPak) segitségével, de jo6 néhany aprobb
hiba (pl. rossz, vagy félreértheté magyarra forditas) és hianyossag is a sajatja. Az emlitett félreforditasok-
nal nagyobb hibak is megfigyelhetdk, melyek az Excel korabbi verzidiban csakiigy megtalalhatok voltak,
mint a legijabbakban. Az Excel a foként a kovetkeztetéses statisztikdban oly fontos eloszlasok esetén
némely specialis esetben hibas, nagyban félrevezeto értékeket szolgaltat. A témakor boséges irodalommal
rendelkezik, itt csak utalunk Kniisel® illetve McCullough és Wilson® vagy az Excel legtjabb kiadasaval
kapcsolatban Yalta’ munkéira, melyekbél az érdeklédd olvaso kimerité | hibalistat” merithet. Az emlitett
hibdk azért is bosszantoak, mert tobb éve ismertek. Hasonlo probléméak mas szoftverek esetén is eléfor-
dultak, de valamennyit a lehetd leggyorsabban javitottdk, mig az Excel esetében ez a jelentds tudomanyos
visszhang ellenére sem tortént meg. Ennek megfelelden az Excelt tudomanyos felhasznalasra nem, okta-
tasra azonban ajanljak a szerzOk. Az Excel kétségtelen €s messze legfontosabb elénye ugyanakkor, hogy
az Office csomag elterjedése miatt szinte mindenhol megtalalhaté. Altalanos elérhetésége egyben azt is
jelenti, hogy akar mikro- és kisvallalatok — amelyek a draga, és folyamatosan friss verzidkkal jelentkezd

' P1.: BMDP, SPSS, SAS, STATISTICA, MINISTAT, MINITAB, EViews, stb.

Hill R. C., Griffiths W. E., Lim G. C. [2008].

3 Ld.: Baczoni Pal [2007], Bartfai Barnabas [2002].

* Az Excel Windows véltozata 1987-ben jelent meg.

> Ld.: Kniisel, [1998], [2002], [2005].

® Ld.: McCullough-Willson, [1999], [2002].

7Ld.: Yalta, [2008]. A felsorolt hibakat az Excel 2007 sem kiiszobolte ki. Pl. mi a valosziniisége, hogy 1000-szer
feldobunk egy érmét, és abbdl maximum 1 fej lesz. Nyilvan a vald életben nem sok értelme van ennek a valdszinii-
ségnek, tudomanyos munkak esetén azonban lehet jelentésége.
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szoftvereket nem képesek megvasarolni — elemzési eszkoztarat is erdsitheti. Megemlitjiik tovabba azt a
fontos tényt, hogy a statisztika oktatdsdban ma méar Magyarorszagon, a nagyobb egyetemeken és foisko-
lakon az Excel, mint tdblazatkezeld szoftver elterjedt, foként konnytli elérhetdsége okan. Az elsé konyv e
témakorben Magyarorszagon Rappai Gabor: Uzleti statisztika Excellel® c. miive volt. Ismereteink szerint
csak az Excel alapszolgéltatdsainak haszndlata terjedt el az oktatasban és az iizleti életben Magyarorsza-
gon’, pedig — mint arr6l mar sz6 esett — az Excel ennél tobbre képes, lehet batch file-okat, kotegelt pa-
rancsalloméanyokat (a tovabbiakban parancsfajlokat, illetve programokat) késziteni. Internetes keresés'”,
és a rendelkezésiinkre 4llo szakkonyvek feldolgozasa alapjan'' megallapitottuk, hogy az USA-ban igen
elterjedtek a parancsfajlok, bar legtobbszor csak korlatozott szolgaltatasokat nyujtanak. A tovabbi szol-
galtatdsokat kiilon meg kell fizetni, azokat a konyvekhez mellékelt CD-k nem tartalmazzak. Ratérve az
alkalmazasi lehetdségekre, véleményiink szerint az adatelemzés 6t szintje oldhatdo meg az Excellel: Az el-
so szint az, amikor a Filiggvény besztrasa vardzslot (ikont) hasznaljuk, tehat beépitett statisztikai, mate-
matikai és trigonometriai, matrix, adatbazis, stb. fliggvényeket alkalmazunk. A masodik szint, amikor az
Eszkozok - Adatelemzés'? meniipont szolgaltatasait (pl. korrelacidanalizis, regresszio) hasznaljuk. A
harmadik szint, amikor magunk irunk konkrét adatsorhoz vagy adatsorokhoz képleteket, mivel nem min-
den feladathoz all rendelkezésre megirt fiiggvény. A negyedik szint az, amikor parancsfajlokat készitlink —
vagyis a harmadik szintet altalanositjuk — aminek felhasznaldsaval az altalunk megadott adatbazis terje-
delméig (ez az adatbazisok sajatossagainak " fliggvényében 25 - 10000 megfigyelés) uj adatbazisok fel-
hasznalasaval korlatlan szamban szdmitdsokat végezhetiink a programozott képletek, illetve fliggvények
alkalmazaséaval. Gyakran igen sok szamitast kell elvégezni. Eben az esetben az iddvel valo takarékos gaz-
dalkodas a cél, mert gyakran a harmadik szintnél egy feladatsor szamitdsainak elvégzése tobb oOra, vagy
tobb nap, amit a parancsfajlok felhasznéalasaval egy perc alatt el lehet végezni. Az 6todik szint az, amikor
a feladat a hagyomanyos modon nem oldhatd meg. Erre példa a CES termelési fliggvény, ahol a valtozok
szdma tobb mint a rendelkezésre allo egyenletek szdma. A feladat a legjobban illeszked6 fiiggvény para-
métereinek a megkeresése'*. A logisztikus és egyéb specialis trendfiiggvények esetében a fliiggvényeket
nem lehet linedrisra transzformalni, a cél megkeresni azokat a paramétereket, amelyek mellett az illesztés
a legpontosabb °. A logisztikus regresszios fiiggvények sem linearizalhatok, de iteracids eljarassal, a pa-
raméterek valtoztatasaval a paraméterek becsiilhetok, meghatarozhatd egy olyan fiiggvény, ahol a tobb-
szOrds determindcios egylitthatd a legnagyobb. Az Excel a Visual Basic for Applications (VBA) felhasz-
naldsaval programozhato, igy ezek a feladatok egy iteracids eljarassal megoldhatok. A negyedik és 6todik
szint tovabbi eldnye az, hogy szakértdi értékelésre is felhasznalhatok, vagyis javaslatot lehet tenni a kii-
16nb6z6 modellek elfogadasara vagy elutasitasara, tovabba kikiiszobolhetdek az Excel forditasi és tartal-
mi hianyossagai. Eppen ezért, és az eddig felsoroltak miatt gondoltuk tigy, hogy érdemes lenne olyan Ex-
cel alkalmazéasokat l1étrehozni, melyek megkonnyitik a tanultak elsajatitasat, dinamikusak, a felhasznalt
képletek ,,konnyen leolvashatok”, megkonnyitik a feladatmegoldast, és didaktikusak. A hallgatoknak le-
hetdségiik nyilik a nagy mennyiségli szamitasi folyamat ,,m6gé nézni”. Tovabbi nagy eldnye a kovetke-
z6kben ismertetett modszernek az, hogy az érdeklddd hallgatok — amennyiben valamilyen specialis mod-
szer alkalmazésara van sziikségiik, a bemutatott programok alapjan, vagy azok modositasaval — elkészit-
hetik sajat, testhezallé Excel fajljaikat is. A munkalapokat egységes szerkezetben épitettiik fel. A valtoz-
tathato, illetve megadhaté vagy megadandé adatokat sarga mezok jeldlik, az eredményeket pedig egysé-
ges struktiraban, illetve szohasznalattal kivantuk megjeleniteni. A megértéshez sziikséges végeredmé-
nyek, ¢és az egyes cellak szamitdsahoz hasznalt képletek valamennyi cella esetén lathatoak. Természetesen
a képletek, fliggvények olvasdsdhoz alapvetd tablazatkezelési ismeretek elengedhetetlenek, ezzel a szami-
tas menete kovethetdvé valik. Szintén nagyon fontos, hogy egyetlen cella, vagy vezérléelem (Checkbox,
legdrdiild menii stb.) megvaltoztatdsa az eredmények azonnali véltozasat vonja maga utan, és mindezt —

¥ Rappai Gabor [2001].

? P1. Balazsné Mécsai Andrea-Csetényi Arthur [2003], Janosa Andrés [2005].

' Ld.: pl. statistiXL, ami 30 napos ingyenes véltozat, utina meg kell venni, regresszié-, faktor- és klaszter-analizist
is szamol, elérhetdsége az interneten: http://www.statistixl.com/ (1.8 verzié: 2009 december 31)

! Evans James R. [2007], Aczel, Amir D. [2002], Berenson, Mark L. — Levine David M. — Krehbiel Timothy C.
[2006].

2 Az Eszk6z0k — Bévitménykezelé — Data Analysis Toolpak bejeldlése utan.

B p1. hisztogram 25, korfa 101, elemi miiveletek 5 ezer stb.

" 1Ld.: cesl.xls

"> Ld.: Kehl Daniel — Dr. Sipos Béla [2009]. és logisztikusregresszio.xls



hala a gyors szamitasi sebességnek — azonnal elérhetjiik. Rappai Gabor az informatikai tamogatottsaggal
¢s az Excel felhasznalasaval kapcsolatban a kovetkezdket irta: ,,meggy6zddésem szerint a legszélesebb
korben rendelkezésre 4116 timogatoeszkoz hasznélata a legindokoltabb™ '®. A modernizacio jelentéségére
hivja fel a figyelmet Kovacs Péter tanulmanya is'’, aki a Szegedi Tudomanyegyetemen bevezetett tanter-
ven keresztiil mutatja be a szegedi modellt, ami szintén erdsen tamaszkodik az Excelre. Ugy gondoljuk,
hogy az altalunk felvazolt, Excel alapu oktatds az egyik, természetesen nem kizarolagos irdny lehet a jo-
vében. Rappai Gabor dékan javaslatara 2006-ban kezdtiik meg a fejlesztd munkat. Az altalunk irt okta-
tasi segédlet ,,felhasznalobarat” stilusban irddott, csak annyi matematikai képletet tartalmaz, ami az Excel
parancsfjlok megértéshez és a feldolgozéshoz, az eredmények értelmezéséhez feltétleniil sziikséges és
sz¢leskorli hazai és nemzetkozi adatbazist dolgoz fel, ami a szakmai megértést eldsegiti. Az oktatasi se-
gédlet fiiggelékében felhivjuk a figyelmet arra és bemutatjuk, hogy hogyan lehet a feldolgozott adatsoro-
kat az interneten megkeresni ¢és letdlteni. Oktatasi segédletiinkben azokat az Excel parancsfajlokat mutat-
juk be, melyek elkészitését feladatul tiiztiik ki, és amelyek feldlelik a statisztika illetve 6konometria ha-
rom fontos teriiletét; 1. egyszerli elemzések: viszonyszamok szdmitasa, grafikonok készitése, empirikus
eloszlasok elemzése és elemi statisztikai miiveletek; 2. dekompozicios €s sztochasztikus iddsorelemzés
fontosabb statisztikai mddszerei; 3; korrelacid- €s regresszidszamitas, sztochasztikus kapcsolatok elem-
zése ¢és egyes specialis alkalmazasok: pl. késleltetett regresszios modellek, CES-fiiggvények, logisztikus
regresszios fliggvények. Az oktatasi segédlet megértéséhez sziikséges elméleti hattér nagy része megta-
lalhaté a Pintér Jozsef — Rappai Gabor (szerkesztd) [2007]: Statisztika. '8 ¢. BSC tankOnyvben, amire az
Excel parancsfajlok kidolgozéasa soran tdmaszkodtunk, ezért csak az Excel parancsfajlok megértéséhez
feltétlentl sziikséges elméleti ismereteket és képleteket ismertetjiik. Az oktatasi segédletet a BSC és ezen
feliil az MSC, MBA ¢és PHD képzésben is hasznaljuk, géptermes gyakorlati oktatas keretében. Azokat az
Excel parancsfijlokat, amelyek nem képezik a BSC alapképzés tananyagat, a kdnyvben *-gal jeldljiik.
Munkénk soran értékes segitséget kaptunk Hunyadi Laszl6 emeritus egyetemi tanartdl (Corvinus Egye-
tem) ¢s Rédey Katalin nyugdijas egyetemi adjunktustdl (Pécsi Tudomanyegyetem, Kozgazdasdgtudoma-
nyi Kar). Segitségiiket ezuton is kdszonjiik. Az Excel alkalmazasanak témajaval bovebben foglalkozo ké-
zikdnyv (Kehl Déniel — Dr. Sipos Béla: Excel parancsfajlok felhasznéldsa a statisztikai elemzésekben) és
az Excel parancsfajlok (BSC.zip, MSC.zip és SABL.zip) a PTE honlapjan a KTK-GMI Publikécidk - Si-
pos Béla internet cimen letdlthetok. ' 20

A Szerzok

'Rappai Gabor [2008]: 840.

"Kovacs Péter [2008b]

'8 Pintér Jozsef — Rappai Gabor (szerkeszts) [2007].

' http://www.gmi.ktk.pte.hu/index.php?mid=33#SiposB

%0 Kiss Tibor-Sipos Béla: EXPS for Windows. 1998 szoftver 12 modszerrel végzi el a becslést. Ld.: Kiss Tibor —
Sipos Béla [2000].



Bevezetés, az Excel beallitasai, az Excel parancsfajlok hasznalata soran

Office 2003:

Modositasok: Eszkdzok — Beallitdsok — Biztonsag — Makré védelem - kdzepesre allitani. A megnyitaskor
a Makro hasznalatat engedélyezni kell. Javasoljuk, a felhasznaloknak, hogy az eredeti fajlt 6rizzék meg
¢s mas néven lementett fajllal dolgozzanak.

Eszkozok — Bévitménykezeld - Analysis Tool Pak, bejeldlni. Erdemes a tobbi Bévitménykezel6t is beje-
161ni.(x)

Csak ez az Excel f4jl legyen megnyitva, a mddositasok utan le kell menteni és be kell zarni a f3jlt és ujra
meg kell nyitni.

Uj adatbazis bevitele: a sarga mez6ben 16v6 adatok cserélhetdk, altalaban a munkalapon talalhaté adatok
torlése gomb segitségével. Az iires sarga mezdbe az 0j adatok masolasat a kovetkezdképpen kell elvé-
gezni: eldszor tordlni kell az adatokat, az 0 adatbazist kijeldlni - mésolni- €s irdnyitott beillesztésen beliil
- értéket valasztani. Az 0j adatbazist a felhasznalonak értelemszertien eld kell készitenie vagy be kell irni
az lires sarga mezobe.

A logisztikus trendek és regresszios fliggvények, ARIMA valamint a simit (exponencialis simitas) eseté-
ben még a kovetkezd beallitadsokra van sziikség:

Eszk6zok — Bévitménykezeld - Solver beikszelni, vagy ha be van jeldlve kiszedni a bejelolést, kilépni,
belépni €s jra bejeldlni a Solvert. (A tobbi bovitményt is célszerli bejeldlni)

Tovabba:

Eszk6zok — Makro - Visual Basic Editor - Tools (feliil) - References - Solver legyen bejeldlve. Megold-
hat6 ugy is, hogy Alt+F11 Tools, Preferences, ¢és ki kell jeldlni (pipa jel) a SOLVER feliratot, ha nem
volt bejelolve. Ha nem miikddik a program Gjra: Eszk6zok — Makro - Visual Basic Editor - Tools (feliil)
- References — Solvert bejeldlni.

Office 2007:

Makrok bedllitdsa: Kattintson a Microsoft Office gombra, majd a Programnéy beéllitdsai gombra (Excel
Options), ahol a Programnév az éppen hasznalt alkalmazas neve, példaul Az Excel beallitasai (alul talal-
hatd). Kattintson az Adatvédelmi kozpont (Trust Center) elemre, majd Az Adatvédelmi kozpont beallita-
sai (Trust Center Settings) gombra végiil a Makrobeallitasok (Macro Settings) elemre. Kattintson a kivant
beallitasra, a valasztas: Az dsszes makrd engedélyezése. (Enable all macros) Minden valasztas utan Ok.
Kattintson a Microsoft Office gombra, majd a Programnév bedllitasai gombra, (Excel Options) ahol a
Programnév az éppen hasznalt alkalmazas neve, példaul Az Excel beallitasai (alul talalhat6). Kattintson a
Bévitmények (Add-Ins) gombra, majd valassza a Kezelés — Excel bovitményeket alul, az ugrast valasztva
a Bovitményeket bejeldlheti (Manage: Excel Add-Ins, Go, megjelenik: Analysis Tool Pak, érdemes a
tobbit is bejeldlni.). A Bévitményeket az Excel installadlja. A Bévimények megjelennek: Adatok - Adat-
elemzés ikonnal. (Data — Data Analysis)

A logisztikus trendek és logisztikus regresszids fliggvények valamint a simit (exponencialis simitas)
ARIMA, esetében még a kovetkezd bedllitdsokra van sziikség:

Eszk6zok — Bovitménykezeld - Solver beikszelni, vagy ha be van jeldlve kiszedni a bejelolést, kilépni,
lementeni, belépni és Gjra bejeldlni a Solvert. (A tobbi bévitményt is célszerli bejeldlni) Tovabba:
Eszk6zok — Makro - Visual Basic Editor - Tools (feliil) - References - Solver legyen bejeldlve. Megold-
hat6 ugy is, hogy Alt+F11 Tools, Preferences, ¢és ki kell jeldlni (pipa jel) a SOLVER feliratot, ha nem
volt bejeldlve.

A masik elérési lehetdség: Kattintson a Microsoft Office gombra, majd a Programnév bedllitdsai gombra,
(Excel Options) ahol a Programnév az éppen hasznalt alkalmazas neve, példaul Az Excel beéllitasai (alul
talalhato). Jelolje be: Fejlesztéeszkdzok lap megjelenitése a szalagon. Megjelenik a Fejlesztd eszkozok
szalag, azon beliil Visual Basic -Tools-References-Solvert be kell jelolni. Kilépés utan mindig menteni
kell.

Korkoros hivatkozas esetén, ha iteraciot végez az Excel, az Excel altal javasolt modositas: Az Excel beal-
litdsai — Képletek - Kozelités engedélyezése.

Office 2010:

Beallitasok: Fajl - Beallitdsok. Az Excel beallitasai, innen azonos a bedllitdsok modositasa az Office
2007-ben leirtakkal. Kattintson az Adatvédelmi kdzpont (Trust Center) elemre, majd Az Adatvédelmi
kozpont beallitasai (Trust Center Settings) gombra végiil a Makrobedllitasok (Macro Settings) elemre.
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Kattintson a kivant beallitasra, a valasztas: Az 6sszes makro engedélyezése. (Enable all macros) Minden
valasztas utan Ok.

Kattintson a Bévitmények (Add-Ins) gombra, majd valassza a Kezelés — Excel bévitményeket alul, az ug-
rast valasztva a Bovitményeket bejeldlheti (Manage: Excel Add-Ins, Go, megjelenik: Analysis Tool Pak,
érdemes a tobbit is bejeldlni.). A Bévitményeket az Excel installalja. A Bévimények megjelennek: Ada-
tok - Adatelemzés ikonndl. (Data — Data Analysis)

Korkoros hivatkozas esetén, ha iteraciot végez az Excel, az Excel 4ltal javasolt modositas: Az Excel beal-
litasai — Képletek - Kozelités engedélyezése.

A logisztikus trendek és logisztikus regresszios fiiggvények valamint a simit (exponencidlis simités)
ARIMA, esetében még a kovetkezd beallitdsokra van sziikség:

Eszk6zok — Bévitménykezeld - Solver beikszelni, vagy ha be van jeldlve kiszedni a bejelolést, kilépni,
lementeni, belépni és Gjra bejeldlni a Solvert. (A tobbi bovitményt is célszerii bejeldlni) Tovabba:
Eszk6zok — Makr6 - Visual Basic Editor - Tools (feliil) - References - Solver legyen bejelolve. Megold-
hato ugy is, hogy Alt+F11 Tools, Preferences, ¢és ki kell jeldlni (pipa jel) a SOLVER feliratot, ha nem
volt bejelolve.

Az Excel beadllitdsai. Meniiszalag testreszabasa-Fo lapok-Jelolje be: Fejlesztdeszkozok. Ok. Megjelenik
a Fejlesztd eszk6zok szalag, azon beliil Visual Basic-Tools-References-Solvert be kell jeldlni. Kilépés
utan mindig menteni kell.

Technikai tudnivalék az Office 2010, 2007 (Office 2003) hasznalata soran.

Logisztikustrendek.xls eldszor a 12 munkalapon (Bertalanffyt6l Hubbertig) kell torélni az adatokat, majd
a 12 munkalapba beilleszteni az 01j adatokat. Ezt ugy is meg lehet egyszeriibben és gyorsabban csinalni,
hogy az els6 munkalapon (Bertalanffy) az 6sszes munkalapot kijeloljik az egér miiveletekkel (bal gomb
majd jobb gomb ¢és a meniisorbol, a minden munkalapot kijeldlt valasszuk) Az utolsé ,,Ciklus” munkala-
pot nem szabad kijel6lni, mert az adatok behivasa programozva van, ezért itt alkalmazzuk a
Shift+kattintast, az utolsé munkalapon, ahol még valtoztatni akarunk, vagyis a Ciklus munkalap eldtt a
Hubbertnél, igy kivalasztottuk az 6sszes munkalapot az utolso, ,,Ciklus™ kivételével, majd lehet torolni,
illetve beilleszteni. A Ciklus munkalap szine ekkor pirosra valt, a kijeldlt 12 munkalap sarga szine pedig
fehérre valt.

A torlést a Delete billentytivel végezziik a sarga mezdében talalhato adatok kijeldlése utan, tehat ne hasz-
naljuk az ,,adatok torlése” vezérloelemet, ami mindegyik munkalapon megtalalhat6. A torlés utdn megint
mindegyik munkalapot kijeldljiik, kivéve az utolsé ,,ciklus” munkalapot, az el6bb leirtak szerint, majd va-
lasztjuk az 0j adatallomanyt (id6 és adatsor), az utasitasok: kijeldl, masol majd iranyitott beillesztés — ér-
ték és az adatokat az elsé munkalapba (Bertalanffy) beillesztjiik. A masolas és beillesztés (masik Excel
fajlbol, nem a logisztikustrendek.xls parancsfajlbol torténjen a masolas.) eldtt a kijelolést az elobb leirtak
szerint (Shift+kattintds a Hubert munkalapon) meg kell csinalni. Masolni egy masik Excel fajlbol kell az
adatokat, mert csak akkor illeszti be mindegyik munkalapra a kivalasztott adatsort.

Fontosabb alapismeretek: tablazat: sorok-oszlopok. Cella, aktiv cella. A cellak téglalap alaka halmaza tar-
tomany. Munkalapok és munkafiizetek. A munkafiizetnek fajl nevet adunk. A munkalap mérete Excel
2007-ben 16384 oszlop és 1048576 sor. Képlet (pl. = A2/B2) masolasa fogantytval. A relativ cellahivat-
kozas esetében a képlet masolasakor a masolas iranyanak megfeleléen modosul a képlet. Abszolut cella-
hivatkozasnal a cella cime a méasolaskor nem valtozik, ekkor a tdblazatkezeld a cella tényleges helyét ta-
rolja. A sor és oszlopkoordinata elé $ jelet kell tenniink, vagy az abszolut cellahivatkozas érdekében az F4
funkciobillentyiit hasznalhatjuk. (pl.: =A1*$E$1 az E1 az abszolut hivatkozas.)

A cella tartalma lehet: szoveg, szam, képlet.

Cella tartalmanak javitasa F2 funkciobillentytivel is torténhet.

Minden fliggvénynél: Suigo a fiiggvényrdl, leirast, képleteket és mintapéldat ad.

Cella, abra kiilonbozd részei stb. kijelol (klikkelés) bal egérgomb, majd jobb egérgomb, felajanlja a val-
toztatasi lehetdségeket, amit az adott helyen valasztani lehet.

Egyéb technikai tudnivalok:

Interneten amerikai adatok esetében, ha szovegtajlrol van szo, beillesztés elott a Regionalis beallitasoknal
a nyelvet és az orszagot magyarrol amerikaira (USA) kell 4tallitani, majd az adatok beillesztése (beillesz-
tés vagy iranyitott beillesztés-szoveg opciot valasztva) utan vissza lehet allitani a regionalis beallitdsokat.
Példa: http://www.measuringworth.com/datasets/interestrates/result.php



Excel 2007 segitség a felhasznalonak:
http://office.microsoft.com/hu-hu/excel-help/ujdonsagok-a-microsoft-office-excel-2007-programban-

HAO010073873.aspx

Diagram készités:

http://office.microsoft.com/hu-hu/excel-help/diagram-keszitese-HP001233728.aspx?CTT=3

Adatok beillesztése pdf fajlbol:

Lementeni kell, majd megnyitni a pdf fjlt, utdna lehet masolni.

Adatok kijelolése-masoléas (Ctrl+C) beillesztés a jegyzettombbe (notepad) lementeni *.txt formatumba.
Excel 2007- Adatok- Szovegbdl megnyitni a *.txt fajlt, kivalasztani a 28592 Kozép eurdpai ISO, - tovabb
— sz0kozt valasztani —megjelenik az adatokat elvalaszto vonal- beillesztés.

Szoveg fajlok beillesztése Excelbe:

PL

http://www.measuringworth.com/datasets/DJA/result.php

DATA SETS
Daily DJA

Kijeldlés kezdd év: 1896 Okt. 7. Végdatum megadja: 2011 Febr. 28.
Az adatok kijelolése: Utolso jobb oldali adatot megkeresni €s Shift+jobb egér gombra klikkelni. Beillesz-
tés, Crtl+F csere, pontot vesszore. (kezddlap-keresés €s kijelolés-csere.)

Fontosabb matematikai és trigonometrikus fiiggvények

Figgvény

ABS
KOMBINACIOK
KITEVO

FAKT

LN

LOG

LOG10
MDETERM
INVERZ.MATRIX
MSZORZAT
MARADEK
HATVANY
SZORZAT
QUOTIENT
RADIAN

VEL
RANDBETWEEN
KEREKITES
KEREKITES.LE
KEREKITES.FEL
SERIESSUM
ELOJEL

SIN

GYOK

Leiras

Egy szam abszolut értékét adja eredményiil.
Adott szamu objektum 0sszes lehetséges kombinacidinak szamat szamitja ki.
Az e adott kitevoji hatvanyat adja eredménytil.
Egy szam faktorialisat szamitja ki.

Egy szam természetes logaritmusat szamitja ki.
Egy szdm adott alapt logaritmusat szamitja ki.
Egy szam 10-es alapt logaritmusat szamitja ki.
Egy tomb matrix-determinansat szamitja ki.

Egy tomb matrix inverzét adja eredményiil.

Két tomb matrix-szorzatat adja meg.

Egy szam osztasi maradékat adja eredményiil.
Egy szam adott kitevdjii hatvanyat szamitja ki.
Argumentumai szorzatat szamitja ki.

Egy hanyados egész részét adja eredményiil.
Fokot radianna alakit at.

Egy 0 és 1 kozotti véletlen szamot ad eredményiil.
Megadott szamok kozé esé véletlen szamot allit eld.
Egy szamot adott szdmu szamjegyre kerekit.

Egy szamot lefelé, a nulla felé kerekit.

Egy szamot felfel¢, a nullatdl tavolabbra kerekit.
Hatvéanysor 0sszegét adja eredményiil.

Egy szam eldjelét adja meg.

Egy szog szinuszat szamitja ki.

Egy szam pozitiv négyzetgyokét szamitja ki.



RESZOSSZEG
SZUM

SZUMHA
SZUMHATOBB
SZORZATOSSZEG
NEGYZETOSSZEG
SZUMX2BOLY?2
SZUMX2MEGY2
SZUMXBOLY2
TAN

CSONK

Lista vagy adatbazis részdsszegét adja eredménytil.

Osszeadja az argumentumlistijaban 1évé szamokat.

A megadott feltételeknek eleget tevd celldkban talalhato értékeket adja Gssze.
Tobb megadott feltételnek eleget tévo tartoméanycelldk dsszegét adja eredményiil.
A megfeleld tombelemek szorzatanak osszegét szamitja ki.

Argumentumai négyzetének 0sszegét szamitja ki.

Két tomb megfeleld elemei négyzetének kiillonbségét 6sszegzi.

Két tomb megfeleld elemei négyzetének Osszegét 6sszegzi.

Két tomb megfeleld elemei kiilonbségének négyzetdsszegét szamitja ki.

Egy szam tangensét szamitja ki.
Egy szamot egéssz¢é csonkit.

Fontosabb statisztikai fiiggvények

Fiiggvény
ATL.ELTERES
ATLAG
ATLAGA

ATLAGHA
ATLAGHATOBB

BETA.ELOSZLAS
INVERZ.BETA
BINOM.ELOSZLAS
KHIL.ELOSZLAS
INVERZ.KHI
KHI.PROBA
MEGBIZHATOSAG

KORREL
DARAB
DARAB?2
DARABURES
DARABTELI

DARABHATOBB

KOVAR
KRITBINOM

SQ
EXP.ELOSZLAS
F.ELOSZLAS

Leiras
Az adatpontoknak atlaguktol valé atlagos abszolut eltérését szamitja ki.
Argumentumai atlagat szamitja ki.

Argumentumai atlagat szamitja ki (beleértve a szdmokat, szoveget és logikai
értékeket).

A megadott feltételnek eleget tévo tartomany celldinak atlagat (szamtani
kozepét) adja eredményiil.

A megadott feltételeknek eleget tévo cellak atlagat (szamtani kozepét) adja
eredményiil.

A béta-eloszlés fliggvényt szamitja ki.

Adott béta-eloszlashoz kiszamitja a béta eloszlasfliggvény inverzét.

A diszkrét binomialis eloszlas valdszintiségértékét szamitja ki.

A khi-négyzet-eloszlas egyszElii valoszintiségértékét szamitja ki.

A khi-négyzet-eloszlas egyszElii valdszintiségértékének inverzét szamitja ki.
Fiiggetlenségvizsgalatot hajt végre.

Egy statisztikai sokasag varhato értékének megbizhatosagi intervallumat ad-
ja eredményiil.

Két adathalmaz korrelacios egyiitthatdjat szamitja ki.
Megszamolja, hogy argumentumlistdjaban hany szam talalhato.
Megszamolja, hogy argumentumlistdjaban hany érték talalhato.
Egy tartomanyban 6sszeszamolja az iires celldkat.

Egy tartomanyban Osszeszamolja azokat a celldkat, amelyek eleget tesznek
a megadott feltételnek.

Egy tartomanyban 0sszeszamolja azokat a cellakat, amelyek eleget tesznek
tobb feltételnek.

A kovarianciat, azaz a paronkénti eltérések szorzatanak atlagat szamitja ki.

Azt a legkisebb szamot adja eredményiil, amelyre a binomialis eloszlés-
fiiggvény értéke nem kisebb egy adott hatarértéknél.

Az atlagtol valo eltérések négyzetének 0sszegét szamitja ki.
Az exponencialis eloszlas értékét szamitja ki.
Az F-eloszlas értékét szamitja ki.
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INVERZ.F
ELOREJELZES

GYAKORISAG

F.PROBA

GAMMA .ELOSZLAS

INVERZ.GAMMA
GAMMALN
MERTANILKOZEP
NOV
HARM.KOZEP

HIPERGEOM.ELOSZLAS

METSZ
CSUCSOSSAG
NAGY
LIN.ILL

LOG.ILL

INVERZ.LOG.ELOSZLAS

LOG.ELOSZLAS
MAX
MAX2

MEDIAN
MIN
MIN2

MODUSZ
NORM.ELOSZL
INVERZ.NORM
STNORMELOSZL
INVERZ.STNORM

PEARSON
PERCENTILIS

SZAZALEKRANG
VARIACIOK

POISSON
VALOSZINUSEG

KVARTILIS

Az F-eloszlas inverzének értékét szamitja ki.

Az ismert értékek alapjan linearis regresszioval becsiilt értéket ad eredmé-
nytl.

A gyakorisagi vagy empirikus eloszlas értékét fiiggdleges tombként adja
eredményiil.

Az F-proba értékét adja eredményiil.

A gamma-eloszlas értékét szamitja ki.

A gamma-eloszlas eloszlasfiiggvénye inverzének értékét szamitja ki.
A gamma-fiiggvény természetes logaritmusat szamitja ki.
Argumentumai mértani kdzépértékét szamitja ki.

Exponencialis regresszio alapjan ad becslést.

Argumentumai harmonikus atlagét szamitja ki.

A hipergeometriai eloszlas értékét szamitja ki.

A regresszids egyenes y tengellyel valdo metszéspontjat hatdrozza meg.
Egy adathalmaz csticsossagat szamitja ki.

Egy adathalmaz k-adik legnagyobb elemét adja eredményiil.

A legkisebb négyzetek modszerével az adatokra illesztett egyenes paraméte-
reit hatarozza meg.

Az adatokra illesztett exponencialis gorbe paramétereit hatarozza meg.
A lognormalis eloszlas inverzét szamitja ki.

A lognormalis eloszlasfiiggvény értékét szamitja ki.

Az argumentumai kozott szerepld legnagyobb szdmot adja meg.

Az argumentumai kozott szerepld legnagyobb szdmot adja meg (beleértve a
szamokat, szoveget ¢s logikai értékeket).

Adott szdmhalmaz medidnjat szamitja ki.
Az argumentumai kozott szerepld legkisebb szamot adja meg

Az argumentumai kozott szerepld legkisebb szamot adja meg, beleértve a
szamokat, szoveget €s logikai értékeket.

Egy adathalmazbdl kivélasztja a leggyakrabban el6fordul6 szamot.

A normadlis eloszlas értékét szamitja ki.

A normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye inverzének értékét szamitja ki.
A standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvényének értékét szamitja ki.

A standard normalis eloszlas eloszlasfliggvénye inverzének értékét szamitja
ki.

A Pearson-féle korrelacios egylitthatot szamitja ki.

Egy tartomanyban talalhat6 értékek k-adik percentilisét, azaz szazalékoszta-
lyat adja eredménytil.

Egy értéknek egy adathalmazon beliil vett szdzalékos rangjat (elhelyezkedé-
sét) szamitja ki.

szadmitja ki.

A Poisson-eloszlas értékét szamitja ki.

Annak valoszintiségét szamitja ki, hogy adott értékek két hatarérték kozé
esnek.

Egy adathalmaz kvartilisét (negyedszintjét) szdmitja ki.
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SORSZAM Kiszamitja, hogy egy szam hanyadik egy szamsorozatban.

RNEGYZET Kiszamitja a Pearson-féle szorzatmomentum korrelacids egyiitthatojanak
négyzetét.

FERDESEG Egy eloszlas ferdeségét hatarozza meg.

MEREDEKSEG Egy linedris regresszids egyenes meredekségét szamitja ki.

KICSI Egy adathalmaz k-adik legkisebb elemét adja meg.

NORMALIZALAS Normalizalt értéket ad eredményiil.

SZORAS Egy statisztikai sokasdg mintdjabol kiszamitja annak szorasat.

SZORASA Egy statisztikai sokasdg mintajabol kiszamitja annak szorasat (beleértve a
szamokat, szoveget ¢s logikai értékeket).

SZORASP Egy statisztikai sokasag egészébdl kiszamitja annak szoréasat.

SZORASPA Egy statisztikai sokasag egészébdl kiszamitja annak szorasat (beleértve
szamokat, szoveget €s logikai értékeket).

STHIBAYX Egy regresszio esetén az egyes x-értékek alapjan meghatarozott y-értékek
standard hib4jat szdmitja ki.

T.ELOSZLAS A Student-féle t-eloszlas értékét szamitja ki.

INVERZ.T A Student-féle t-eloszlas inverzét szamitja ki.

TREND Linearis trend értékeit szamitja ki,

RESZATLAG Egy adathalmaz koz¢épso részének atlagat szamitja ki.

T.PROBA A Student-féle t-proébahoz tartoz6 valdsziniiséget szamitja ki.

VAR Minta alapjan becslést ad a varianciara.

VARA Minta alapjan becslést ad a varianciara (beleértve szamokat, szoveget és lo-
gikai értékeket).

VARP Egy statisztikai sokasag variancidjat szamitja ki.

VARPA Egy statisztikai sokasag variancidjat szamitja ki (beleértve szamokat, szove-
get és logikai értékeket).

WEIBULL A Weibull-féle eloszlas értékét szamitja ki.

Z.PROBA Az egysz¢élil z-probaval kapott valoszinliségértéket szamitja ki.

Fontosabb adatbazis-kezelo fiiggvények

Fiiggvény
AB.ATLAG
AB.DARAB
AB.DARAB2
AB.MEZO

AB.MAX
AB.MIN
AB.SZORZAT

AB.SZORAS
AB.SZORAS2
AB.SZUM
AB.VAR
AB.VAR2

Leiras

A kijelolt adatbaziselemek atlagat szamitja ki.

Megszamolja, hogy az adatbazisban hany cella tartalmaz szdmokat.
Megszamolja az adatbazisban 1év6 nem fires cellakat.

Egy adatbazisbol egyetlen olyan rekordot ad vissza, amely megfelel a megadott feltéte-
leknek.

A kivélasztott adatbaziselemek koziil a legnagyobb értéket adja eredményiil.
A kijelolt adatbaziselemek koziil a legkisebb értéket adja eredményiil.

Az adatbazis megadott feltételeknek eleget tevd rekordjaira Gsszeszorozza a megadott
mezOben talalhatd szamértékeket, és eredményiil ezt a szorzatot adja.

A kijelolt adatbaziselemek egy mintaja alapjan megbecsiili a szorast.

A kijelolt adatbaziselemek teljes sokasaga alapjan kiszamitja a szorast.

Osszeadja a feltételnek megfeleld adatbazisrekordok mezdoszlopaban a szamokat.
A kijeldlt adatbaziselemek mint4ja alapjan becslést ad a szorasnégyzetre.

A kijelolt adatbaziselemek teljes sokasaga alapjan kiszamitja a szorasnégyzetet
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Az Analysis ToolPak betoltése.

Az Analysis ToolPak betdltését kovetden elérhetdvé valik az Adatelemzés parancs az Adatok lap Elemzés
csoportjaban.

Elérhetove valik tobbek kozott: Adatok - Adatelemzés
Variancia - analizis. Egy- ¢s kéttényezds.

Korreléci6 - analizis.

Kovariancia - analizis.

Leiro statisztika.

Exponencialis simitas.

Mozgdbatlag.

Regresszio (felhasznalhato trendszamitasra x=t).
Mozgobatlagolas.

Diagramok készitése Excel 2007.%'

Diagramok hasznalataval grafikus formatumban jelenithetdk meg a numerikus adatsorok, igy konnyebben
értelmezhetdk a nagy mennyiségii adatok, valamint a kiilonb6z6 adatsorok kézotti kapesolatok.

1. Az Excel alkalmazasban torténd diagramkészités elsd 1€pése a numerikus adatok munkalapon val6 fel-
tiintetése. Ha méas munkalapon megvannak az adatok, akkor Mésolas CTRL+C beillesztés CTRL+V. Ki-
vagas CTRL+X. Kezdolap — Vagolap meniiszalagon is megtaldlhatok a felsorolt miiveletek.

2. Adatok kijelolése:

Kijel6lhetok egérmiiveletekkel vagy:

Adott sor vagy oszlop celladit ugy is kijelolheti, hogy az elsé cella kijelolését kovetden a
CTRL+SHIFT+NYIL (sorok esetén a JOBB vagy BAL, oszlopok esetén a FEL vagy LE nyilbillentyii)
billentylikombinécidt hasznalja.

Megjegyzés: Adatokat tartalmazé sor vagy oszlop esetén a CTRL+SHIFT+NYIL billentyiikombinacid
a legutolso hasznalatban 1év0 cellaig boviti a kijeldlést, a billentylikombinacié méasodszori lenyomésa pe-
dig a teljes sort illetve oszlopot jeldli ki

3. Diagram készitése.
Ezutan az adatok diagramba emeléséhez valasszon diagramtipust: Nyissa meg a Beszuras meniiszalagot
¢s a Diagramok elemcsoportban vélassza ki a diagramtipust.

Hajtsa végre a megfeleld miiveletet a Beszlras lap Diagram csoportjaban: Jelolje ki az abrazoland6 ada-
tokat, majd:

Jeloljon ki egy diagramtipust, majd kattintson a diagram hasznalni kivant altipusara.

Ha latni szeretné az 0sszes elérhetd diagramtipust, a Diagram besztrasa parbeszédpanel megjelenitéséhez
kattintson valamelyik diagramtipusra, majd a Minden diagramtipus parancsra; a nyilakra kattintva gor-
gesse végig a hasznalhato diagramtipusokat és - altipusokat, majd kattintson arra, amelyiket alkalmazni

szeretné.
TRCE J=—N “YSEe
Oszlop Vonal Torta Sav  Teralet Pont Egyéb
~ =~ K - =~ K diagramok =
Diagramok P
Tipp Ha egy diagramtipus vagy -altipus fol¢é viszi az egérmutat6dt, megjelenik a diagramtipus nevét mu-
tato elemleiras. A felhasznalhat6 diagramtipusokrol a Diagramtipusok gytijteménye cimii témakorben ol-
vashat.
A diagramot kijeldlve valtoztatni lehet a diagramtipusokon és —altipusokon.

*! http://office.microsoft.com/hu-hu/excel-help/diagram-keszitese-HP001233728.aspx?CTT=3
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4. Diagrameszkzok - Mddositési lehetdségek -Elrendezés.
Be lehet irni p6tldlag a diagramcimet, a tengelycimeket stb.

Trendek szamitasa diagramra illesztett trendvonallal.

Ha meglévo adatokhoz szeretne eldre jelezni trendet, 1étrehozhat egy trendvonalat a diagramban. Ha pél-
daul van egy diagram az Excelben, amely az év els6 néhany honapjanak értékesitési adatait abrazolja,
hozzaadhat egy olyan trendvonalat a diagramhoz, amely mutatja az értékesités altalanos trendjét (ndvek-
v, csokkend vagy stagnald), vagy eldrejelzi az elkdvetkezd honapok trendjét.

Ez az eljaras azt feltételezi, hogy a diagram mar korabban elkésziilt meglévd adatok alapjan. Ellenkez6
esetben a Diagram készitése cimi témakorben olvashat errél bévebben.

Kattintson a diagramra.

Jeldlje ki azt az adatsort, amelyhez trendvonalat vagy mozgo atlagot szeretne illeszteni.

Kattintson az Elrendezés lap Elemzés csoportjdban a Trendvonal gombra, majd valassza ki a regresszios
trendvonal vagy mozg¢ atlag kivant tipusat.

A bedllitasok szerkesztéséhez €s a regresszids trendvonal vagy mozg6 atlag forméazasahoz kattintson a
jobb gombbal a trendvonalra, és valassza a helyi menii Trendvonal forméazésa parancsat.

Adja meg a kivant beallitasokat, vonalakat és effektusokat.

Ha a Polinomidlis tipust valasztotta, irja be a Fokszam mezdbe a fiiggetlen véltoz6 legmagasabb hatvany-
kitevojét.

Ha a Mozgobatlag tipust valasztotta, irja be a Periddus mezdbe a mozgé atlag kiszamitdsdhoz hasznalt id6-
szakok szamat.

Megjegyzések

Az Alapul szolgéld csoportban lathatja az 6sszes olyan adatsort, amelyeknél hasznalhatja a trendvonala-
kat. Ha trendvonalat szeretne hasznélni egy sorban, kattintson a nevére, és valassza ki a megfelel6 beélli-
tasokat.

Ha mozg6 atlagot illeszt egy pontdiagramhoz, a mozg6 atlag értéke a diagrambeli x értékek sorrendjétdl
fiigg. Eléfordulhat, hogy a kivant eredmény eléréséhez meg kell adnia az x értékek sorrendjét, mieldtt a
mozgo atlag szamitasaba fogna.

1 Egyszerii adat-elemzések: viszonyszamok szamitasa és grafikus abrazolas

Az egyszerli adatelemzések targyaldsa el6tt, roviden ismertetjiik azokat az alapvetd statisztikai fogalma-
kat, amelyeket a tovabbiak soran hasznalni fogunk. Statisztikai sokasagnak nevezziik a statisztikai meg-
figyelés targyat képezd egyedek Osszességét. A sokasag egyedei lehetnek €l61ények, szervezetek, targyak,
események, képzett egységek, stb. Amennyiben a sokasag egy adott idopontra (ezt az idépontot szokas
un. eszmei idopontnak is nevezni) vonatkozo allapotat vizsgaljuk, allo sokasagrol beszéliink. A mozgod
sokasag folyamatot fejez ki, ebbdl kovetkezden idotartamra értelmezhetd. Statisztikai ismérvnek nevez-
zlik a sokasag egyedeire vonatkoz6 tulajdonsagokat, jellemzoket. A sokasag egységei (egyedei) az ismér-
vek hordozoéi. Az ismérv lehetséges kimenetelei (valtozatai) az ismérvvaltozatok. Az ismérveknek négy
tipusat kiilonbdztethetjiik meg:

Az idébeli ismérv a sokasag egységeire nézve valamilyen id6beli elhatarolast ad.

A teriileti ismérv a sokasag egységeire nézve valamilyen foldrajzi elhatarolast ad.

A minéségi ismérv a sokasag egységeire jellemz0 verbalisan leirhat6 tulajdonsag.

A mennyiségi ismérv azon tulajdonsagokat jelenti, melyek szamadatokkal leirhatoak, és valami-
lyen mérés vagy szdmlalas eredményei.

b s

A csoportositas, avagy osztalyozas a statisztikai sokasdgnak valamely ismérv szerinti tagolasa, rendsze-
rezése. A csoportositas 1ényegében azt is jelenti, hogy a statisztikai sokasagot mindségileg kiilonb6zo ré-
szekre, csoportokra bontjuk, és igy tanulmanyozzuk szerkezetét, felépitését. A csoportositds a gyakorlat-
ban ugy torténik, hogy a csoportképzd ismérv alapjdn az ismérv valtozatainak megfelelden a sokasag
egyes tagjait a konkrét ismérvvaltozatokhoz rendeljiik. A csoportképzé ismérvek a sokasag 1ényeges tu-
lajdonsagait tiikrozik, ezek alapjan lehetdség nyilik a sokasadgon beliil az alapvetd kiilonbségek, eltérések
feltarasara, elemzésére. A csoportositdshoz felhasznalt csoportképzd ismérv valtozatai sok esetben adot-
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tak: pl. nem, kor, beosztas és szakképzettség. A statisztikai ndmenklatirak fontos csoportképzd ismér-
vek: pl. a tevékenységek azonositisa a TEAOR-on (Tevékenységek Egységes Agazati Osztalyozasi
Rendszere), a termékeké az ITJ-n (Ipari Termékek Jegyzéke), a METJ-n (Mezdgazdasagi, Erdészeti Ter-
mékek Jegyzéke), az EJ-n (Epitményjegyzék), a SZATJ-n (Szamitastechnikai Alkalmazasi Termékek
Jegyzéke) a szolgéltatasoké pedig a Szolgéltatasok Jegyzékén (SZJ) alapul. Ismert nomenklatira tovabba
a Foglalkozasok Egységes Osztalyozasi Rendszere (FEOR).

Fontos szempont a csoportositds sordn, hogy az adatok egyértelmiien besorolhatok legyenek. Ez annyit
jelent, hogy valamennyi egyed egy és csak egy csoportba keriilhet. Egy statisztikai sokasag egyidejiileg
tobb ismérv szerinti csoportositasat kombinativ csoportositasnak hivjuk. A statisztikai adatok feldolgo-
zéasanak — a csoportositas mellett — gyakorta alkalmazott masik elemi modszere az 6sszehasonlités.

Az osszehasonlitas statisztikai adatok egymas mellé rendelését jelenti elemzési célbol. Az dsszehasonli-
tassal a mindennapi életiinkben gyakran taldlkozunk, és szinte semmilyen megéallapitast nem tesziink nél-
kiile. Osszehasonlithaténak tekintjiik azokat az adatokat, amelyek csak olyan tényezék miatt térnek el
egymastol, amelyeknek a szerepét éppen kutatjuk. A statisztikai adatok valamilyen ismérv szerinti felso-
rolasat statisztikai sornak nevezziik. A sorok csoportositds eredményeként, vagy Osszehasonlitas célja-
bol allithatok eld. Az azonos fajta adatokbol 4ll6 statisztikai sorok — amelyek altalaban csoportositd vagy
sszehasonlitd sorok — az ismérvek tipusai szerint is osztdlyozhatok. Igy beszélhetiink idbeli, minéségi,
mennyiségi ¢és teriileti statisztikai sorokrol. A kiilonbozo fajta, de egymassal 6sszefliggd adatokat tartal-
maz6 sort leird sornak nevezziik. Az all6 sokasag (stock) adatait tartalmazo6 idésor az un. allapot iddsor,
melynek jellemzdje, hogy minden megfigyelt adata egy eszmei idéponthoz tartozik, valamint ez a sor
csak dsszehasonlito jellegli statisztikai sor lehet. A mozg6 sokasagot tartam iddsorral tudjuk szemléltetni.
A tartam iddsor sajatossaga, hogy a statisztikai adatok a sokasag flow-jellegébdl adéddan mindig id6tar-
tamhoz kotddnek, adatai igy akar dsszesithetOk is. A statisztikai sorok valtozatait az alabbiakban foglaljuk
Ossze:

Statisztikai sorok csoportositasa

/

Azonos fajta adatokat tartalmaz6 sorok Kiilonbozo fajta adatokat tartalmazoé sorok

Osszehasonlito sor Csoportositd sor Leiro sor

ool SN T

Iddsor Tertileti sor Mindségi sor Mennyiségi sor

Allapot Tartam Gyakorisagi Ertékosszeg

A statisztikai alapfogalmak attekintése utan roviden targyaljuk a viszonyszamok szamitasat és a grafikus
abrazolast.

Viszonyszamnak nevezziik két egymassal kapcsolatban all6 statisztikai adat hanyadosat.

A viszonyszam képlete:

v=~A
B

ahol:

A — a viszonyités targya,

B — a viszonyitasi alapja, mas néven bazisa.
A viszonyszamok legfontosabb fajtai:

= intenzitasi,

* megoszlasi,

= koordinacios,
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= dinamikus viszonyszam.

Az intenzitasi viszonyszam altalaban kiilonb6z6, de egymassal kapcsolatban 4ll6 statisztikai adatok ha-
nyadosa, ebbdl kdvetkezden a mértékegysége a szamlalo €s a nevez6 mértékegységébol képzodik.
Megoszlasi, illetve koordinacids viszonyszamokat a sokasag csoportositasat kovetden szamithatunk. Az
elobbiek egy részsokasagot hasonlitanak az egészhez, az utdbbiak két részsoksagot viszonyitanak egy-
mashoz. A viszonyitds eredményét vagy Un. egyiitthatdés formdban, vagy szdzalékos forméaban szokas
megadni.

A dinamikus viszonyszamok két id0szak vagy idépont adatainak hanyadosai, melyeket altalaban szaza-
1ékos formaban adunk meg. A viszonyitas alapjat képez6 idépontot, idészakot bazisidészaknak, mig a vi-
szonyitas targyat targyidészaknak szoktdk nevezni. Amennyiben kettdnél tobb iddszak vagy idépont ada-
taival rendelkeziink a viszonyitas alapja lehet allandé vagy valtozd; ezen utobbi esetben altaldban a meg-
el6z6 iddszak (idOpont) adatat tekintjilk viszonyitasi alapnak. Az elsd esetben bazisviszonyszamokat, a
masodik esetben lancviszonyszamokat szamitunk.

A bazisviszonyszadm képlete, ha az iddsor elsé megfigyelését tekintjiik bazisnak akkor:

B -Yr
¥

A lancviszonyszam képlete:
Lt — YT
Y1

Az id6beli Osszehasonlitasokra a bazis- és lancviszonyszamok egyarant alkalmasak. Mig a bazisviszony-
szamok a fejlodés (valtozas) relativ mérésére, addig a lancviszonyszamok a fejlédés (valtozas) litemének
szamszerisitésére szolgalnak.
Id6beli 6sszehasonlitdsokra az un. differencia-képzést is hasznéalhatjuk. Ebben az esetben két szomszé-
dos iddszak vagy id6pont adatanak a kiilonbségét képezziik, melyet elsérendii differencianak neveziink.
Képlete:

D, =y =¥,
Az id6sor adatainak szigortian kotott a felsoroldsi rendje, mely egyben azt is jelzi, hogy a szomszédos
adatok kiilonbségeinek ¢és hanyadosainak szdmitadsanal, mindig a kés6bbi adatbol vonjuk ki korabbit, il-
letve a kés6bbi adatot osztjuk a korabbival.
Az id6beli 6sszehasonlitdsokra — amennyiben kettonél tobb iddszak vagy idépont adatat ismerjiik — gyak-
ran hasznaljuk az atlagos abszolut és relativ valtozas mutatoit is.
Az idBszakrol id8szakra, illetve iddpontrol iddpontra torténd valtozasok (a D, és L, értékek) atlagos ér-
tékét kiszamitva jutunk az elébb emlitett mutatoszamokhoz. Az atlagos abszolut valtozas mutatdja — me-
lyet azokban az esetekben alkalmazzuk, ha feltételezhetd, hogy a valtozasok a vizsgalt idészakban abszo-
lut nagysagukat tekintve allanddsagot mutatnak — az aldbbi képlettel hatarozhaté meg:

[—):(Y2_Y1)+(Y3_Yz)+-'-+(YT_yT—l): Yr— Y,
T-1 T-1

Ha az egymast kovetd megfigyelések hanyadosai mutatnak viszonylagos allanddségot, akkor az atlagos
relativ valtozas mutatojat célszerti kiszamitani:

L Yo, 5. Y1 _ 2

=T~ X =T
i Y2 Y1 Yi

A grafikus dbra az elemzések és kozlések fontos eszkoze.** A grafikus abrak felhivjak a figyelmet a sta-
tisztikai adatok altal reprezentalt jelenségek alapvetd jellemzodire, a f6bb aranyokra, tendencidkra, 0ssze-
fiiggésekre. Az abrazolas célja lehet a jelenségek kozotti kapesolatok vizsgalata, a leird céli alkalmazas,
a dontés elokészités aldtdmasztasa, az elemzések eredményeirdl torténd tajékoztatas, kozlés. A grafikus
abrazolas 1ényege az Osszehasonlitds, ezért az aranyokat érzékelteti és nem az abszolut nagysagokat.

A grafikus dbrazolassal szemben tamasztott kovetelmények:

*? Ld.: Hunyadi Laszl6 [2002]
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= A legmegfelelobb abrazolasi modot kell kivalasztani, amit a vizsgalt jelenséget bemutatd adatok
jellege, illetve a jelenségek kozott 1€vo kapcesolat természete dont el.

= A kivélasztott grafikus abra legyen egyszert, aranyos, attekinthetd és kifejezo.

= Minden grafikon két részbdl alljon: abra és magyarazo jelolések (cim, skéla, jelmagyarazat, al-
kalmazott mértékegységek, forras).

A grafikus abrak lehetnek a teljesség igénye nélkiil:
Egyszeriibb statisztikai abrak (diagramok):
= Oszlop (téglalap)-,

=  vonal-,
=  Kkor-,
= szalag-,

= XY, vagy pontdiagram.
Osszetett (kifejezetten statisztikai miiveletek eredményeként keletkezd) diagramok:
Gyakorisagi sorok elemzésére szolgalo abrak:

= hisztogram,

= gyakorisagi poligon,
Specialis szalagdiagram az un. korfa, mely a demografiai elemzésekben hasznalatos.

1.1 A dinamikus viszonyszamok parancsfajl miikodése

A dinamikus viszonyszamok.xls fajl alkalmazasa soran bevihetd az id6valtozo, ezen kiviil egyszerre 12
kiilonb6z6 adatsor, maximum 2000 adat. Az 6sszehasonlitds miiveletének két alapvetd modja elvégezhe-
t0: az Osszehasonlitand6 adatokbol torténd hanyados-, illetve kiillonbségképzés. Ki kell valasztani a szam-
lalot és a nevezot, ezt kovetden a program kiszamolja a hanyados értékét. Ha a szdmlalo és a nevezd ha-
nyadosa kis szamérték, akkor a szorzétényezd (pl. 10, 100, 1000) megadasaval a hanyadost beszorozza.
Ha szazalékos, illetve ezrelékes format alkalmazunk akkor a szorzotényezo 100 illetve 1000. Ha erre
nincs sziikség akkor a szorzotényezd értéke alapértelmezésben 1. Ha nem akarunk hanyados képezni, ak-
kor a hadnyados képzés-nevezd —meniisorban a ,,nincs osztas”-t valasszuk. A kiilonbség képzésnél, ha az
kozgazdasagilag értelmezhetd, ki kell jeldlni a kisebbitendd és a kivonando6 adatsort. A program mindkét
esetben elkésziti az abrat, tovabba kiszdmitja a bazis- €s lancviszonyszdmokat. A kiilonbségképzés (elso-
foku differencia) oszlop a szomszédos adatok kiilonbségeit szdmitja ki.

Ha az atlagos abszolut és atlagos relativ valtozas mutatoit akarjuk kiszdmitani, akkor az atlagos valtozas

munkalapon meg kell adni a T, az y; és az y, értékeket és a program kiszdmitja az atlagos abszolut és

relativ valtozas mutatoit.
Példa a dinamikus viszonyszamok.xls alkalmazasara, a munkatermelékenység valtozasanak elemzése.
Vezessiik be az alabbi jeloléseket:

= Y =cloallitott termék értéke millio Ft-ban, (millio Ft.).

= X = a fizikai dolgozdk ledolgozott (munkahelyen elt5ltott illetve fizetett) munkaideje oraban.

(6ra)
= X, =a fizikai dolgozdk atlagos allomanyi létszdma foben. (f6)
= X3 = a foglalkoztatottak atlagos allomanyi (teljes: fizikai + nem fizikai) létszama foben. (f0)

A rendelkezésiinkre 4116 vallalati adatsor®: 1996-2007 éves adatok.
A munkatigyi tényezok hatasat az alabbi egyenlet mutatja, ahol a munkatermelékenységet a termelés és a
foglalkoztatottak atlagos alloményi 1étszaménak hanyadosaként hataroztuk meg, (millié Ft/f0):

Y Y X, X,

X13 X11X12 X13

A fenti Osszefliggés esetén vizsgalhato:
A munkaid6 egy Orajara jutd termelés nagysaga (millid Ft/ora):

3 Feltételezett adatok.
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X
X

11

A munkaidd és a fizikai dolgozok atlagos dllomanyi 1étszdmanak az aranya (6ra/fo):

X

11

X

12

A fizikai dolgozok atlagos allomanyi létszama egy fojére jutd termelés nagysaga (millio Ft/f6):

Y

X

12

A fizikai dolgozok atlagos allomanyi létszamanak és a foglalkoztatottak atlagos alloményi 1étszamanak az
aranya*100 (%)

X
X

13

A szamitasok végeredményének bemutatdsa a dinamikus viszonyszamok.xls fajl felhasznalasaval.

1-1. tabla: A termelékenység (Y/X;3) valtozasa 1996-2007 kozott

I1do Bazisviszonyszamok |Lancviszonyszamok
1996 1,000 -
1997 1,018 1,018
1998 0,992 0,975
1999 1,003 1,010
2000 1,050 1,047
2001 1,123 1,069
2002 1,222 1,088
2003 1,172 0,960
2004 1,215 1,037
2005 1,256 1,033
2006 1,297 1,032
2007 1,298 1,001

Atlagos abszolut valtozas

0,232

Atlagos relativ valtozas

1,024

Az 1-1. tdblaban 1év6 adatok:

Y = eléallitott termék értéke millio Ft.-ban, (milli6 Ft.).

X3 = a foglalkoztatottak atlagos allomanyi (teljes: fizikai + nem fizikai) 1étszdma foben. (f6)
A rendelkezésiinkre all6 vallalati adatsor: 1996-2007 éves adatok.

Gyakorlo feladatok. (dinamikus viszonyszamok.xls)

1.

2.

Elemezze az egy fore juto GDP alakulasat 2000-es $-ban Magyarorszag és az EU orszagok (27
orszag) adatai alapjan az 1969-2007 kozotti adatok felhasznalasaval.

Elemezze az egy fore jutd GDP alakulasat 2000-es $-ban az USA-ban 1790-2006 kozotti adatok
felhasznalasaval A szamlalo: Real GDP 2000-es $-on (milliard $), a nevez6é: Népesség 1000 {6, a
szorzotényezd 1000.

A termelékenység1996-2007.x1s fajl felhasznalasaval végezze el a szamitasokat az elézdekben
bemutatott képletek felhasznalasaval.
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4. Elemezze az egy fore jutdé GDP alakulasat 2005-es $-ban Magyarorszag és az EU orszagok (27
orszag) adatai alapjan az 1969-2008 kozotti adatok felhasznalasaval. **

1.2 Abrak készitése Excel parancsfajl miikodése

Az abrak készitése parancsfajl segitségével a kovetkezd abrakat nyerhetjiik: vonal/oszlop/ hisztog-
ram/kdr/szalag/XY /korfa. Mindegyik dbranak megfelel egy munkalap. A kivalasztott abranak megfeleld
munkalapot megnyitva és az abrazolandé adatsort bemasolva, az ennek megfeleld dbrat a program szol-
galtatja. Az oszlop- és vonal-diagramot altaldban idésorok abrazolasara hasznaljuk. Az idésorok esetén a
grafikonra kattintva, lehet6ség van a trendvonal felvételére (lineéris, féllogaritmikus, polinomialis, hat-
vany, exponencialis és mozgdatlagolasu trend ). Tartamiddsorok esetén a vizszintes tengelyen intervallu-
mok szerepelnek, a jelenséget pedig célszerli ezen intervallumok f61¢€ rajzolt téglalapokkal (oszlopokkal),
tehat oszlopdiagrammal bemutatni. Allapot iddsorok esetén az idSbeli ismérv értékei egy-egy idéponthoz
tzajrtoznak, ezért célszerll abrazolasuk egy-egy pont, az egyes pontokat egyenesekkel 9ssze is lehet kotni.
A gyakorisagi sorok abrazolasara a hisztogramot tartalmazza a program. A hisztogram munkalapba az
abrazoland6 osztalyk6zos gyakorisagi sort bemdsolva, az dbrat a program szolgaltatja. Az osztalyk6zos
gyakorisagi sor képzése az elemi miiveletek parancsfijlban taldlhatd. Hisztogramnak nevezziik azt a gra-
fikus abrat, amely olyan - a derékszogii koordinata rendszerben hézag nélkiili oszlopdiagramot jelent,
ahol az oszlopok alapjat az osztalykozok hossza, a magassagat pedig a gyakorisagok adjak. A hisztogram
oszlopainak teriilete aranyos a gyakorisagokkal, ezért az egyenld hosszisdgl osztalykdzok esetén az ab-
razolds nem okoz gondot. Eltérd hosszusagu osztalykozok esetén — mivel a hosszabb osztalykdzhoz
aranytalanul nagyobb gyakorisag tartozna — ezért mddositani kell a gyakorisagokat.

A kordiagram a mindségi (teriileti) sorok abrazoldsanak altaldnos eszkdze. A mindségi ismérv szerinti
megoszlas eredményét a kordiagramban megjelend megoszlasi viszonyszamok segitségével szemlélteti.
A kordiagramot 4ltaldban az adatok relativ gyakorisdganak abrazolasara hasznaljak. A teljes kor jelképezi
a 100%-ot, ¢s az egyes adatok relativ gyakorisagat abrazolo korcikkhez tartozo kézépponti sz6g aranyos a
relativ gyakorisaggal. Természetesen a kordiagram akkor mutatja jol a megoszlasokat, ha az ismérv kevés
valtozattal rendelkezik. Ha a mindségi (teriileti) ismérv valtozatainak a szdma nagy, akkor a szalagdiag-
ram az abrazolas javasolt modszere.

Pontdiagramot (XY abrat) két egymassal Osszefliggésben 1évé mennyiségi ismérv értékeinek abrazola-
sara hasznaljuk.

A korfa olyan specialis szalagdiagram, amelynek egyik oldaldn a férfiak, a mésik oldalan a nék szama-
nak megfeleld hosszusagl vizszintes savok mutatjdk az adott életkori népesség szamat vagy %-os meg-
oszlasat korcsoportonként. Az alkalmazott, az adatszolgaltatdsban szokasos korcsoportok: 0-4, 5-9, 10-14,
... ,85-89, 90-94, 95-99, 100+ év. A népesedési helyzet vizsgalatanak egyszerti, ugyanakkor szemléletes
¢s latvanyos eszkoze a korfa.

Gyakorlo feladatok. (abrak készitése.xls)

1. Magyarorszagi hosszl id6sorok abrazolasa és elemzése. A KSH minden évben - 2001 6ta - kozli a
hosszua iddsorokat Excel formatumban is tartalmazo Statisztikai Evkonyv CD mellékletét. Ezek az
idésorok 1960-t6] tartalmaznak folyamatosan évenként mért adatokat. Abrazolja és értékelje a
2006. évi Statisztikai Evkonyv CD mellékletében talalhatd hossza (1960-2006) adatsorokat szak-
mai bontasban. A szakmai teriileteken beliil tobbféle mutatd idébeli alakuldsa vizsgalhato:

1.1. Népesség, népmozgalom mutatoi.

1.2. A héztartasok jovedelme és fogyasztasa, lakéasépités.
1.3. Egy fore jutd ¢élelmiszer- és tapanyagfogyasztas.

1.4. Tarsadalombiztositas, szocialis ellatas.

1.5. Egészségligy.

1.6. Oktatas

** http://www.ers.usda.gov/Data/Macroeconomics/
* Hunyadi Lasz16 [2002]: 29.
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1.7.

1.8.

1.9.

1.10.
1.11.
1.12.
1.13.
1.14.
1.15.
1.16.
1.17.
toen:

Kultira.

Bunozés.

Gazdasagi aktivitas, bruttd hazai termék (GDP), beruhazas.
A mezdgazdasag fobb mutatoi.

Novények Osszes termése [ezer tonna].

Allattenyésztés.

Ipar.

Kereskedelem, turizmus.

Szallitas.

Posta és tavkozlés.

Az MNB interneten elérhet6 adatsorai®® alapjan dbrazolja és elemezze a rendszervaltast kove-

A fogyaszt6i arindex alakuldsat 1993-t6l havi- és éves atlagos bontasban, piaci javak szerint is.
A kiilkereskedelmi termékforgalom havi alakulasat aru fodcsoportonként 1996-t6l havi bontasban.
A fedezetlen bankkdzi forint kihelyezések havi atlagkamatlabainak alakulasat 2000-t61 havi bontas-

ban.

A devizédban fennalld nettd addssag alakuldsat 1995 és 2008 kozott negyedéves bontasban.
2. Keszitse el a vilag tiz legnépesebb orszagara, a vilagra ¢s Magyarorszagra a korfakat a 2000.
2025. ¢€s 2050. év adatai alapjan. Ertékelje a korfakbdl levonhato kovetkeztetéseket.

3. Az

amerikai elnok részére készitett 2008. évi jelentés?’ Excel formatumban kdzreadott adatsorai

koziil abrazolja és értékelje a kovetkezdket:

3.1.

3.2.

3.3.

3.4.

3.5.

3.6.

3.7.

3.8.

B-2. A GDP (Real gross domestic product), az export és az import, a haztartasok (Personal
consumption expenditures, total) fogyasztdsa és a kormanyzati fogyasztas (Government
consumption expenditures and gross investment, total) alakulasa 2000-es $-ban. 1959-2007.
B-35. A munkanélkiiliség ratdjanak alakuldsa a polgéari teriileten dolgozoknal. Az agrar és a
nem agrar teriileten dolgozo aktiv népesség szamanak alakulésa.28 (Unemployment rate,
civilian workers Civilian population and labor force) 1929-2007. A hianyz6 adatokat (1930-
1931, 1934-1938) becsiilje meg egyenletes novekedési litemet feltételezve.

B-36. A munkanélkiiliek szdmanak alakuldsa Osszesen és nemek szerint. (Civilian
employment and unemployment by sex and age). 1960-2007.

B-42. A mukanélkiiliség rata alakulasa sszesen és f6 csoportok (nem, kor: 16-19, és 20- éve-
sek, szarmazas, fehér és nem fehér) szerint. (Civilian unemployment rate). 1960-2007.

B-51. A teljes ipari termelési index (2002=100%) alakulasa. (Industrial production indexes,
major industry divisions). 1959-2007.

B-60. A fogyaszt6i arindex alakuldsa (1982-84=100) az dsszes termékre, az élelemre (food), a
vasuti szallitasra (transportation), orvosi ellatasra (medical care) vonatkozdan. (Consumer
price indexes for major expenditure classes). 1960-2007.

B-77. Fogyasztoi teljes hiteltartozasok (total consumer credit, millid6 $-ban.) alakulasa.
(Consumer credit outstanding). 1959-2007.

B-97. A farmok teljes jovedelmének alakuldsa milliard $-ban. (Farm income). 1945-2007.

4. Az MNB folyamatosan kozli a forint napi arfolyamat a kiilonb6z6 valutakhoz képest™’.

4.1.

4.2.

A 2007. év napi arfolyamait abrazolja és elemezze a Ft/USD (USD= USA dollar), a Ft/CAD
(CAD= kanadai dollar) és a Ft/EUR (EUR= eur0) esetében.

Abrazolja®® 1990. jan. 1. és 2008. apr. 4. kozétt a Ft/USD (USD= USA dollar) és a Ft/CAD
(CAD= kanadai dollér) napi arfolyamanak a valtozasat.

A grafikonok az MNB honlapjardl is lekérhetk, kiilsnb6z6 bontasban '
5. Kordiagram készitése

*® http://www.mnb.hu/engine.aspx?page=mnbhu_statisztikai idosorok az adatokat a KSH szolgéltatja.
*7 Internetes elérés: Economic Report of the President. Statistical Tables. 2008:
http://www.gpoaccess.gov/eop/download.html A 2010-es adatok is letdlthetdk:
http://www.gpoaccess.gov/eop/tables09.html

% 1947-ig a 14 évnél idésebb, utana a 16 évnél iddsebb népességre vonatkozo adatok.

* http://www.mnb.hu/engine.aspx?page=arfolyamlekerdezes

3% Arfolyam1949-2007.xls

*! http://www.mnb.hu/engine.aspx?page=arfolyamlekerdezes
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5.1. Foglalkoztatottak szamanak alakulasa 2000 és 2006 kozott gazdasagi agak szerint Magyaror-
szagon.
5.2. Iskolai végzettség valtozasa nemenként 1960 és 2006 kdzott.

1.3 Az orszagonkénti korfa progndzis készitése 2050-ig Excel parancsfajl milkodése

Ezzel a parancsfajllal elemezheté a munkalapon szerepld 25 orszag €s a vildg népességének adatalloma-
nya korcsoport és nemhez valo tartozas szerint. Az egyes orszagok népességszama altaldban az 1990-es
évektol a 2050-ig elorejelzett értékekkel egyiitt évente rendelkezésre 4ll. Az adatokat az USA Népszam-
lalasi Hivatala (US Census Bureau) hozza rendszeresen nyilvanossagra.”>>> A vizsgalni kivant orszag
korfait 2050-ig megrajzolja a program.

Az Excel parancsfijl miikodése:

1. Az els6 ,,abra” nevii munkalapon 25 orszag ¢€s a vilag népessége kozil valaszthatunk, a kovetkezd
munkalapokon megtaldljuk az egyes orszdgok népességi adatait. A valaszthatd orszagok, feltiin-
tetve a rendelkezésre allo adatok kezdd évét:

= Afganisztan (AFG) 1979-

= Amerikai Egyesiilt Allamok (USA) 1950-

= Ausztralia (AUS) 1986-

= Ausztria (AUT) 1991-

= Banglades (BAN) 1991-

= Belgium (BEL) 1989-

= Bosznia-Hercegovina (BHV) 1991-

= Brazilia (BRA) 1971-

= Bulgaria (BUL) 1993-

= (Csehorszag (CZE) 1991-

* Franciaorszag (FRA) 1990-

= [ndia (IND) 1991-

= Indonézia (INA) 1980-

= Japan (JPN) 1990-

= Kanada (CAN) 1991-

= Kina (CHN) 1990-

= Lengyelorszag (POL) 1989-

=  Magyarorszag (HUN) 1924-, hianyoznak az 1942-1946 évek.

= Egyesiilt Kirdlysag (GBR) 1991-

=  Németorszag (GER) 1991-

= Nigéria (NGR) 1953-

= QOroszorszag (RUS) 1989-

= Pakisztan (PAK) 1981-

= Romania (ROM) 1992-

= Szlovénia (SLO) 1991-

= Vilag (VILAG) 1996-

2. A csuszda mozgatasaval (egy kattintas egy év elére) nyomon kovethetjiik a korfa (férfi % és nd
%) valtozasat. Az évszamok 1950-2050 kozott valtoznak évi bontasban. Meg kell nézni melyik
¢évtdl vannak korfa adatok (pl. Magyarorszag 1924-2050) és a csuszdat az évszamhoz kell moz-
gatni. Az elotte 1évd éveknél mivel nincs adat a korfa lires marad. Baloldalt lathat6 az évszam,
jobboldalt feliil pedig a vizsgalt orszag vagy a vilag adott, tehat éppen vizsgalt évéhez tartozo kor-
fa adatai, férfi, no és dsszesen (mindkét nemre vonatkozdan) bontasban.

32 http://www.census.gov/ipc/www/idb/summaries.html

332009 10 24 utan az adatszolgaltatas egyszeriibbé valt: Country ki kell valasztani az orszagot, Ctrl lenyomasaval
az 0sszes ¢év kivalaszthato, utana Population Pyramids-t valasztva, mindegyik orszagra elkésziti a korfat és az utol-
s0 korfa utan az adatok letdlthet6k Excel/CSV formatumban.
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Az alabbi 1-1. dbra mutatja Magyarorszag korfajat>* 1924-ben és a 2050-re varhaté korfat a 1-2. dbra tar-
talmazza, lathatd, hogy a piramisbol (1924) egy forditott piramis (2050) lesz, ami komoly veszélyeket
prognosztizal.

1-2. abra: Magyarorszag prognosztizalt korfaja 2050-ben
Gyakorlo feladatok. (orszagonkénti korfa prognozis készitése 2050-ig.xls)

A csuszda mozgatasaval vizsgalja meg a korfa valtozasat a felsorolt orszagokban ¢és értékelje a 2025 és
2050 évekre vonatkozo6 progndzis becsléseit.
Amerikai Egyesiilt Allamok (USA) 1950-2050
Brazilia (BRA) 1971-2050

Csehorszag (CZE) 1991-2050

Franciaorszag (FRA) 1990-2050

India (IND) 1991-2050

Kina (CHN) 1990-2050

Lengyelorszag (POL) 1989-2050

Romaénia (ROM) 1992-2050

Szlovénia (SLO) 1991-2050

Vilag (VILAG) 1996 - 2050

1.4 Nemzetkozi 0sszehasonlitasok Excel parancsfajlok felhasznalasaval

A GDP-re, a népességszamra, a fogyasztoi arindexre, a $ arfolyamara vonatkozo hosszu iddsorok orsza-
gonként és régionként (216-231 orszag és régio) 1969-2008 kozott alltak elészor rendelkezésre.” Az ada-
tokat évente frissitik. Ennek alapjan 7 Excel parancsfijlt készitettiink el. Parancsfajlonként eldszor a ren-

** Az adatok forrasa: http://www.nepszamlalas.hu/
% Az adatok forrasa: http://www.ers.usda.gov/Data/Macroeconomics/
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delkezésre all6 adatok jelennek meg, az ezt kovetd 1. munkalapon ezekbdl két orszagot illetve régiot lehet
kivalasztani és ennek alapjan a program elkésziti azt a grafikon, amely abrazolja 1969 ¢és 2008 kozott a
vizsgalt mutatd alakuldsat. A 2. munkalapon 10 orszagot, illetve régiot lehet kivalasztani a vizsgalt mutatd
szerinti 6sszehasonlitasra. Az idotengely (a cstiszda) mozgatasaval nyomon kovethetdk a valtozasok 1969
¢és 2008 kozott. A rendelkezésre all6 adatok extrapoléciot is tartalmaznak a 2009 és 2020/2030 kozotti 1d6-
szakra. Ezért a prognozisokat is meg lehet tekinteni 2009 és 2020 illetve 2030°° kozott. Az idésorok és a
prognosztizalt idészak hosszat a parancsfijlok neve tartalmazza.
A letoltott adatok alapjan az alabbi parancstajlok keriiltek kidolgozésra:

» A gdpegyforeeso1969-2008¢sprognozis2030.xls
Ez a parancsfijl az egy fore jutdé GDP real értékeket ($/f6, 2005-0s $-ban) tartalmazza orszagonként és ré-
giokként (228 orszag, a vilag illetve régio).

= A gdpl969-2008 ésprognozis2030.xls
Ez a parancsfajl a GDP real értékeket (milliard $, 2005-6s $-ban) tartalmazza orszagonként és régiokként
(230 orszag, a vilag illetve régio).

= A népességl969-2008 ésprognozis2030.xls
Ez a parancsfajl 228 orszag, a vilag illetve régio esetében kozli a népesség alakulasat foben.

= A gdpdeflacio1969-2009 ésprognozis2020.xls
Ez a parancsfajl a 227 orszag illetve régid esetében kozli a GDP deflacids indexének alakulasat %-ban
2005-0s $-ban.

= A gdprészesedésel969-2008 ésprognozis2030.xls
Ez a parancsfijl a A GDP redl értékek vilagtermelésbodl (world=100 %) valo részesedést tartalmazza 2005-
0s $-ban orszagonként és régiokként (228 orszag illetve régio).

» A fogyasztoiarindex1969-2008¢ésprognozis2020.xls
Ez a parancsfajl a 231 orszag, a vilag illetve régio esetében kozli a a fogyasztoi arindex (CPI Consumer
price index 2005=100%) alakuldsat %-ban.

= A4 $arfolyamal970-2008és prognozis2020.xls
Ez a parancsfajl 216 orszag illetve régio esetében kozli a nemzeti valutak $ arfolyamat (US =1) realértéken
1970 és 2008 kozott. A névleges $ arfolyamokat a fogyasztoi arindexszel (CPI Consumer price index 2005
=100 %) korrigaltak.

A nemzetkozi 6sszehasonlitdsok Excel parancsfajlt 2011 januarjaban a 2010 dec. 27-i adatok ismeretében
frissitettiik. Az 0j Excel parancsfajlok, amit kdzreadunk:

A torténeti adatok (Historical Data Files) 1969-2010 kozott allnak rendelkezésre. 190 orszag és 34 régid
adatait kozolték. Az adatokat évente frissitik. Ennek alapjan 7 Excel parancstijlt készitettiink el. Az elsd
munkalap a vizsgalt adatokat tartalmazza, az 1. munkalapnal két orszagot illetve régiot lehet kivalasztani
¢s a grafikon abrazolja 1969 és 2010 kozott a vizsgalt mutatod alakulasat. A 2. munkalapon 10 orszag il-
letve régid vizsgalt adatat lehet kivalasztani és az id6tengely mozgatasaval nyomon kovethetdk a valto-
zasok 1969 ¢és 2010 kozott. Az adatbazisok elsé ratekintésre attekinthetetlen halmazt képeznek, hiszen
tobb mint 8000 adatot tartalmaznak. A grafikus abrazolas az Osszefiiggések gyors attekintését biztositja.

crcr

zisokat is meg lehet tekinteni 2011 és 2030 kozott, az éveket itt *-gal jeloltiik.

Kidolgozok: Oxfordi Gazdasagi Eldrejelzések Hivatala (Global Insight, Project Link), Vilagbank (World
Bank World Development Indicators), Nemzetk6zi Valutaalap (IMF, International Financial Statistics),
Népszamlalasi Hivatal nemzetkdzi adatbazisa, USA (Census Bureau International Population Database).
A letoltott adatok alapjan az alabbi parancstajlok kidolgozasra kertiltek:

Gdpegyforees61969-2010ésprognozis2030.xls

Az egy fore jutd GDP real értékeket ($/f0) tartalmazza 2005-0s $-ban orszagonként és régiokként (228
orszag, a vilag illetve régio). 1969 és 2010 kozott talalhatok a tényadatok és 2011 és 2030 kozott a prog-
nosztizalt becsiilt adatok. Az adatokat az els6 GDPperf61969-2030 munkalap tartalmazza. Az
1GDPperf61969-2030 munkalapon ki lehet valasztani két orszagot illetve régidt €s a grafikon abrazolja

3% Az extrapolalt id6szak éveit *-gal jeloltiik.
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1969 ¢és 2010 kozott a real GDP/f6 ($/f6) alakulasat, tovabba a 2011 és 2030 kozotti prognozist, ahol a
prognosztizalt idészak éveit *-val jeloltiik. A 2 GDPperf61969-2030 munkalapon 10 orszag illetve régio
adatat lehet kivéalasztani és az id6tengely mozgatasaval lathatok a valtozasok 1969 és 2010 kozott, to-
vabba a 2011 ¢s 2030 kozotti prognodzist nyomon lehet kovetni. A tobbi Excel parancsfajl hasonléan mii-
kodik, ezért az 1. és 2. munkalap tartalmanak ismertetésétdl a kovetkezdkben eltekintiink.

A gdp1969-2010 ésprognozis2030.xls parancsfajl mitkodése.

A GDP real értékeket (milliard $) tartalmazza 2005-6s $-ban orszagonként és régiokként (230 orszag, , a
vilag illetve régid). 1969 és 2010 kozott talalhatok a tényadatok €s 2011 és 2030 kozott a prognosztizalt
becsiilt adatok, ahol a prognosztizalt iddszak éveit *-val jeloltiik. Az adatokat a GDP munkalap tartal-
mazza.

A népesseg1969-2010 ésprognozis2030.xls parancsfajl mitkodése.

228 orszag, a vilag illetve régio esetében kozli a népesség alakuldsat fében. 1969 és 2010 kozott talalha-
tok a tényadatok és 2011 és 2030 kdzott a prognosztizalt becsiilt adatok, ahol a prognosztizalt idészak
éveit *-val jeloltiik. Az adatokat a népesség munkalap tartalmazza.

A gdpdeflacio1969-2010 ésprognozis2030.xls parancsfajl mitkodése.

227 orszag illetve régid esetében kozli a GDP deflacios indexének alakulasat %-ban 2005-6s $-ban. 1969
¢s 2010 kozott talalhatok a tényadatok és 2011 és 2030 kozott a prognosztizalt becsiilt adatok, ahol a
prognosztizalt iddszak éveit *-val jeloltiik. Az adatokat a gdpdeflacié munkalap tartalmazza.

A gdprészesedésel 969-2010 ésprognozis2030.xls parancsfajl miitkodése.

A GDP real értékek vilagtermelésbdl (world=1) valo részesedést tartalmazza 2005-0s $-ban orszagon-
ként és régiokként (228 orszag illetve régid). 1969 ¢és 2010 kozott talalhatok a tényadatok és 2011 és
2030 kozott a prognosztizalt becsiilt adatok, ahol a prognosztizalt idészak éveit *-val jeloltiik. Az adato-
kat a gdprészesedés munkalap tartalmazza.

A fogyasztoiarindex1969-2009ésprognozis2030.xls parancsfajl miikodése.

231 orszag, a vilag illetve régio esetében kozli a fogyasztdi arindex (CPI Consumer price index
2005=100%) alakulasat %-ban. 1969 ¢és 2009 kozott taladlhatok a tényadatok és 2010 és 2030 kozott a
prognosztizalt becsiilt adatok, ahol a prognosztizalt idészak éveit *-val jeloltiik. Az adatokat a CPI-index
munkalap tartalmazza.

A $arfolyamal970-2010és prognozis2030.xls parancsfajl miikodése.

222 orszag illetve régio esetében kozli a nemzeti valutak § arfolyamat (US =1) realértéken 1970 és 2010
kozott. A névleges $ arfolyamokat a fogyasztoi arindexszel (CPI Consumer price index 2005 = 100 %)
korrigaltak. A 2011 és 2030 kozott talalhatok a prognosztizalt becsiilt adatok, ahol a prognosztizalt 1d6-
szak éveit *-val jeloltiik. Az adatokat a $arfolyama munkalap tartalmazza.

Gyakorlé feladatok. (Nemzetkozi 6sszehasonlitasok Excel parancsfajlok)

A Gdpegyforeesol969-2010ésprognozis2030.xls, a fogyasztoiarindex1969-2009ésprognozis 2030.xls pa-
rancsfajl, a A $arfolyamal970-2010és prognozis2030.xls alapjan milyen lesz Magyarorszag helyzete:
2011-ben és 2030-ban. Viszonyitasi alapok: Vilag, USA, EU 27 orszag, Uj EU orszagok, kornyezé or-
szagok: Ausztria, Csehorszag, Szlovakia, Romania, Ukrajna, Szlovénia és Horvatorszag.

2 Elemi miiveletek a valtozokkal és empirikus eloszlasok elemzése

A sokasag mennyiségi ismérv szerinti megfigyelése sordn a sokasdg minden egyes egyedére vonatkozdan
egy szamszer(i adattal rendelkeziink. Ezek a mennyiségi ismérvértékek jelentik a megfigyelt adatbazist,
melynek nagysaga esetliinkben maximum 5000 lehet. Ezt az adathalmazt rendezni, rendszerezni sziiksé-
ges, hogy a vizsgalt jelenségrol altalanos, tomar jellemzést tudjunk adni. Ezt a célt szolgélja a kidolgozott
parancsfijl. Az adatok-szdmitdsok munkalap az aktualis adatbazisra jellemz6 szdmlalés, rangsorolés, 6sz-
szegzés eredményeit jeleniti meg, tovabba kozépértékeket €s kvantiliseket szamit és meghatarozza a sz6-
rodas kiilonboz6 mérdszamait. A parancsfdjl miikodésének a leirdsa eldtt roviden ismertetjiik az altalunk
hasznalt statisztikai ismeretanyagot.

2.1 Szamlalas, rangsorolas, 0sszegzés
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A legegyszeriibb statisztikai miivelet a szamlalas vagyis annak meghatarozasa, hogy az adott valtozo
szempontjabol hany megfigyeléssel rendelkeziink. A szamlalas végeredményét altaldban n-nel jeloljik,
igy mar szemléltetni tudjuk a teljes adathalmazt:

X5 Xp5e.0X

n

illetve az adathalmaz 4ltalanos elemét: X, -t.

Rangsornak nevezziik a valtozdértékek novekvo, vagy csokkend sorrendben torténd felsorolasat. A sta-
tisztikai modszertan rangsoron - fészabalyként — emelkedd rangsort ért. A rangsorba rendezett értékeket,
annak érdekében, hogy megkiilonboztessiik az egyszert lajstromtol (felsorolastol) altalaban az indexérté-
kek megkiilonboztetésével jeloljiik:

X1y> X 25+ s Xy

A mindennapi €letben, igy a statisztikai elemzésekben is kitiintetett szerepe van a legkisebb, illetve a leg-

nagyobb ismérvértéknek, ezeket — akarcsak a koznyelvben — minimumnak, illetve maximumnak hivjuk,
és

X . =X

min )

X

max X(1‘1)

szimbolumokkal jeloljiik.

A rangsorba rendezés sordn az eredeti adathalmaz szamértékeihez un. rangszamokat rendeliink. Rang-
szamnak nevezzilk azt a pozitiv egész szamot, amely megmutatja, hogy egy konkrét adat hanyadik az
adathalmaz emelkedd rangsoraban, vagyis

R; =k, ha x; =X,

Konnyen belathatd, hogy a minimalis érték rangszdma 1; a maximalisé¢ pedig n, a rangszamok pedig a
természetes szamokkal egyenldk 1-t6] n-ig.
Ha egy-egy valtozoérték tobbszor is eléfordul a lajstromban, akkor valamennyi azonos értékhez azt az
azonos rangszamot rendeljiik, amely a sorban kovetkezik, de a kdvetkezd (nagyobb) értékhez annyival
nagyobb rangszdmot adunk, ahanyszor elétte eléfordult az azonossdg. A mdasik megoldas az, hogy az
azonos ¢értékekhez rendelt rangszam nem a sorban kovetkezd, hanem egy képzett szam, melyet ugy képe-
ziink, hogy az azonos értékekhez rendelt rangszamok Osszege akkora legyen, mintha az értékek kiilon-
boznének. (pl. ha a 2-ik és a 3-ik érték azonos, akkor 2,5 és 2,5 rangszamot kapnak)
A legegyszeriibb statisztikai miiveletek kozé soroljuk az dsszegzés (szummazas) miiveletét is. Osszeg-
zésnek nevezziik azt a folyamatot, mely soran 6sszeadjuk az adatbazisban szerepld valtozo értékeit, vagy-
is képezziik a valtoz6 értékdsszegét:

n

X'= Z X,
i=1

2.2 Kozépértékek és kvantilisek

Kozépértéknek, az azonos fajta szamszert értékek tomegének kozos jellemzdjét nevezzik. A kozépérték
egyetlen értékkel tomoren jellemzi a sokasagot a vizsgalt mennyiségi ismérv szerint.
A kozépértékekkel szemben tamasztott két legfontosabb kdvetelmény:

= egyértelmiien szamithatok és konnyen értelmezhetdk legyenek

= kozepes és tipikus értékek legyenek

A kozepesség azt jelenti, hogy ne egy sz¢€lsd mennyiségi ismérvérték legyen a kozos jellemzo, hanem va-
lamilyen kozépen elhelyezkedd, mig a tipikussag olyan értéket jelent, ami a sokasdgban sokszor fordul
eld. Kozépértékként tobbféle statisztikai jellemzd ismeretes, amelyek természetesen nem egyformén fe-
lelnek meg a fenti kovetelményeknek.
A kozépértékek fajtai:

= Szamitott kdzépértékek (atlagok), a szamtani-, a harmonikus-, a mértani (geometriai)- és a négy-

zetes (kvadratikus) atlag
= Helyzeti kozépértékek, a modusz és a median
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A szamitott kdzépértékeket az eloforduld valamennyi érték felhasznalasaval, matematikai képlet, formula
segitségével szamitjuk. Az atlagok koziil altaldnosan a szamtani atlag hasznalatos, a tobbi atlagot csak
specidlis esetekben hasznaljuk.

A helyzeti kozépértékeket az eléforduld értékek koziil valasztjuk ki, az értékek elhelyezkedési rendje
szerint. A medidnt ugyanugy altaldnosan hasznaljuk, mint a szamtani atlagot. A mdédusz nem minden
esetben hatarozhatd meg egyértelmiien, igy alkalmazéasa egyértelmiien a gyakorisadgi sorok elemzéséhez
kothetd.

A szamtani atlag az a szam, melyet az atlagolando értékek helyébe téve, azok Osszege valtozatlan marad.
Képlete szerint, a mennyiségi ismérv eléfordulo értékeinek dsszegét, az értékek szamaval osztjuk:

1
X =— X.
n ; '
Az atlagot mindig az x, értékek nagysagrendjében és mértékegységében kapjuk meg. A szdmitdsi modbol

lathato, hogy a szdmtani atlagot akkor célszerti alkalmazni, ha az atlagoland6 értékek Osszege (Zx) ér-

telmezhetd. Mint a legegyszeriibben szamithato és értelmezhetd atlagot, szdmos mas esetben is hasznalni
tudjuk. A szdmtani 4tlag nevezetes tulajdonsagai koziil kettét emeliink ki:

1. Az atlagolando értékeknek a szamtani atlagtol mért algebrai 6sszege zérus,

Z(Xi - i) =0
i=1
2. Az atlagolando értékeknek a szamtani atlagtol mért eltérés-négyzetdsszege minimalis,

D (x ~%)’ - min

i=1
A szamtani atlag egyértelmiien szamithato és jol értelmezhetd, kozepes helyet foglal el az eléfordulo ér-
tékek kozott, de nem biztos, hogy tipikus érték. Szamitott jellegébdl adéddan ugyanis, lehet, hogy ilyen
érték nem is fordul eld.
A median a rangsorba rendezett (x,) mennyiségi ismérvértékek koziil a kozépso érték. Olyan jellemzdje
a sokasagnak a mennyiségi ismérv szerint, amelyiknél ugyanannyi kisebb, mint nagyobb érték fordul eld.
A sz6 szoros értelmében kozepes érték. A median értékének megallapitdsdhoz elszor az n szdmu x,

mennyiségi ismérvértéket rangsorba rendezziik, és megkeressiik a kozépen elhelyezkedd értéket.
A median paratlan elemszamu adathalmaz esetén:
X
n+l
)

Me =
A medidn paros szamu adat esetén a median nem esik egybe egy konkrét megfigyeléssel, igy ilyenkor,
konvencionalisan a
X, +X
Me = 5 G

2
képlettel hatarozhaté meg.
A median egyik fontos tulajdonsaga, hogy minden ismérvérték mediannal torténd helyettesitésekor elko-
vetett hibak abszolut értékben szdmitott 6sszege minimalis lesz:

Z|xi -a| — min, haa=Me
i=1
Egy statisztikai sokasagban, ha az adatokat ndvekvd sorrendben rendeztiik, megkereshetjiik azt az is-
mérvértéket (osztopontot) amelynél az ismérvek fele, negyede, tizede, szazada stb. kisebb, a tobbi pedig
nagyobb értékii. A kvantilisek tehat olyan osztopontok, amelyek a rangsorba rendezett szamszerli is-
mérvértékek 2,3.4,....k-ad részét jellemzik. Definicionk szerint a j-edik kvantilis az a valtozoérték,
amelynél az 6sszes eléforduld érték j/k-ad (j=1,2,....k-1) része kisebb, illetve 1-(j/k)-ad része nagyobb.
Vagyis

(k)

Xy SXoy S SX;) Q5 SX(gy S..SX
j

n k

(n)
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ahol ! a j-edik k-ad rendii kvantilis.

Az osztopontokat — a mediannal megismert moédon — konnyen meg lehet hatarozni, a rangsorba rendezett
sokasag megfeleld értékének kivalasztasaval, illetve a két szomszédos érték atlagolasaval.

A kvartilisek szamitdsanal, az n szamu rangsorolt értéket négy (k=4) egyenld részre osztjuk, és az igy
nyert harom (k-1=3) osztopontot, also (Q,), kdzépso (Qz) és felsd (Qs3) kvartilisnek nevezziik. A kdzépsd
kvartilis egyben a median (Q,=Me). Az alsé kvartilis az az érték, amelynél az eléfordul6 értékek egyne-
gyede kisebb, haromnegyede nagyobb, mig a fels6 kvartilis értékénél az értékek haromnegyede kisebb, €s
egynegyede nagyobb. A nevezetes kvantilisek (k=2, 3, 4, 5, 10, 100) koziil, a mar emlitett kvartiliseken
(k=4) kiviil, a deciliseket (k=10) alkalmazzuk az Excel parancsfajlban.

2.3 Szorodasi méroszamok

A kozépértékek szdmitasanal abbdl indultunk ki, hogy a mennyiségi ismérvek altaldban igen sokféle érté-
ket vehetnek fel, és a célunk az, hogy egy olyan kozos jellemzot keresstink, amellyel az egyedi értékek
helyettesithetdk. Azt, hogy e célunkat hogyan sikeriil elérni, nagymértékben fiigg attdl is, hogy a kozds
jellemz6 ,,mogott 1éve” értékek mennyire kiilonbozdek. Lehet, hogy koriilbeliil hasonld nagysagu, egy-
mastol kevéssé eltérd értéket atlagolunk, de eléfordulhat, hogy igen jelentds kiilonbségeket sikertil ki-
egyenliteni a kdzépérték-szamitassal. A statisztikai elemzésekben ezt ugy mondjuk, hogy a sokasag vizs-
galt mennyiségi ismérv szerint kevésbé, vagy jobban szorddik. A szérédas a mennyiségi ismérvértékek
kiilonbo6zoségét jelenti. A szorddas ismert mutatdszamai koziil a kovetkezoket alkalmazzuk: a terjede-
lem, a szoras, a variancia (szoradsnégyzet) és a relativ szoras.

A terjedelem (range): — az eléfordul6 legnagyobb ¢€s legkisebb érték kiilonbségeként — a mennyiségi is-
mérvértékek rangsorabol konnyen megallapithato,

T =X = Xiin

Kijeldli annak az intervallumnak a nagysagat, amelyben az értékek el6fordulnak.

A szorddas leggyakrabban alkalmazott mérdszdma a szoras. A szorasnak nevezziik az atlagolando érté-
kek szamtani atlagtol valo eltérésének négyzetes atlagat.

A szoras képlete:
0, = =2 (x~%)
0

A szoéras az alabbi intervallumban vehet fel értékeket:

0<o<+/n—-1xX

A szbras négyzetét variancianak (o) hivjuk. Onallo tartalommal bir, bizonyos statisztikai eljarasokban
nagyon fontos szerepet tolt be.
Képlete:

1< 2
2_ p—
o’==> (x;-X)
n g
A relativ szoras mutatoja a szorasnak a szamtani atlaghoz viszonyitott aranyaval fejezi ki a szorddast,
amelyet szdzalékos formaban is megadhatunk:
c
_ X
V. =

X
A relativ szords mutatojanak jelentdségét a kiilonb6z6 nagysagrendii, — €s sokszor kiilonb6zé mértekegy-
ségekkel is mért — atlagokkal és szorasokkal jellemzett sokasagok, 6sszehasonlitdsa adja. Hatarai:

0<V <+n-1

2.4 Az elemi miiveletek parancsfajl miikodése

Az elemi muveletek parancsfajl két munkalapbdl all. Az adatok-szamitasok munkalap az aktualis adat-
bazison elvégzi az elemi miiveletek cimsz6 alatt 6sszefoglalt statisztikai elemzéseket. A segitség munka-
lap a parancsfajl hasznalatdhoz sziikséges tudnivaldkat tartalmazza, amiket a kovetkezOkben ismertetiink.
A szemléltetd példa: egy benzinkut egyik kiitoszlopanal egy adott id6szak — 4 ora — alatt kiszolgalt ben-
zin mennyisége literben, amit az események sorrendjében jegyeztek fel, 1d. x; sarga mezdében 1évo osz-

lopot.
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Az adatbazis maximum 5000 értéket tartalmazhat.

A felhasznalt Excel Adatok - szamitasok munkalap eredményei és magyarazatok:

Az 1j adatbazis bevitele utan a munkalap az alabbi eredményeket jeleniti meg.
Novekvé oszlop: az x, adatsor névekvd sorrendben.

Csokkené oszlop: az x, adatsor csokkend sorrendben.

A sorba rendezést a program az AZ| Rendezés ndvekvd ikon és a ZA | Rendezés csokkend ikon haszna-
lataval is elvégzi.

Rang oszlop: az x, adatsor rangszamai, amelyek az Excel beépitett fliggvénye felhasznalasaval késziil-
nek: SORSZAM (szam; hiv; sorrend)

Alapstatisztikak '

Megfigyelések szama: az adatbazisban szerepld megfigyelések szama. A mintapélddban n =60.
Osszeg = x. adatsor dsszege, =SZUM(xi) = 2259 liter.

Minimum: a legkisebb eléfordul6 érték az adatsorban: x ;= x,, =MIN(xi) = 5 liter
Maximum: legnagyobb el6fordul6 érték az adatsorban: x . =x, =MAX (xi) =70 liter
Kozépértékek:

Szamtani atlag: az x, értékek szamtani 4tlaga

1 _ ~37,65
n 4 60

=ATLAG(xi) = 37,65 liter
Median: a novekvo rangsorba rendezett x, értékek kozépso értéke.

< in _27+5+27+....+28
i=1

X 60 +X 60
— —+1
Me = (2) 5 (2 j :36+36:36 liter.
=MEDIAN(xi)= 36 liter.
Kvantilisek:

Kvartilisek: a négy részre osztott ndvekvo rangsorba rendezett sokasag osztopontjai.
Alsé kvartilis (Q;): =KVARTILIS(x1;1) = 27,75 liter

Mediédn (Q2): =KVARTILIS(xi;2) = 36,00 liter

Felso6 kvartilis (Q3): =KVARTILIS(xi1;3) = 48,50 liter

Decilisek: a tiz részre osztott ndvekvo rangsorba rendezett sokasag osztopontjai.
Els6 decilis: =PERCENTILIS(xi;0,1) = 18,00 liter

Masodik decilis: =PERCENTILIS(xi;0,2) = 26,40 liter

Harmadik decilis: =PERCENTILIS(xi;0,3) = 28,00 liter

Negyedik decilis: =PERCENTILIS(xi;0,4) = 33,00 liter

Otodik decilis: =PERCENTILIS(xi;0,5) = 36,00 liter

Hatodik decilis: =PERCENTILIS(xi;0,6) = 40,40 liter

Hetedik decilis: =PERCENTILIS(x1;0,7) = 48,00 liter

Nyolcadik decilis: =PERCENTILIS(xi;0,8) = 51,00 liter

Kilencedik decilis: =PERCENTILIS(x1;0,9) = 60,00 liter

Szorédas mérdészamai:
A szorédas terjedelme: a legnagyobb ¢€s a legkisebb x; érték kiillonbsége.
T = Xmax - Xmin

3" A tovabbiakban ahol hasznaltuk a fiiggvény beszirasa parancsot ott utalunk erre.
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A szo6rddas terjedelme: T =70 — 5 = 65 liter.
A szoras: az x; értékeknek a az atlaguktol mért kiilonbségeinek a négyzetes atlaga.

o= \/12(Xi —2)2 = \%[(27—37,65)2 +(5-37,65) +....+(28—37,65)°] =15,60 liter
nig

=SZORASP(xi) = 15,60 liter

A variancia (szérasnégyzet): a szOrds négyzete.

n

—\2
2. (x:-%)
ol=4 = %[(27 ~37,65)* +(5-37,65)" +....+ (28 —37,65)* ] = 243,49
n
=VARP(xi) = 243,49
Relativ szoras: a szords a szamtani atlag szazalékéaban.

v=0-1200 6 41455 41,45%

X 37,65

2.5 Empirikus eloszlasok elemzése Excel parancsfajl miikodése

Az empirikus eloszlasok elemzése parancsfajl 6t munkalapbol all. Az elsd, az ,,adatok-szamitasok™ mun-
kalap magéban foglalja az elemi muveletek a valtozokkal parancsfajl ugyanezen elnevezésii munkalapjat,
kibdvitve a gyakorisagi sorok képzésével és ezek elemzésére szolgald tovabbi mutatdszamokkal. Az 1. 2.
3. munkalap az osztalyk6zos gyakorisagi sorok képzését, az ezekbdl nyerhetd becsiilt mutatészamokat, a
gyakorisagi sor hisztogramjat, és a koncentracid vizsgalatat tartalmazza. A segitség munkalap a parancs-
fajl hasznalataval kapcsolatos tudnivalokat tartalmazza.

A gyakorisagi sor

A gyakorisagi sor felsorolja a mennyiségi ismérv eléforduld kiilonbozo értékeit, és mindegyikiikhoz
hozzarendeli az el6fordulasuk szamat, azaz a gyakorisagukat. A gyakorisagi sor, csoportosito sor, azaz a
sokasdg megoszlasat mutatja a vizsgalt mennyiségi ismérv szerint. A gyakorisagok Osszege a sokasag
elemszamat adja meg. A gyakorisagi sor képzését az eléfordulo értékek, - altalaban névekvd — rangsora-
bol kiindulva a legegyszertibb elvégezni. Ha kevés szamu kiillonbozo érték fordul eld a sokasagban, - mint
példaul a gyermekek szama, a keres6k szama a csaladokban, stb. — akkor a gyakorisagi sor képzése kony-
nyen elvégezhetd. Az igy képzett sort egyszerii gyakorisagi sornak nevezziik. Ha nagyon sokféle eléfor-
dulo értékkel talalkozunk, akkor az informacid tomorités érdekében nem célravezetd a kiillonbozo értékek
felsorolasa. Ilyenkor az értékekbdl intervallumokat, in. osztalykozoket képeziink €és az egyes osztalyko-
z0khoz tartozd gyakorisagokat allapitjuk meg. Az ilyen sort, osztalykozos gyakorisagi sornak nevezziik.
Az osztalyk6zos gyakorisagi sor képzésének kulcskérdése, az osztalykozok szamanak €s hosszanak a
meghatdrozasa. Azonos hosszusagu osztalykozok esetére sokféle osztalykdz-meghatarozasi modot ismer
az irodalom. A gyakorlatban elterjedt modszerek koziil itt csupan kettét emlitiink meg.

Az osztalyk6zok hossza (h) meghatarozhaté az alabbi modon:

h= X max ~ Xmin
r

r=\/§+l

Az osztalykozok szamat meghatarozhatjuk az alabbi képlet alkalmazéséaval is:

r=1+3,31g(n)
mely alapjan az osztalyk6zok hossza az el6z6ek szerint allapithaté meg.
Természetesen a fenti mdodszerek automatikus alkalmazasa nem garantalja egyértelmiien a j6 megoldast.
Soha nem szabad szem eldl téveszteni a vizsgalt sokasag sajatossagait, ugyanis a szakmai ismeret, a szub-
jektiv vélemények figyelembe vétele jobb eredményt hozhat, mint az algoritmusok mechanikus alkalma-
zasa. Az osztalykozok hosszanak meghatarozasa utan az osztalykozos gyakorisagi sor az alabbi séma
szerint képezhetd:

ahol r az osztalykozok szama és
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fels6 __ _ also
X =Xy

= Xmin + J X h

Természetesen — gyakorlati okokbol — toreksziink konnyen kezelhetd osztalyok (kerek szamok az osz-
talyhatarok, azonos hosszusaguak az osztalykozok) megallapitasara. Az eléforduld értékeknek az osztaly-
kozokbe torténd egyértelmii besorolasa érdekében, az egymast kovetd osztalykdzok alséd €s felsd hatarat

meg kell kiillonboztetni egymastol.

2-1. tabla: Az osztalykozos gyakorisagi sor sémaja

Ismérvviltozatok Gyakorisag
also fels6
X, =X fl
also felso
X, —X, fz
also fels6
X, —X; fr
I
Osszesen n=>)f
=1

Az osztalykozos gyakorisagi sorok esetén sokszor ¢liink az n. nyitott osztalyok alkalmazasanak leheto-
ségével, vagyis a legalso, illetve a legfelsé osztalyt ,,nyitva hagyjuk”, ezaltal lehetévé téve a kiugro (ext-
rém) értékek besorolasat.

A gyakorisagi sorokbol tovabbi mennyiségi sorokat szarmaztathatunk. A relativ gyakorisagi sor a tény-
leges gyakorisagok helyett, az azokbdl szamitott megoszlasi viszonyszdmokat tartalmazza, melyeket rela-
tiv gyakorisagoknak neveziink, melyek Osszege 1. Az értékosszeg-sor a valtozoértékek (osztalykozok)
felsorolasa mellett, az ezekhez tartozo értékek O0sszegét tartalmazza. Osztalyk6z0s gyakorisagi sor esetén
becsiilt értékosszeg-sor allithato elé az osztalykozepek és a gyakorisdgok szorzata alapjan. Az értékodsz-
szegekbdl szamitott megoszlasi viszonyszamok segitségével relativ értékosszeg-sor képezhetd. Az elob-
bi sorok mindegyikén elvégezhetd a halmozott 6sszeadéds (kumulalas) mivelete, amely jelenthet kumula-
last (felfelé kumulalast) és lefelé kumulélast. Ez azt jelenti, hogy a ndvekvo értékek felg, illetve a csokke-
nd értékek felé torténik a halmozott dsszeadas. Igy nyerjiik a kumulalt sorokat. A gyakorisagi sor alap-
vetd abrazolasi modszere a hisztogram.

Ko6zépérték és szorodas szamitas gyakorisagi sorokbol

A gyakorisagi sorokbol a szamtani atlagot és a szorast sulyozott formaban szamithatjuk ki. Salyként
mindkét esetben a gyakorisdgok (fi-k), illetve a relativ gyakorisdgok (gi-k) szerepelnek.
A sulyozott szdmtani atlag képlete:

K K
zfixi Zfixi

i=1

X =
f n

1

M-

i=

X= i“gixi mivel Zk:gi =1
i=1 i=1

Ahol

x; = az eléfordulo valtozo-értékek, illetve az osztalykozepek, ezek az atlagolando értékek

A fenti képlet alapjan lathatd, hogy a stlyozott szdmtani atlag nagysagat két tényezo hatarozza meg:
1. az atlagoland¢ értékek (abszolut) nagysaga,
2. asulyok viszonylagos nagysaga, mas szdval a sulyaranyok.

A szoras sulyozott formuldja:
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Mindkét helyzeti kdzépértéknek a modusznak és a medidnnak is jelentds szerepe van a gyakorisagi sorok
elemzésében.

Az egyszerl gyakorisagi sorban — ahol a mennyiségi ismérvet diszkrét szamértékek jellemzik — a modusz
meghatarozasa nem okoz kiilonosebb nehézséget, mivel a legnagyobb gyakorisaggal rendelkezd ismérv-
értéket kell kivalasztani. Komplikaltabb a szamitas, ha az adatok osztalyk6zos gyakorisagi sorba vannak
rendezve. A mddusz, mint tudjuk, a leggyakrabban el6forduld ismérvérték. Osztalykozos gyakorisagi sor,
valamint folytonos mennyiségi ismérveket tartalmazé sorok esetén a definicidt kissé altalanosabban fo-
galmazzuk meg. Ilyen esetben a médusz™® az az érték, amely koriil az eléfordulé értékek legjobban siirii-
s0dnek, ahol a gyakorisagi gorbének maximuma van. Ez a meghatarozas egyben azt is jelenti, hogy a
modusz egzakt meghatarozasara osztalykdzos sorok esetén nincs mod, értékét csak kozelitd szdmitassal
tudjuk meghatérozni.
A modusz meghatarozésa két 1épésben torténik:
1. Ki kell valasztani az Gin. modalis osztalykozt, amelyben a modusz talalhatd. Ez egyenld hosszlisa-
gu osztalykozok esetén az az osztalykdz, amelyhez a legnagyobb gyakorisag tartozik. Nem egyenlo
osztalyk6zok esetén azonban ezt meg kell el6znie a gyakorisagok korrekciojanak, hiszen a modalis
osztalykoz azonositasakor figyelembe kell venni azt a tényt, hogy eltérd hossziusagu osztalykdzok ese-
tén egyenletességet feltételezve pl. kétszer olyan hosszu osztalykdzhdz kétszer akkora gyakorisdgnak
kellene tartozni. Igy — egységnyi osztalykoz-hosszra vetitve a tényleges gyakorisagot — az osztalykoz
hosszabol szamitott egyenértékessel a tényleges gyakorisagot korrigalni kell.

Mindez képletbe rendezve : /; = f, 4
X

Jelsi_alsi
J J

ahol /" az egyenértékesnek tekintett osztalykoz hossziséaga, f; a j-edik osztalyhoz tartozo korrigalt

gyakorisag.
2. A kivalasztott modalis osztalykoz birtokaban alkalmazhatd az alabbi képlet:
Momwtia Ul (wa

(S = o)+ (o = St

ahol: a modalis osztalykoz korrigalt gyakorisaga,

/., amodalis osztalykoz el6tti osztalykoz korrigalt gyakorisaga,
.., amodalis osztalykdzt kovetd osztalykoz korrigalt gyakorisaga,

alsd Jelsi

mo mo

x a modalis osztalykdz also és felso hatarai.

Egyszerli gyakorisagi sorok esetén a median kivalasztdsa a rangsor alapjan kdnnyen elvégezhetd, a medi-
an sorszamanak megfelel x; érték megallapitasaval. Osztalykozos gyakorisagi sor esetén csak valamilyen
kozelitd eljarassal lehetséges.
A mediian meghatarozasara az alabbi algoritmust szokés hasznalni:
Me = x Y- fr;e—l (Xfe1s6 _ Xalsé)
f

me me me
me

ahol:  x™° a mediant magéaban foglalé osztalykoz als6 hatara,

me
fels6

x - ° a medidnt magaban foglald osztalykoz felsd hatara,

me

f’ ., amediant megel6z6 osztalykoz felfelé kumulalt gyakorisaga,

f _ amediant tartalmazé osztalykoz gyakorisaga,

me

», a median sorszama.
A szarmaztatott mutatoszamok meghatarozasa korében van Kkitlintetett szerepe a momentumoknak. Egy
kvantitativ valtozé r-ed rendii momentuma, a bevett statisztikai meghatdrozas szerint, a valtozéoértékek
r-edik hatvanyainak atlagaval egyenld, vagyis sulyozott esetben:

%% Pintér Jozsef - Rappai Gabor [2007]: 128-131.
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Ha a r=1, az un. elsérend{i momentum a szdmtani 4tlag, m, =X.

Definialhat6o valamely tetszOlegesen megvalasztott ,,a” értékre vonatkozé r-ed rendii momentum is, ha
a =X, akkor ez az r-ed rendii centralis momentum sulyozott esetben:

ifi (x; _i)r
_ =l

m, (6)=—

Az els6 rendii centralis momentum, m, (c) =0, mivel az atlagtél mért eltérések algebrai dsszege 0. A

mésod rendii centrélis momentum megegyezik a szérasnégyzettel. m, (¢)=o".

Empirikus eloszlastipusok. Az aszimmetria és a ferdeség mérésére szolgalo mutatok

A gyakorisagi eloszlasok elemzése a gyakorisagi gorbe alakjanak vizsgalatat jelenti. Az empirikus elosz-
last jellemz6 grafikus abrat, a hisztogramot, illetve gyakorisagi poligont, sszehasonlitjuk a normalis el-
oszlas szimmetrikus gyakorisagi gorbéjével. A gyakorisagi poligon felrajzolasa soran az osztalykdzepek-
nél felmért gyakorisagok pontjait (ezek a hisztogramok oszlopkdzepének felelnek meg) dsszekotjiik. Az
un. egymoduszu eloszlas esetében, azt vizsgaljuk, hogy az empirikus eloszlasunk szimmetrikusnak te-
kinthetd-e, vagy a gorbe, valamelyik széle felé jobban elnyulik. Ez utdbbi esetben jobb, vagy bal oldali
aszimmetriardl beszéliink. A gyakorisagi gorbe alakjardl a grafikus abra és a kozépértékek nagysagrend-
je mar tajékoztat. Szimmetrikus tekintheté empirikus eloszlasok esetén a szamtani atlag, a median ¢és a
modusz értéke kozel azonos.

Jobb oldali aszimmetriinal az emlitett harom kézépérték koziil a modusz értéke a legkisebb, bal oldali
aszimmetrianal pedig a szamtani atlagé. Jobb oldali aszimmetridju eloszlas esetén, a gorbe a csucspontjat
valamilyen alacsonyabb x, értéknél veszi fel, a magasabb x. értékek felé haladva a gyakorisagok egyre

kisebbek lesznek, a gorbe hosszan elnyulik. Bal oldali aszimmetriandl természetesen forditott a helyzet,
amint az alabbi abra mutatja.

£ Jobb oldali f f

Bal oldali

Mo ( Me (X Mo =Me =X Mo ) Me ) X

Jobboldali aszimmetria Szimmetrikus eloszlas Baloldali aszimmetria

2-1. abra: Szimmetrikus és aszimmetrikus eloszlasok

Az aszimmetria mérésére hasznalt mutatészamok kozos jellemzdje, hogy dimenzid nélkiiliek, értékiik
nulla, ha az eloszlas szimmetrikus, és eldjeliik jelzi a jobb- és baloldali aszimmetriat.
A Pearson-féle A mutato:

X—Mo

c

A szamtani atlag és a modusz értékének azonossdga esetén a mutatd értéke 0, ami jelzi a szimmetriat. A
mutatd pozitiv eldjele a jobb oldali, negativ eldjele a bal oldali aszimmetridt mutatja. A mutatonak nincs
felsd korlatja, tehat a mutatoszam értéke nem utal kozvetleniil az aszimmetria mértékére.
Az aszimmetria mérésére szolgalo F-mutato:

A=
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po(Q-Me)-(Me-Q))
(Q3 - Me) + (Me - Q] )
Az F-mutat6 szamitasa azon alapul, hogy szimmetrikus eloszlasnal a kvartilisek egyenld tavolsagra van-
nak egymastol, ekkor 0 a mutatd értéke. A jobb és bal oldali aszimmetriat az F mutatoszam eldjele
ugyanugy jelzi, mint az A mutatd, abszolut értéke azonban maximum 1 lehet. Ez az extrém aszimmetriat
jelezné, amikor is a median értéke valamelyik sz¢éls6 kvartilisével (Qs vagy Q) egyezik meg.
A ferdeség mérésére szolgald S mutatd, amely meghatarozhat6 a centralis momentumok alapjan:

m (c)

=3
m, (c)
A S -mutato értéke 0, ha az eloszlas szimmetrikus, pozitiv eldjel esetén jobb oldali, mig negativ eldjel

esetén bal oldali aszimmetriara kovetkeztethetiink. Hasonl6an az A-mutatoéhoz ez a mutatdészam sem kor-
latos.

A gyakorisagi eloszlasok vizsgalata kiterjed az empirikus eloszlasok tovabbi alak-vizsgélatara, a cslicsos-
sag-lapultsag elemzésére is. Cstcsossagon az eloszlast jellemzé gorbe meredekségét értjiilk a modusz
kornyezetében. A csucsossdg mérdszamai is a normalis eloszlashoz viszonyitva vizsgaljak az eloszlas re-
lativ lapultsagat, vagy erételjes meredekségét. Targyi értelmét tekintve a szimmetrikus, de lapult eloszlas
az egyenletes eloszlas fel¢ kozelit, mig a csucsos eloszlas jelzi az atlag koriili tomoriilés erdteljes voltat.
A csucsossag mutatdszama:

m, (c)
-2
m, (c)
A K-mutat6 értéke 3, normalis eloszlas esetén. Ennél kisebb érték esetén lapultnak, nagyobb érték esetén
csucsosnak tekinthetjiik az eloszlast.

A koncentracio vizsgalata

A gyakorisagi sorok adatai alapjan vizsgalhat6 a sokasag x valtoz6 szerinti koncentracioja. Az elézdek-
ben bemutatott empirikus eloszlasok vizsgalatanak nem szerves része a koncentracid elemzése. Azért tar-
gyaljuk egyiitt, mert ugyanabbol az adatbazisbol — a gyakorisagi sorokbol — mindkét vizsgalat elvégezhe-
t0. Koncentracio6 vizsgalatot akkor végziink, ha értelmezhetd a sokasag x valtozo6 szerinti koncentrécioja,
vagyis a gyakorisagi sor mellett képzett értékdsszeg-sor adatainak targyi értelme van. Pl. a népesség jo-
szege, az Osszjovedelembdl vald részesedés is értelmezhetd. Beszélhetiink a gazdalkodasi egységeknek a
termelési érték, a 1étszam, a beruhazas, a forgalom, az arbevétel és a nyereség szerinti koncentracidjarol; a
népesség jovedelem, vagyon szerinti koncentracidjarol.

Koncentracion a gazdasagi-tarsadalmi jelenségekben megfigyelhetd tomoriiléseket, osszpontosulasokat
értjiik. A koncentracié fogalma mind a gazdasagi folyamatokat, mind azok eredményeként 1étrejott alla-
potokat jellemzi. Koncentracionak nevezziik azt a jelenséget, amikor a sokasaghoz tartozé értékdsszeg je-
lentds része a sokasag kevés egységére dsszpontosul. A koncentracio jelenségét a mennyiségi sorok alap-
jén jellemezhetjiik (mérhetjiik) ugy, hogy egy adott X ismérv gyakorisagi és értékodsszeg eloszlasat hason-
litjuk 0ssze. Ha a teljes értékdsszeg megoszlasa nem egyenletes, azaz a teljes értékosszeg nagy része a so-
kasag egységeinek kis részénél 6sszpontosul, relativ koncentraciordl beszéliink. Az egyenletes eloszlés
az az elméleti hatareset, amely a koncentracio teljes hianyat jelezné. A masik elméleti hatareset — a leg-
erdsebb fokll — az abszolut koncentracid, amikor a teljes értékosszeg egyetlen sokasagi egységhez tarto-
zik. A relativ koncentracio elemzése elvégezhetd a koncentracios tabla alapjan, a relativ gyakorisagi és
relativ értékdsszeg sor Osszehasonlitdsaval. A koncentracid meglétét az jelzi, hogy az alacsonyabb x; érté-
keknél a relativ gyakorisagok rendre nagyobbak a relativ értékosszegek értékeinél. A nagyobb x; értékek-
nél forditott helyzetet tapasztalunk.

A koncentracié abrazolasara ¢és elemzésére szolgdlod specidlis grafikus abrat, megalkotojarol”™” Lorenz-
gorbének hivjuk. A Lorenz-gérbe egységoldalil négyzetben elhelyezett abra, amely a kumuldlt relativ

139

3 Max Otto Lorenz (1880-1962) amerikai statisztikus 1905-ben publikalta elészor az altala elsGsorban jovedelem-
egyenlGtlenségek illusztralasara javasolt abrat.
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gyakorisagok (g) fiiggvényében abrazolja a kumuldlt relativ értékdsszegeket (z]).*" Amennyiben az
egységeknek az értékosszegbol vald részesedése egyforma lenne, a kumulalt relativ gyakorisagok és a
kumulalt relativ értékosszegek rendre megegyeznek (g, =z, ), a gorbe a négyzet atlojaval egybeesne. Ha
a gorbe kozel van az atlbhoz, akkor gyenge a koncentraci6. Ha a relativ gyakorisdgok ¢és relativ értékosz-
szegek igen jelentdsen eltérnek egymadstdl, a gorbe a tengelyekhez all kozel, ez mutatja az erds koncentra-

ciot. A gorbe és az atlo altal bezart teriilet tehat, a koncentraci6 relativ nagysagat jellemzi. Ezt a tertilet-
aranyt kozeliti az Gn. Gini-féle koncentracios aranyszam.

szifj ‘xi —xj‘
K==
2xn(n-1)
A fenti képlettel meghatarozott koncentracios aranyszam értéke egyenld a Lorenz-gorbe és az atld altal
bezart teriiletnek €s a tengelyek ¢€s az atlo altal bezart haromszog teriiletének az aranyaval. A mutatdoszam
hatarai: 0 <K <1.

Az empirikus eloszlasok elemzése parancsfijl 6t munkalapbol all. Az adatok-szdmitasok munkalap rész-
ben megegyezik az elemi miiveletek parancsfdjl azonos nevii munkalapjéval. A munkalap tovabbi részé-
ben az egyszerli gyakorisagi sor képzését és az empirikus eloszlasok jellemzoit kozli a parancsfajl. Az 1.
¢s 2. munkalap az adatok és szamitasok munkalapon szerepld adatbazisbol osztalykozos gyakorisagi so-
rokat képez ¢€s hisztogramot készit. A 3. munkalap az empirikus eloszlasok elemzésére szolgal abban az
esetben, amikor az egyedi adatok nem éllnak rendelkezésre, €s igy a kiinduld adatbazis egy osztalykozos
gyakorisagi sor. A miikddést bemutatd szemléltetd példa: egy benzinkut egyik kitoszlopanal egy adott
idészak — 4 ora — alatt kiszolgalt benzin mennyisége literben, amit az események sorrendjében jegyeztek
fel, 1d. xi sdrga mezdben 1évo oszlopot.

Az adatbazis maximum 5000 értéket tartalmazhat.

Momentumok (r-ed rendi, sulyozas nélkiili): az x; valtozo értékeinek r-edik hatvanyabol szamitott atla-
gok az r=1,2,3, és 4 esetekben

Momentumok

ElsOrendt 37,65
Masodrendl 1661,016667
Harmadrendi 81014,25
Negyedrendii 4241460,617

Centralis momentumok: az X értékre vonatkozoé r-ed rendii momentumok, r=1,2,3, és 4
Centralis momentumok

ElsOrendii 1,30266E-15
Masodrendli 243,4941667
Harmadrendi 141,86175

Negyedrendii 139775,4399

Empirikus eloszlasok jellemz6i
A mutato6 (aszimmetria): az aszimmetria Pearson-féle mérészama
Ao X —Mo _ 37,65-36

o 15,6

F mutat6 (aszimmetria): az aszimmetria kvartilisekbdl szamitott mérészama

(Q,~Me)+(Me-Q,)

S mutaté (aszimmetria), amely meghatarozhato6 a centralis momentumok alapjan:

=0,11

“ Hunyadi Lasz16 — Vita LaszI6 [2008] 1. 120.
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2
m

_

S_s

m,

(¢) 0,037

(c)

Az Excel altal alkalmazott képlet:

n

Slz(n—l)lzn—Z)iZ_;(Xi;X] -

60 [(27-37.65)"+(5-37,65)" +(27-37.65)" +....+(28-37.65)" |

(60—1)(60-2)
=0,038

=FERDESEG(xi) = 0,038

K mutaté (csicsossag):

15,60°

m, (c)

m2(c)

~3=-0,64

K’ mutaté (csuicsossag): az Excel altal alkalmazott képlet:

n 4
o]
i=l _ 3=l

B n(n+1) B
" (n-)(n-2)(n-3) &' (n-2)(n-3)
~ 60(60+1) [(27-37,65) +(5-37,65)* +..4+(28-37,65)*]*
~(60—1)(60—2)(60-3) 15,60° -
3(60-1y

>

(60—-2)(60-3)

=CSUCSOSSAG(xi) = -0,59

Az 1. munkalap — az adatok-szamitasok munkalapon szerepld x; adatsor, illetve az egyszeri gyakorisagi
sor alapjan — olyan osztalykozds gyakorisagi sort képez, ahol az els6 €és az utols6 osztalykoz nyitott. Az
1. munkalapon minden szamitas automatikus, az adatok-szamitasok munkalapon meghatarozott egyszeri
gyakorisagi sorbdl (x;, fi) képezi az osztalyk6zos gyakorisagi sort. Az 1. munkalapon csak az elsd osz-
talykoz (a példaban: xa) €és az utols6 osztalykoz (a példaban: xf) hatarat lehet modositani, amit a sarga
szin is jelez. A 2. munkalapon ugyanezt végzi el, azzal a kiilonbséggel, hogy az osztalykozok szama és
az osztalykozok felsd hatara is tetszés szerint valtoztathatd (a sarga szin jelzése szerint), igy akar tobb-
szori probalkozéssal lehet a tényleges eloszlast legjobban leird gyakorisagi sort megkeresni. Ehhez ad in-
formaciot a tényleges értékosszeg-sor megjelenitése, a becsiilt sorok mellett.
Az osztalykozos gyakorisagi sorbol képezhetd tovabbi sorok mindegyikét kozli a parancsfijl, igy az ér-
tékosszeg, relativ és kumulalt sorokat is.

A kovetkez0 jeloléseket haszndlja a program:

S1

b

199

fi’ = a(felfelé) kumulalt gyakorisagok
fi”’ = alefelé¢ kumulalt gyako
gi = arelativ gyakorisagok

gi’ = a (felfel¢) kumulalt relativ gyakorisagok
gi’’ = alefelé kumulalt relativ gyakorisdgok

si = atényleges értékdsszeg
= a felfelé kumulalt tényleges értékosszeg
si”’ = alefelé kumulalt tényle

risagok

ges értekosszeg

zi = arelativ tényleges értékdsszeg (%)
zi’ = a felfelé kumulalt relativ tényleges értékosszeg (%)
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= 71’ = alefelé kumulalt relativ tényleges értékodsszeg (%)

= si becs = abecsiilt értekosszeg [osztalykdzép (xi)*(11)]

= i’ becs = afelfelé kumulalt becsiilt értékdsszeg [osztalykozép (xi)*(f1)]
= 517’ becs = alefelé kumulalt becsiilt értékosszeg [osztalykozép (xi)* (f1)]
= zi becs = arelativ becsiilt értékodsszeg (%)

= 71’ becs = a felfelé kumulalt relativ becsiilt értekosszeg (%)

= 7i” becs = alefelé kumuldlt relativ becsiilt értékosszeg (%)

A program megadja — a kiillonb6zd sorokat tartalmazo tablaban — az fi*-gal jelolt korrigalt gyakorisédgo-
kat, amelyek a mdodusz becsléséhez és a hisztogram szerkesztéséhez sziikségesek.

Az 1. és 2. munkalap zar6 része a koncentracio elemzésére megadja a koncentracids tablat, a Lorenz-
gorbét €s a Gini-mutatot, a munkalapokon szerepld adatbazis alapjan. A szamitasokat kétféle modon tud-
ja elvégezni a program, a tényleges, illetve a becsiilt értékosszeg-sor adatai alapjan, melyek koziil va-
laszthatunk a legordiilé meniisor hasznélataval. Az 1. és 2. munkalapon szerepld bemutat6 példa nem al-
kalmas a koncentraci6 elemzésének bemutatasara, mivel itt az értékdsszeg-sor adatainak (a vasarolt 6sz-
szes benzin mennyiségének) nincs informacio tartalma, nehezen értelmezhetd a vasarloknak a vasarolt
benzinmennyiség szerinti koncentracioja. Itt ujra hangstlyozzuk, hogy, ha empirikus eloszlasok elemzé-
se a célunk, — és adatbazisunk alapjan nem értelmezhetd a koncentracido — akkor a program altal meg-
adott, a koncentracidra vonatkozé szamitasi eredményeket figyelmen kiviil kell hagynunk.

A 3. munkalap — amint mar utaltunk ra — az empirikus eloszlasok elemzésére szolgél abban az esetben,
amikor az egyedi adatok nem allnak rendelkezésre, és igy a kiindul6 adatbazis egy osztalykdzos gyakori-
sagi sor. Az adatok bevitelét az osztalykozok szama sadrga mezdben kitoltésével kell kezdeni. Ha az utol-
sO osztalykoz felsd hatara nyitott, akkor az osztalykdzok szama eggyel tobb, mint a beirandé felsé hata-
rok. Az osztalykozok bevitelére az osztalykozok felsd hatara (Felsé oszlop), mig a gyakorisdgok bevite-
lére az fi oszlopa szolgal a sarga mezdben. Ha un. nyitott osztalyos a gyakorisagi sorunk, akkor az x, és
x¢sarga mezobe beirhatjuk az altalunk valasztott also €és felsd osztalykoz hatart. Amennyiben az emlitett
sarga celldkat nem toltjiik ki, a program mechanikusan elvégzi az osztalykozepek szamitasat. A kiinduld
adatbazisunk tartalmazhatja az értékosszeg-sort is (si oszlop), ebben az esetben az adatainkat a sarga cel-
lakban rogzithetjiik és igy a tovabbi szamitasok a tényleges értékosszegekbdl torténnek. Ha a tényleges
értékdsszegek nem ismeretesek, akkor a program az osztalykozepek segitségével becsiilt értékosszegeket
szamit.

A 3. munkalapon ugyanazok az elemzési eredmények jelennek meg, mint az 1. és 2. munkalapon. Rész-
letesebb magyarazatot csak a koncentracio elemzése igényel. A koncentracios tabla adatai alapjan 0ssze-
hasonlithatok a kumulalt relativ gyakorisagok a kumulalt relativ értékosszegekkel. Ezen adatok alapjan a
program megrajzolja a Lorenz-gorbét és kozli a kiszamitott Gini-mutato értékét.

Az Excel felhasznaldsaval meghatarozhatjuk a Lorenz-gorbe €s az 4tlo altal bezart teriiletet (A) ugy is,
hogy meghatarozzuk a Lorenz-gorbén kiviili teriilet nagysagat (B), felhasznalva azt, hogy a trapéz tertile-
te:
+
T= (a+b)h
2 .o
A trapéz két alapjat a-val és b-vel, magassagat h-val jeloltiik. Osszegezziik a teriiletek nagysagat, ami az

alabbi abraban a trapéz teriilete. A B teriilet ismeretében a Lorenz-gorbe: (A=Y:-B) a Gini mutatd pedig
(A/2)
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Lorenz-gorbe=A és a Gini-mutaté A/2 (A="2-B)
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2-2. abra: A Lorenz-gorbe és a Gini-mutaté becslése grafikus médon

A 3. munkalapon a bemutaté példa az APEH honlapjan elérthet6*' SzJA bevallasok Magyarorszagon
2004-ben, jovedelemsavok szerint.

Gyakorlo feladatok. (elemimiiveletek.xls és empirikuseloszlasokelemzése.xls)

1. A Demografiai Evkonyv 2005. és 2006. KSH, Budapest, kozli Excel formatumban (A 3 1 2 2205.xls
[3.1.2. A NEPESSEG SZAMA VAROSONKENT]) a magyarorszagi varosok népességszamat varoson-
kénti bontasban az 1970 és 2007 kozotti (1970, 1980, 1990, 2001, 2002, 2003, 2004, 2005, 2006, 2007)
zis az eredeti forméjaban nem alkalmas a szamitasok elvégzésére. A Gyakorisdgok fliggvény felhasznala-
saval csoportosithatjuk a varosokat a népességszam alapjan. A népességszamvarosonkéntrendezvel970-
2006.xls fajlban nyomon kovethetd a programozas a Gyakorisagok fliggvény felhasznalasaval. (Gyakori-
sagok: a gyakorisagi vagy empirikus eloszlas értékét fliggdleges tombként adja eredményiil. A gyakori-
sagi eloszlas adott értékhalmazbol és adott szaml osztalyndl [intervallumnal] az egyes intervallumokban
eléforduld értékek szamat méri.)

A megoldashoz segitség: 1970-ben a Gini-mutat6 0,518, 2006-ban 0,512 volt.

2. A jovedelemkoncentracid valtozasa Magyarorszagon az SzJA bevallasok alapjan. Rendelkezésre allo
adatok: 2004, 2005 és 2006. Végezze el a szamitdsokat az elemimiiveletek.xls fajl segitségével, és érté-
kelje a kapott adatokat.

3. Egy kereskedelmi dgazat vallalkozasainak éves arbevétel adatait az alabbi tablazat tartalmazza arbevé-
tel-savok szerint. Végezze el a koncentracio elemzést elemimiiveletek.xls fajllal és értékelje a kapott ada-
tokat.

4. Egy wellness hotel barjanak el6z6 napi forgalmarol (az eurdban kibocsatott szamlak alapjan) rendelke-
zésiinkre all6 adatsor (szamhalmaz). Ertelmezze az elemi miiveletek (elemimiiveletek.xls fajllal) szamita-
sainak (kozépértékek, szorodasi mutatok, az empirikus eloszlas alakjanak vizsgalata) a kapott adatokat.

5. Harom tarsashaz 132 lakasanak havi atlagos vizfogyasztasa (m’/lakas), amit a Pécsi Vizmii az el6z6
egy éves fogyasztas alapjan allapitott meg, mint havi atlagmennyiséget a kovetkezOképpen alakult.
Ertelmezze az elemi miiveletek (elemimiiveletek.xIs fajllal) szamitasainak (kozépértékek, szorodasi mu-
tatok, az empirikus eloszlas alakjanak vizsgalata) az adatait.

6. Ipoly Erd6 Zrt. Kemence WS 3600 allomés napi (01, 09, 13, 19 érakor és kdzép) hdmérsékleti menete.
2007 mércius. Ertelmezze az elemi miiveletek (elemimiiveletek.xls fajllal) szamitasainak (kozépértékek,
sz6rodasi mutatdk, az empirikus eloszlas alakjanak vizsgélata) az adatait.

7. Egy kereskedelmi bankban egy adott héten (5 munkanap) lek6tott ( rovid, 1, 2, 3, 4 illetve 6 honapos
futamidejii ) betétek értékei, (eFt), ndvekvo sorrendben 257 adatot tartalmaz.

Ertelmezze az elemi miiveletek (elemimiiveletek.xIs fajllal) szamitasainak (kozépértékek, szorodasi mu-
tatok, az empirikus eloszlas alakjanak vizsgalata, koncentracid, Gini-mutatd) az adatait.

I Lasd www.apeh.hu.
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8. Egy iparvallalat dolgozodinak havi bruttd atlagkeresetére vonatkozoan az alabbi adatokkal rendelke-
ziink. Ertelmezze az elemi miiveletek (elemimiiveletek.xls fajllal) szamitasainak (kozépértékek, szorddasi
mutatok, az empirikus eloszlas alakjanak vizsgalata, koncentraci6, Gini-mutatd) az adatait.

3 Az idosorok elemzési modszerei

Az id6ésor-elemzési modszereket alapvetden két célbol hasznaljuk:

= ajelenségek idobeli alakulasanak elemzésére multbeli adatok alapjan;

= illetve a jelenségek jovObeni alakulasara vonatkoz6 elérejelzések (progndzisok) készitésére.
Az iddsoros adatbazisok sajatossaga, hogy nemcsak az adatok Osszessége, hanem azok sorrendje is érde-
kel benniinket. Ez egyben azt is jelenti, hogy szemben a tobbi statisztikai sorral, iddsorok esetén az ada-
tok felsorolasanak sorrendje szigortian kotott, mindig a legkorabbi idépontbol (iddszakbdl) haladunk a je-
lenig. Az idésorok rendkiviil fontosak az elemzési €s prognosztikai tevékenységben, mivel a multat dbra-
zoljék és ebbdl bizonyos kovetkeztetések a jovore vonatkozoan levonhatok. Az idésorok tehat a progno-
ziskészités alapjat képezik, ahhoz ugyanis, hogy valamely jelenség vagy folyamat jovdbeli alakulasarol
helyes képet kapjunk, ismerni kell a prognézistargy multbeli alakulasat is. Az id6sorok alapjan torténd
elérejelzések azon a feltételezésen alapulnak, hogy a torténeti sémak folytatodnak a jovében is. A prog-
noziskészités tipikus modszerének tekinthetd tehat az idésor-kutatason alapuld eldrejelzés, mert szamitasi
alapelve megfelel a prognosztizalas alapelvének: a mult és jelen ismert paraméterei alapjan elérevetiteni
az Osszefliggést a jovobe. Az idésorokban megfigyelt tendencia prognosztizdlasa azon a feltételezésen
nyugszik, hogy a jovében is ugyanolyan iranyu és mértékii valtozasok kovetkeznek be, mint amilyenek
jellemzoek voltak a vizsgalt multbeli idészakban.
Az id6sor adatai altalaban egymast egyenld idokozzel kovetd idépontokra illetve idészakokra vonatkoz-
nak. Ezek az idépontok illetve iddszakok a gyakorlati tapasztalatok szerint lehetnek:
percek, félorak, orak, napok, hetek, honapok, negyedévek, évek, évtizedek. A statisztikai hivatalok altal
kozolt adatok altaldban évenkénti, negyedévenkénti és havonkénti megfigyeléseket tartalmaznak. Rovi-
debb iddszakokra (pl. napi, érankénti, félorankénti) vonatkozé adatgyiijtést példaul a tézsdeindexek ese-
tében végeznek.
Az idésor mindig konkrét megfigyelés eredménye, vagyis az elméleti idésornak egyetlen realizacioja.
Végeredményben az idOsor egyetlen realizacidja, a tapasztalati idésor alapjan kell a vizsgalt jelenséget il-
letve folyamatot befolyasolo, illetve meghatdrozo torvényszeriiségeket feltarni.
Az id6ben lejatsz6do folyamatok mindegyike sztochasztikus folyamatként definialhato, mely valoszini-
ségi valtozok sorozataként jelenik meg. Ezt elméleti idésornak nevezziik és az alabbi mddon jeloljiik:

Y oo Yoo YooYy,

Az Y (-M <t< M) valdszinliségi valtozok mindegyikére vonatkozoan egy megfigyeléssel rendelke-
ziink, ez a modellezés adatbazisat jelentd tapasztalati iddsor.

A realizalt id6ésori értékeket tapasztalati idésornak, egyszertien idésornak nevezziik és a tovabbiakban
yevel (t=1,2,....N) jeloljik *.

yl’ YZ’ ""Yt""’ YN

Az iddsorelemzés legegyszerlibb, de egyben legtobbszor alkalmazott modszerei a grafikus abrazolas ¢és
a dinamikus (bazis és lanc) viszonyszamok szamitdsa. Ezek ismertetése az 1. fejezetben megtalalha-
t6.* Az egyszeriibb elemzési eszkozok tovabbi csoportjat alkotjak az idésor-elemzés teriiletén alkalmaz-
hato atlagok. Az idGsor elemzés esetében ritkan hasznalunk atlagszamitast, mivel nem az informacio to-
morités a cél, hanem az id6ben lejatszodo folyamatok leirasa. Specidlis esetekben sziikség lehet egy 1d6-
sor atlagos értékére. Hasonloan, a grafikus abrazolds soran az allé €s mozgo sokasagok kozotti megkii-
16nboztetéshez, az idésori atlagszdmitasnal kiillonbozd atlagfajtakat haszndlunk allapot- és tartam-iddsor
esetén.

Ha egy tartam-iddsor atlagos értékére vagyunk kivancsiak, — mivel az idésor adatai 6sszegezhetdk — al-
kalmazhat6 az egyszerii szamtani atlag:

2 A t a latin tempus szobol szarmazik.
# Ld. Dinamikus-viszonyszamok.xls parancsfajlt.
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Az allapot idésor adatainak atlagolasara az ugynevezett kronologikus atlagot szokas hasznalni:
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Az id6sorelemzésnek két 6 megkozelitési modja ismert:

1. A determinisztikus idésorelemzés ** abbol a feltételezésbél indul ki, hogy az id6sorok alakulasat
egy viszonylag hosszu tavi novekedési/csokkenési palya hatarozza meg, amely kortil tartésan ha-
td szabalyos hullammozgésok (pl. szezonalitas) mutathatok ki. Ezektdl eseti, egyedi eltéritd hata-
sok — maradékként — a véletlen tényezdt jelenitik meg.

2. A sztochasztikus idésorelemzés® (pl. Box — Jenkins, ARIMA stb. modellek) abbél a feltétele-
z¢ésbdl indul ki, hogy az aktualis id6sori értékeket korabban realizalodott értékei és a véletlen ha-
tas alakitja ki, a determinisztikus modellezés feltételezte hossza tavu tendencia befolyasolo szere-
pe ebben a megkiilonbdztetésben kdzvetleniil nem jelenik meg.

Az Excel parancsfijlokat néhany determinisztikus id6sorelemzési modszerre készitettiik el.

3.1 A dekompoziciés idosormodellek

A dekompozicids iddsorelemzés statisztikai modszerei azt feltételezik, hogy a vizsgalt idésorok altalaban
négy {0, egymastol fliggetlen és elkiilonithetd tényezdbdl tevédnek Gssze. Ezek a kovetkezdk: a trend
vagy hosszu tava alapiranyzat, az ettél szabalyos (altalaban havi vagy negyedéves) ingadozasokkal eltérd
rovid tavu (szezondlis) ingadozast leird dsszetevd, a szabalytalan hosszabb tavu ingadozésokat leir6 cikli-
kus Osszetevd (konjunktiraciklus) és a véletlen valtozd. A kovetkezokben ezen tényezok kimutatasara
szolgaldé modszereket mutatjuk be.

3.1.1 Az id6sorok osszetevéi és kapcsolodasi modjai

1. A trend vagy a hosszu tava alapiranyzat

A trend az idésorban tartésan — az ingadozasokon keresztiil — hosszl tavon érvényesiilé tendencia, amely
az iddsor alakuldsanak f6 iranyat jelenti. A trendet tobb, a vizsgalt jelenség alakulasat alapvetéen megha-
tarozo tényez6 alakitja. Ha az adott idéintervallumon becsiilt tendenciat extrapolalassal ki akarjuk terjesz-
teni a vizsgalt intervallum hatarain kiviilre, ezt csak azzal a feltételezéssel tehetjiik, hogy ott is érvényesiil
ez a stabilitds. Az iddsorokban érvényesiild trendek meghatarozasara kidolgozott modszerek tobbsége je-
lentés adatmennyiség ismeretében is csak rovid illetve kozéptavli prognozisok készitésére hasznalhato.
Hosszabb tavl prognosztizalasra vald felhasznalasukat korlatozza az a tény, hogy hosszabb tavlatban rit-
kan feltételezhetd a vizsgalt jelenségre hato tényezok korének ¢€s irdnyanak valtozatlansaga. Ugyanakkor,
ha hosszt, 100-200 éves, vagy ennél hosszabb idésorokkal rendelkeziink, akkor a hosszl tavi, in. mega-
trendeket is azonositani tudjuk, ami megalapozottabb trend extrapolaciot eredményezhet. A megatrendek
»hem az egyik naprol a masikra alakulnak ki és enyésznek el. Ezek az atfogé tarsadalmi, gazdasagi, poli-
tikai és miiszaki valtozasok lassan bontakoznak ki, de ha egyszer mar kialakultak, akkor befolyast gyako-
rolnak rank egy ideig, hét-tiz évig, vagy még tovabb. Megvan a hatokoriik €s alakito erejiik egy-egy évti-
zed valtozasspektruméanak a meghatarozaséhoz.”*°

2. A szabalyos rovid tava (szezonalis) ingadozast leiré osszetevo

A szezondlis vagy idényszerl ingadozés alland6 periddushosszl, olyan hullamzas, melynek a periodus-
hossza egy évnél rovidebb iddszak.

3. A szabalytalan hosszabb tavu ingadozasokat leiro ciklikus 6sszetevé (konjunkturaciklus)

* A latin determinatio (be)hatarolas sz6bol ered.
# Sztochasztikus gorog szo, jelentése statisztikai valdszintiségen alapul.
% Naisbitt, John - Aburdene Patricia [1991] 11-12.
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A konjunktaraciklus a trend koriili ingadozast jelenti. Altaldban véltozo periddushossza és amplitadéj
ingadozas, a legtobb esetben kiillonbozo — egy évnél hosszabb — periodusu (pl. 3, 9, 18, 54 éves) hullam-
zas. Ezen ciklusok jelenlétét csak hosszabb (legalabb 15-100 éves) iddsorok alapjan lehet kimutatni.

4. A zavaroé hatasokat leiré véletlen valtozok,

A véletlen ingadozas az idésorban kimutathat6 szabalytalan mozgés, ami nem mutat semmiféle torvény-
szerliséget. amelyekrdl tobbnyire csak azt feltételezik, hogy varhato értékiik additiv kapcsolatnal 0, illetve
multiplikativ kapcsolat esetében 1. A tapasztalati idsorok adatai altalaban eltérnek a trend, a ciklus és a
szezonalitas alapjan vart értékektol. Az eltérést a szabalytalan, rovid tavon hatd véletlen ingadozas okoz-
za.

Kiegészitésként meg kell emliteni a strukturalis torést. Strukturalis toréseknek nevezziik az olyan egy-
szerl, jelentOs tendenciavaltozasokat, melyek oly szdmottevéen befolyasoljdk az adott iddszakban a jelen-
ség alakulasat, hogy kiilon vizsgalatot igényelnek. Strukturalis torés megléte esetén fontos cél, a 1étreho-
706 ok vagy okok feltarasa, a hatds vagy hatdsok tovagytirtizésének, esetleges ,,elhaldsanak" elemzése. Ha
a strukturdlis torések szdma és jelentdsége nagy, akkor a dekompozicios idésorelemzés modszereinek ha-
tékonysaga megkérddjelezheto.

Tételezziik fel, hogy az idésorban mind a négy tényezd megjelenik. Az iddsor 6sszetevdi: additivan (6sz-
szegszeriien) vagy multiplikativan (szorzatszerlien) kapcsolddhatnak egymashoz.

Additiv modell esetén feltételezziik, hogy az idésor megfigyelt értékei, a trend, a szezon, a konjunktara —
ciklus ¢és a véletlen komponens értékeinek dsszegeként allithaté eld.
Ennek alapjan ha kapcsolodas modja additiv:

Vi =¥ s o vy
ahol:
y; = a megfigyelt idSsor értéke, az i-edik periddus j-edik szezonjaban
ilij = a trendérték, az i-edik perioddus j-edik szezonjdban
s} = a j-edik szezonban a szezondlis eltérés
¢, = az l-edik becsiilt (*) konjunktura — ciklus, aminek a periddusa kiilonboz6 (3-60 év) lehet.

v = a véletlen hatas, az i-edik periodus j-edik szezonjaban

1, 2,.... ,n = a periddusok (pl. évek) szdma
1, 2,... .,m = a perioduson beliili id6szakok, azaz a szezonok (pl. a honapok, a negyedévek) szdma
L,2,.

i
y 47
1=1,2,...,0 = a konjunktura ciklusok periodusainak "' a szama.

Az Ujonnan bevezetett jelolésekhez néhany megjegyzést fliziink. Idésorunk altalanos elemének jelolésére
eddig az y, (t=1,..,N) modot hasznaltuk és eszerint, idésorunk N szamu adatbol all. Ha az idésorban sze-
zon-komponenst is megkiilonboztetiink, a bevezetett 1) jelolés szerint az iddsor altalanos eleme:
y; (=1,2,..,0;j=1,2,..,m), €s az id6sor adatainak szdma: nxm=N. Az dlland6 szezonalitas egyben azt is je-
lenti, hogy ha barmely periodus (pl. év) ugyanazon szezonjar6l (pl. honapjarol) van szd, a szezon-
ingadozas eltéritd hatdsa standard, a vizsgalt t=1,..N id6tartam alatt. Ez azt jelenti tehat, hogy a vizsgalt
Osszes periddusban — példaként az elmult 6t évben -, negyedéves adatokkal leirt szezonalitds esetén négy
szezontényezdvel, havi adatok esetén tizenkét szezontényezdvel jellemezziik a szezon-ingadozast. Ezért
kell tehat az s, (j=1,2,.,m) jelolést a szezon-komponensre bevezetni (negyedéves adatoknal m=4, havi

adatoknal m=12), és ilyenkor a periddusok (pl. évek) jelolésére az i=1,2,..,n mddot hasznalni.
Multiplikativ modell esetén feltételezziik, hogy az idésor megfigyelt értékei, a trend, a szezon, a konjunk-

tura — ciklus és a véletlen komponens értékeinek szorzataként (jele: «) allithat6 eld.
Ennek alapjan ha kapcsolodas mddja multiplikativ:
Vi = Vi kS k€ KV

ahol, a mar ismert jelolések mellett,

7 A periédus az az id6koz ami alatt a ciklus atlagosan ismétlédik.
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sj = a j-edik szezonhoz tartoz6 szezonalis komponens, a szezonindex
¢ = az l-edik konjunktara ciklushoz tartoz6 konjunktaraindex.

Osszefoglaloan megallapithatd, hogy a szezonalitas és a konjunktira ciklusok eltérité hatasa a megfeleld
szezonoknal ¢és konjunktura ciklusoknal az additiv modellben abszolut allanddsagot, a multiplikativ mo-
dellben pedig a trendhez mért relativ allandosagot mutat.

3.1.2 A trend vagy a hosszu tavu alapiranyzat becslési modszerei

A trendszamitas kétféle modszerét ismertetjiilk: a mozgoatlagolasu €s az analitikus trendszamitast. Az
analitikus trendszamités keretében a linedris és a linedrisra visszavezethetd trendekkel foglalkozunk eld-
szor.® A linedrisra vissza nem vezethetd trendek egy részét a telitédési, a logisztikus és az életgdrbe
trendek becslése soran ismertetjiik. *°

3.1.2.1 Mozgoatlagolasu trendszamitas

A mozgoatlagolds alapgondolata, hogy a trendet az eredeti adatsor dinamikus atlagaként allitjuk el6. A
gyakorlatban igen elterjedt trendszamitasi modszer, mert egyszerli és gyorsan szamithato. Hatranya vi-
szont, hogy a kiegyenlitett sor rovidebb, tehat kevesebb adatot tartalmaz, mint az eredeti, igy a nagyon
rovid idésor esetében szinte lehetetlen a trendet e modszerrel egyértelmiien jelezni. A mozgéatlagolasi
trendszamitas soran az iddsor értékeibdl — altalunk valasztott tagszamu (jele: k) — atlagokat szamitunk
ugy, hogy az iddsor elejérdl indulva — az atlagolando értékek koziil az elsét elhagyva, €s az utolso értéket
kovetdt hozzavéve — az eljarast addig folytatjuk, mig az utolsé adatot is felhasznaltuk. Minden kiszamitott
atlagot az atlaggal jellemzett id0szak kdzepéhez rendeljiik. Az igy nyert mozgd atlagok sora az alapirdny-
zat értékeit, azaz a mozg6 atlagolasu trendértékeket adja, melyek szama kevesebb, a megfigyelt idésor
adatainal. Példaul k=3 tagi mozgo atlagolasnal 2 adattal rovidiil az idésorunk, az elsd €s az utolsé megfi-
gyelt id6szakhoz nem kapunk trendértéket. A nagyobb tagszamu éatlagolés, jobban kisziiri a véletlen ha-
tast, de tobb adattal rovidiil a trendértékek sora. Ha az idésorban szezonhatas van, a mozg6 atlag tagsza-
mat ugy valasztjuk meg, hogy atfogjon legalabb egy, vagy tobb teljes periddust.

Pé¢ldaul negyedéves szezonalitas esetén 4, 8, 12, ... tagl, havi szezonalitas esetén 12, 24, 36, ... tagu atla-
gokat kell valasztani. A trendértékek sora ekkor 4, 8, 12, ... , illetve 12, 24, 36, ... adattal rovidil. A meg-
felel6 tagszam-valasztas a szezonhatas kisziirését célozza.

Ha k paros, akkor az 6sszeget szolgaltatd idoszak kozepe két atlagolt érték koze esik. Ez esetben egy is-
mételt k=2-es mozgoatlagolast, mas néven centrirozast végziink, igy a kétszeri eltolodas miatt az y, és ¥,

értékek mar egymasnak megfelelhetok.
Az elézbek alapjan a mozgo atlagolasu trendszamités 1épései:

1. A periddus alapjan eldontjiik, hogy hany tagih mozgdatlagot szamitunk. (tagszam=k)

2. Kiszamitjuk az elsd k adat egyszerli szamtani atlagat. Ezt az értéket az atlag altal lefedett id6szak
kozepéhez rendeljiik. Ez paratlan k esetén a (k+1)/2-dik iddszak, paros k esetén a k/2 és a (k/2)+1-
edik iddszak koz¢é rendeljiik. Ez utobbi esetben ahhoz, hogy az eredeti idésor id6szakaihoz rendel-
hessiink adatot, sziikkség van a centrirozasra.

3. Ezutén elhagyjuk az elsd adatot, és helyette a k+1-edik adattal bezardlag szamitjuk ki a k-tagh
egyszerl szamtani atlagot, ¢és az igy ad6do iddszak kdzepéhez rendeljiik az atlagot.

4. A 3. 1épést ismételjiik az elemzendd iddsor utols6 adatéig.

3.1.2.2 Analitikus trendszamitas
A linedris €s a linedrisra visszavezethetd trendfiiggvények esetében a legkisebb négyzetek modszerét al-

kalmazzuk, vagyis olyan fliggvényt keresiink, amely esetében a megtigyelt és a modell altal szamitott ér-
tékek kozotti eltérés négyzetdsszege minimalis. *°

* Ld. Trendszezon-hibaszamitas.xls Excel parancsfajlt.
* Ld. Logisztikustrendekbecslése.xls Excel parancsfajlt.
* Hunyadi Laszl6 — Vita Laszl6 [2008] I. 272-273.
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A legjobb kozelitést tehat az a fiiggvény adja, melyiknél a reziduumokbol (yi -§/i) szamitott eltérés-

négyzetdsszeg a legkisebb:
zeiz = Z(Yi - 91)2 — min
i=1 i=1
A feladat megoldasat a klasszikus legkisebb négyeztek modszerének nevezik. '

A kovetkezOkben bemutatasra keriild linearis €s linedrisra visszavezethetd trend fiiggvénytipusok loga-
ritmikus transzformaciokkal, illetve 0j valtozok bevezetésével linearizalhatoak, és klasszikus legkisebb
négyzetek modszerével a paramétereik becsiilhetok.

A kovetkezOkben néhany vizsgalati szempontot sorolunk fel:

I. A linedris és a linedrisra visszavezethetd trendfiiggvények a fiiggvényt leird egyenlet alapjan vizsgalha-
tok:
* monotonitds szempontjabol:
1. novekvdek: pl. linedris, parabolikus, fél-logaritmikus, hatvany alaka és parabolikus (ha az
egyiitthatok pozitivak), exponencialis, ha b, >1
2. monoton csokkendek: pl. hiperbolikus, parabolikus (ha az egyiitthatok pl. pozitivak, de a
legnagyobb fokszamu id6tényezénél a paraméter negativ), hatvany alak( ha b;<0 és expo-
nencialis, ha 0< b;<1
3. vegyes fliggvények: pl. parabolikus trendek, (az id6valtozd, a t egyiitthat6i kozott talalhatd
pozitiv és negativ is) ahol a monoton ndvekedés monoton csdkkenésbe vagy forditva a
monoton csdokkenés monoton novekedésbe megy at.
= telitddés szempontjabol:
1. telitddési fiiggvények: pl. féllogaritmikus, hiperbolikus, ahol a fiiggvény egy végsd hatar-
érték felé tart,
2. telitddés nélkiili fliggvények: pl. linearis, parabolikus, hatvany alaku, exponencidlis, ahol a
novekedésnek vagy a csokkenésnek nincsenek korlatai.
* inflexios pont szempontjabol:
1. a fiiggvények rendelkezhetnek inflexios ponttal: pl. harmadfoku parabolikus
2. a fiiggvényeknek nincs inflexios pontjuk: pl. lineéris, féllogaritmikus, hatvany alaku, ex-
ponencialis.

Egy fiiggvény inflexios pontjan azt értjiik, hogy ebben a pontban az érintd dtmetszi a gorbét. Az inflexios
pont 1étezésének sziikséges feltétele — ha a fliggvénynek az inflexids pontban a harmadrendii derivaltja is
l1étezik — az, hogy a fliggvény masodik derivaltja ebben a pontban nulla legyen, az elégséges feltétel pedig
az, hogy a harmadik derivalt az inflexios pontban ne legyen egyenld nulldval. Természetesen feltételez-
ziik, hogy a fliggvény az inflexids pont kornyezetében haromszor differencialhat6. Az inflexids pont 1éte-
zésének sziikséges és elégséges feltétele az is, ha a masodik derivalt a zérus pontjaban eldjelet valt, ami
azt mutatja, hogy a konvex (konkav) ivet konkav (konvex) koveti.

= a fliggvények nevezetes pontjait is vizsgalhatjuk, pl. melyek a trend kezdeti, (az értelmezési tarto-
many t=0 pontjdban mekkora az y érték) és hatarfeltételei, van-e a fliggvénynek maximuma (pl. a
parabolikus trend, ha a paraméterek eldjele kiilonbdz0) vagy nincs (a legtobb vizsgalt fliggvény ese-
tében, pl. linearis, féllogaritmikus, hatvany alaku, exponencialis). Vizsgalhat6 tovabba, ha t — oo,
akkor mekkora az § érték.

II. A fliggvényt kozelitd egyenes meredekségébdl, az gy nevezett derivaltbol kovetkeztethetiink:
£(t)>0

£(t)<0

°! Statisztika. [2007] Szerk: Pintér Jozsef — Rappai Gabor. 164.
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- afiiggvény novekedésének irdnyara azaz, hogy monoton novekvo (a t idétengely mindegyik pont-
jaban az els6 derivalt f(t) nem negativ) vagy monoton csokkend, (a t idétengely mindegyik pont-
jaban az els6 derivalt £(t) nem pozitiv):

- a novekedés mértékére (gyorsan valtozik-e a fliggvény vagy lassan). A differencia hdnyados az
iddsorok trend vizsgalatanal a kovetkezd képlettel kozelithetd, felhasznalva az analizisben tanult
Osszefiiggést:

+At) -
0= = fjn &Y g YEFADYO

== lim O lim S EE S (3, -y [ 1) = (3 -3,0)
- esetleges szélsOértékére (van-e abban a pontban a fliggvénynek maximuma vagy minimuma), az
alabbi Osszefiiggés szerint, ahol a masodik derivalt t szerint £°(t):

£ (t) =0
' (t) <0
£ (ty) =0
't )>0

min

Linedris (lin - lin ) trendszamitas > >* >°

Az id6ésorban a valtozas tendenciaja egyenes vonallal jol leirhat6, ha a szomszédos id6szakok kozotti ab-
szolut valtozas (ndvekedés vagy csokkenés) viszonylag alland6 az id6ben.
A fliggvényt leir6 formula:
Y. =b, tht
Ahol: b, # 0mert ha b,=0 akkor a trendfiiggvény konstans: b, .

Regresszios modellnél>® (pl. Excel) a
Bemeneti Y tartomany: y,

Bemeneti X tartomany: t(pl.t=1,2,3,...... N7)%®

A by és b; a linearis trendfliggvény ismeretlen paraméterei. A by becsiilt paraméter megmutatja azt, hogy
a vizsgalt idészakban a vizsgalt jelenség iddegységenként (pl. a megfigyeléseknek megfelelden: éven-
ként, honaponként stb.) atlagosan hany egységnyivel valtozott. A linedris trend t szerinti derivaltja ugyan-
is bi. A novekedés (hab, >0) illetve csokkenés (hab, <0) atlagos abszolut értéke illetve irdnytangense

idegységre vetitve tehat allandd. A b, paraméter jelentése megegyezik a D (atlagos abszolut valtozas)
mérdszam jelentésével. A két mutatd abban kiilonbozik egymastol, hogy a b; meghatdrozdsanal, a legki-
sebb négyzetek modszerének felhasznalasaval, a megfigyelt adatokhoz legjobban illeszkedd egyenest va-
lasztjuk ki. A d mutatd esetében viszont az egyenes meredekségét (iranytangensét) az elsé és az utolso
adat alapjan hatarozzuk meg. Az id0szakonkénti valtozasok atlagara ezért a b; megbizhatobb becslést ad,
mint a D mutatd. A by becsiilt paraméter a tengelymetszet és ezt az értéket akkor veszi fel a trend, ha
t=0.

Ha t = 0akkor: ¥,_, = b,

*2 A lin-lin: y, lin=linearis, a t=lin=linearis 1d.: Ramanathan Ramu [2003]: 519-521.

> Az oy, By, & becslésére a linedris és linearisra visszavezethet6 trendek mindegyikére Excel parancsfajlokat dolgoz-
tunk ki, 1d. Trendtipus(neve=linearis, féllogaritmikus stb.)ciklus.xls fajlokat, Lehet valtoztatni a mozg6 atlag tag-
szamat is.

> Kerékgyartd Gyorgyné — Mundruczo Gyorgy [1995]: 460-463.

>> Hunyadi Laszl6 — Vita Laszlo [2002]: 518-519.

%6 A regresszios modelleket a 4. fejezetben targyaljuk.

7 A t idévaltozo egymastol egyenld tavolsagra 1év6 értékek sorozata.

*% A gyakorlati szamitasokban t=1, 2, ...n
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Azt feltételezziik, hogy a multbeli folyamatok folytatédnak a jovében. A linearis trend az extrapolacional
allandonak veszi az atlagos abszolut ndvekményt, ami hosszabb tavon ritkan teljesiild feltétel, mivel a li-
nearis trendfliiggvény a végtelenbe tart, ha az id6 is a végtelenbe tart.

Ha: t &>+ és hab, >0

S’t(t—>+oo)—)+00
Ha: t — +o0 és hab, <0

3’t (t > +0) —>» —00

3-1. abra: A linearis trend
Féllogaritmikus (szemi-logaritmikus, féllogaritmusos, lin-log) trend

Eléfordul a gyakorlatban, kiilondsen a hosszabb tavl extrapolaciondl olyan Osszefiiggés, amelyben a
megfigyelt iddsor (y;) természetes érteke ¢s az idovaltozo (t) logaritmusa kozott irhatd fel egy lineéris
modell. A féllogaritmikus trend az extrapolaciondl sok esetben jobb eredményt ad, mint a linearis trend,
mert nem tekinti az atlagos abszolut novekményt allandonak, hanem feltételezi, hogy a névekmény nagy-
saga az idében elérehaladva csokken.

A fliggvényt leir6 formula:

¥y, =b,+b,Int

Ahol: b, # 0Omert ha b,=0 akkor a trendfiiggvény konstans b, .

Regresszios modellnél (pl. EXCEL) a

Bemeneti Y tartomany: y,

Bemeneti X tartomany: Int (pl.t=1,2,3, ...... N)

A novekedés (hab, >0) illetve csokkenés (hab, <0) atlagos abszolut értéke idéegységre vetitve csok-

kend, ugyanis, pl.: In1 =0, In2 = 0,693, In3 = 1,098,.....I1n10 =2,302,....In100 =4,605,.....In1000= 6,907.
Ha

t=1

akkor:

Yo = by
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§, =b, +b,nt

b,>0

b, <0

3-2. abra: A féllogaritmikus trend
Masodfoku polinomialis (masodfoku parabolikus, kvadratikus) trend

Sok esetben hasznalhatjuk elemzésre és eldrejelzésre a polinomialis trendet, amely altalaban feltételezi,
hogy a nemlineéris folyamatok alakuldsédban fordulépont van, pl. az idésorban tendenciavaltas tapasztal-
hato, vagyis az id6sor névekedeésbol, hullamhegybdl csokkenesbe, hullamvolgybe — vagy forditva - megy
at, akéar ismétlddden is. Ertelemszerii, hogy a fokszam novelése egyre jobb illesztést ad, de megallapitha-
td, hogy a 3 fokszamnal magasabb fokszadm alkalmazasa mar igen nehezen indokolhat6. A trendszdmités-
nal az elfogadott gyakorlat szerint a polinom fokszdma 2 vagy 3 lehet. A polinom fokszamanak ndveke-
désével ugyan no az illesztés pontossaga, de egyre inkdbb elveszitjiik a valodi tartos irdnyzatot €s a poli-
nom ,.kdveti” a szezonalis, a ciklikus és a véletlen komponenseket is. A masodfoku polinomidlis trend azt
feltételezi, hogy az idésorban maximum egy forduldépont (egy hullamhegy és egy hullamvolgy) van.
A fiiggvényt leir6 formula:

¥, =by +bt+b,t’
Ahol:b, # Omert ha b,=0 akkor a trend linearis.
Ha b,=0 és b,=0 akkor pedig a trendfiiggvény konstans b, .
Regresszios modellnél ( EXCEL) a
Bemeneti Y tartomany: y,
Bemeneti X tartomany: t t* (pl.t=1,2,3, ...... N)
Legyen: b, >0,b,>0,b, <0
¥, =b, +b,t+b,t* tehat a fiiggvény forditott U () alaku.
Akkor a fliggvény maximuma:

Yy opi=0
dt
tl’T'laX = i

2b,

A tmax helyen a masodik derivalt t szerint negativ (-2b,), tehat a fliggvénynek maximuma van.
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L ¥, :b0+blt+b2t2
2b, b, >0,b,>0,b, <0
b,

tmax t

3-3. abra: A masodfoku polinomialis trend

Legyen: b, >0,b, <0,b, >0
¥, =b, +b,t+b,t* tehat a fliggvény U alaki.
Akkor a fliggvény minimuma:

Y 12b,t=0
dt
— bl
tmin -
2b,

A tmin helyen a masodik derivalt t szerint pozitiv (2b,), tehat a fliggvénynek minimuma van.

Harmadfoku polinomialis (harmadfoki parabolikus) trend

A harmadfoku polinomidlis trend azt feltételezi, hogy az idésorban maximum egy —vagy két fordulopont

(egy vagy két hullamhegy ¢és egy vagy két hullamvdlgy) van.
A fiiggvényt leir6 formula:

¥, =b, +bt+b,t> +b,t’
Ahol:b, #0, b, # 0mert ha b,=0, b,=0 akkor a trend lineéris. Ertelemszertien b, # 0.
Regresszids modellnél (pl. EXCEL) a
Bemeneti Y tartomany: y,

Bemeneti X tartomany: t t*t’ (pl.t=1,2,3, ...... n)
Legyen:
b, >0,b, >0,b, >0,b, <0
Akkor:
¥, =b, +b,t+b,t* +b,t’
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Y

9, =b, +bt+b,t” +b,t’
by>0,b,>0, b,>0, b;<0

3-4. abra: A harmadfoku polinomialis trend

Hatvany alaku (log - log) trend
A fiiggvényt leiré formula:

9t = botbl

Iny, =Inb,+b, Int
Regresszios modellnél (pl. EXCEL) a
Bemeneti Y tartomany: Iny,

Bemeneti X tartomany: Int (pl.t=1,2, 3, ...... n)

A hatvanyalaku trend abrajan lathat6, hogy a leirt tendencia a b; nagysagatol fligg.
A b lehet:

b, >1

0<b, <1

b, =1

b, <0

b, = 0 akkor:

Y =by

Ha: t — +00 és hab, >0
Y, (t > +o) —> 400

Ha: t — +o0 és hab, <0
glt(t—wao)—)o

3-5. abra: A hatvany alaku trend
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Exponencialis (log - lin) trend

Az exponencialis trendnél a relativ valtozasok (a lancviszonyszamok) mutatnak viszonylagos allanddsa-
got (stabilitast). Altalaban a kozép és hosszi tavil gazdasagi és tarsadalmi folyamatok jellemzésének
alapmodellje. Akkor alkalmazzuk, ha feltételezhetd, hogy egységnyi idovaltozas hatasara a folyamat val-
tozésa relative allando, azaz a vizsgélt id6szakban a megfigyelések az eldz6 értékhez képest rendre meg-
kozelitéen azonos szazalékos novekedést vagy csokkenést mutatnak.

A fliggvényt leird formuldk:
9. =byb;
Iny, = Inb, + tlnb,
Az Excel diagram — trend altal szdmolt exponencialis trend formulaja:

y, = bye
§/t - bOb;
b, =e°
A fliggvény helyettesitési értéke a t=0 helyen (yy):
Yo = by
Regresszids modellnél (pl. EXCEL) a
Bemeneti Y tartomany: Iny,
Bemeneti X tartomény: t(pl.t=1,2,3, ...... n)
A szomszédos értékek hanyadosa, tehat a ndvekedés atlagos tliteme allando.
?’_t - bobil =b,
Yoo beby

I
\ I

3-6. abra: Az exponencialis trend
A duplazodas/felezési idé szamitasa

Az extrapolacional figyelembe kell venniink, hogy nem biztos az, hogy a multat jol leir6 trend a jovOben
is igaznak bizonyul. PI. a fejlédés hosszabb tavon [50-200 év] nem irhatd le linearis vagy exponencialis
trenddel, mivel érvényesiilnek az évszdzados trendek és hossza ciklusok. Rovidebb tavon [7-30 év], ha a
fejlédés exponencialis, meghatarozhaté a duplazodasi id6>’:

J.=b,(1+p)’
Ahol:

> Koran Imre [1978]: 22-23.
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b,=a bazisérték,
p = az éves ndvekedési/csokkenési iitem,
b =l+p,
igy a duplazédasi idé (t) a
2b, =b, (1+p)
formuldbdl becsiilhetd, ha p>0 illetve b;>1, akkor a duplazodasi 1d6:
In(2) = tin(1+p)
t =In(2)/In[1+p].
A felezési id6 ha -1<p<0 illetve 0<b;<I
0,5b, =b, (1+p)
t=1n(0,5)/In(1+p)
Példa®:
ha p=0,05 akkor b;=1,05 a duplazddasi id6: t=14,2
ha p=0,1 akkor b;=1,10 a duplazodasi id6: t=7,27
Az éves ndvekedési litem kétszeresére nétt, aminek eredményeképpen a duplazodasi id6 kozel felére
csokkent.
Példa:
ha p=-0,05 akkor b;=0,95 a felezési id6: t=13,51
ha p=-0.1 akkor b;=0,90 a felezési idd: t=6,57
Az éves novekedési iitem kétszeresére csokkent, aminek eredményeképpen a felezési id6 kozel felére
csokkent.
Hiperbolikus trend
Gyakran el6fordul, hogy az idésor aszimptotikusan kozelit egy adott értéket. Ekkor trendfiiggvényként
valamelyik bemutatasra keriild hiperbolikus fiiggvény alkalmazhat6. Az onkoltséget, az arak alakuldsat
jellemzd folyamatok gyakran modellezheték e médon.

A fliggvényt leird formula:
Y. =b, +b, % =b, Tbt"

Regresszios modellnél (pl. EXCEL) a

Bemeneti Y tartomany: y,

Bemeneti X tartomany: 1/t (pl.t=1,2,3, ...... n)
Hat=1 akkor y,_, =b, +b,

Hat— o akkory, . —Db,

2

N 1
Y. :bo+b1¥

3-7. abra: A hiperbolikus trend

% A trendszezonteszt.xls parancsfajl felhasznalasaval.
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Elséfoku hiperbolikus trend

A flggvényt leir6 formula, a linearis trend reciproka:

y, = =(b, +b,t)"
A b+ bt (b, +b,t)
1
- = bO + blt
Yy
. 1
Hat=0 akkory, ,=-—
b,
. 1
Hat=1 akkory, , =——
b, +b,
Hat—oo akkory, , —0
Regresszids modellnél (pl. EXCEL) a
Bemeneti Y tartomany: 1/y,
Bemeneti X tartomény: t(pl.t=1,2,3, ...... n)
i
1
b, .
Yo b, +b,t

3-8. abra: Az els6foku hiperbolikus trend

Masodfoku hiperbolikus trend

A fiiggvényt leiro formula, a masodfokt parabolikus trend reciproka:

g = L (b, +b,t+b,t*)"

T 4 bt bt

Ai=b0+blt+b2t2
i
. 1
Hat=0 akkory,,=—
bO
. 1
Hat=1 akkory,, =——
b, +b, +b,

Hat— oo akkory, , —0
Regresszids modellnél (pl. EXCEL) a
Bemeneti Y tartomany: 1/y,

Bemeneti X tartomany: t £ (pl.t=1,2,3, ...... n)
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5’[

— . 1
Y b, +b,t+b,t*

o
=

b,>0,b,>0, b,>0

3-9. abra: A masodfoku hiperbolikus trend

3.1.3 A szabalyos rovid tavi (szezonalis) ingadozas

Ha a szezonalis hullammozgas kitérései, amplitidoi abszolut értelemben vagy relativ (a trendhez viszo-
nyitva) értelemben allanddsagot mutatnak, akkor allando szezonalitasrdl beszéliink.

Ha a periddus (i) hossza az év, ezen beliil a szezontényez6 (j) hossza lehet pl. 4 negyedév, 12 honap, 52
hét, 365 nap, 230-252 munkanap, 250-252 tézsdenap.

Ha a periddus (i) hossza a honap ezen beliil a szezontényez0 (j) hossza lehet 4 hét, 28-31 nap.

Ha a periddus (i) hossza a hét ezen beliil a szezontényezd (j) hossza lehet 7 nap, 5 munkanap.

Ha a periddus (i) hossza a nap ezen beliil a szezontényezd (j) hossza lehet 24 6ra.

Az additiv modell esetén tehat azt tapasztaljuk, hogy a kiilonb6z6 periddusok azonos szezonjaban, a
trendtél mért eltérések nagysdga megkozelitdleg ugyanakkora. Mivel a szezonalis hullamzast az alap-
iranyzathoz képest jelentkez0 szisztematikus pozitiv és negativ eltérésekként definialtuk, elvarhatd kove-
telmény, hogy egy teljes peridduson beliil kiegyenlitsé¢k egymast. Ezért additiv modell esetén a szezondlis
eltérésekre vonatkozé kovetelmény gy irhat6 fel, hogy

z s;=0.
=1
A véletlen komponensre hasonld kdvetelmény irhato fel, eszerint

N n_m
2Ve=2 2 v =0
t=1 i=l j=1
vagyis ,,megkdveteljiik”, hogy a véletlen tag ne eredményezzen szisztematikus eltérést az alapiranyzathoz
képest.

A multiplikativ modell logikajanak megfelelden, a szezonindexekre vonatkozo kovetelmény ugy irhatod
fel, hogy:
s

J=1 =1
m

A véletlen komponensre hasonld kovetelmény irhato fel, eszerint

N n_ m

2= 2 v =1

t=1 i=1 j=1
Osszefoglaloan megallapithato, hogy a szezonalitas eltéritd hatasa a megfeleld szezonoknal additiv mo-
dellben abszolut allanddsagot, multiplikativ modellben a trendhez mért relativ allandosadgot mutat.

A szezontényezd meghatarozasa két 1épésben torténik:
= atrendhatas levalasztasaval, és
= a véletlen hatas kiszuirésével
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A szezonalis hatas szamszerisitését multiplikativ és additiv modell esetén egyiitt mutatjuk be és most el-
tekintiink a konjunktura ciklusok modellezésétél. Kiindulva a modellekbdl
Yii :}A,ij *S 7V Yii :yij +Sj +V;
eldszor a mar elézetesen szamszertisitett trendhatést szilirjiik ki a megfigyelt idésorunkbol. Ez a két alap-
modellnek megfeleléen az alabbiak szerint torténik:
1. A megfigyelt és trend-értékek hdnyadosai, illetve kiilonbségei, feltételezéseink szerint mar csak a
szezon- és véletlen hatast tartalmazzak.
2. A masodik lépésben a véletlen hatés kiszlirését kivanjuk elvégezni, az elébbiekben nyert hanyado-
sok, illetve kiillonbségek, azonos szezonra esé értékeinek atlagolasaval.
A két alap-modellbdl igy — a szezonok szamanak megfeleléen m szdmu — nyers szezonindexekhez az Ex-
cel parancsfijlban a jele: Index, illetve nyers szezonalis eltérésekhez a jele Eltérés jutunk.

5; :liﬁ

N Yy
* 1 w A
8; _;;(YU Vi )
A szezonkomponensekre megfogalmazott kovetelményteljesiilését vizsgalni kell mindkét modell esetén.

Ha a kdvetelmény nem teljesiil, a nyers szezon-tényezdket korrigalni kell. Korrekcids tényezd a két mo-
dellben:

S.
g
m
ami nem mas, mint az m szamu nyers szezonindex, illetve -eltérés egyszerl szadmtani atlaga.
A tisztitott szezonindexeket (A jele: Korr. Index) tigy nyerjiik, hogy a nyers szezonindexeket a korrekcids
tényezdjlikkel rendre elosztjuk. Hasonldan nyerjiik a tisztitott szezonalis eltéréseket (A jele: Korr. Elt.), a
nyers szezonalis eltérésekbdl rendre levonva korrekcios tényezdjiiket. Az alap-modellekbdl szamszertisi-
tett szezonkomponens értelmezése: barmely periddus j-edik szezonjaban a szezonalitas a trendhez képest

modositja az id6sori értékeket. A modositas a multiplikativ modellben s;-szeres névelest, illetve csok-

kentést jelent; a szezonindexeket szdzalé¢kban kifejezve, a 100% feletti rész a szazalékos ndvelést, a
100%-nal kisebb szezonindexek esetén a 100%-ra kiegészitd érték a szazalékban kifejezett csokkenés

mértékét adja meg. A moddositas additiv modellben az sj -nek megfeleld mértékii ndvelését, vagy csok-

kentését jelenti az idésor értékeinek, az sj elgjelétdl fliggden, az idésor adatainak nagysagrendjében és
mértékegységében.

3.1.4 A ciklikus (periodikus) mozgas modellezése.*

A ciklikus (periodikus) mozgas sémajat az alabbi dbra mutatja. Ez az abra a konjunkturaciklus elméleti
alapjat, a harmonikus rezgdmozgast mutatja be, és a fizikdbol ismert harmonikus rezgés modelljére épiil,
melyben az

1. szakasz a pangas, (depresszio),

2. szakasz a megélénkiilés, (expanzio),

3. szakasz a fellendiilés, (prosperitas),

4. szakasz pedig a valsag (recesszid vagy hanyatléds) id6szaka.

Ha csak egy fellendiilo és egy visszaeso fazist kiilonboztetnek meg, gyakran a kdvetkezd terminologiat
hasznaljak: felszallo ag és leszalld ag, alacsonyabb fordulopont vagy hullamvolgy (mélypont), fellendiilés
vagy novekedés, magasabb fordulopont (csucs), és visszaesé€s vagy csokkenés. A gyakorlati tapasztalatok
szerint a ciklusok periddusa és amplitidoja valtozik.
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3-10. abra: A ciklikus (periodikus) mozgas sémaja

A hullamhossz egy teljes hullamnak a hossza, pl. a csucsponttol a csucspontig, vagy a mélyponttol a
mélypontig:

A=~ =vT

f

Ez a megkozelités tehat a Newton-féle ,,akcid egyenld reakcio”, illetve ,,hatas egyenld ellenhatas™ elvbol
indul ki, vagyis azt feltételezi, hogy a gazdasagi ¢letben — éppen Uigy, mint a fizika hullamjelenségeiben —
az egyensulyi helyzetbdl valo kilengést az abba valo visszatérés jelensége koveti, majdnem mechanikus
modon. Ez a fizikai modell természetesen elméleti, és igy egy idealis megvalosuldst ir le, a gyakorlatban a
ciklus képe eltér a fenti szabalyos mintatol.
Ahol:
y = kitérés, az egyensulyi helyzettdl mért tavolsag,
A = amplitadd, a nyugalmi helyzettdl mért legnagyobb kitérés (mélypont, illetve csticspont),
T = periddus (rezgésido),
o = korfrekvencia, a frekvencia 2n-szerese,
f = frekvencia (gyakorisag), a rezgések szamanak és id6tartamanak hanyadosa, amely megadja az egy-
ségnyi 1d0 alatt tortént rezgések szamat:

f=

1_o
T 2n
v = sebesség:

2n 2n
v=Awmcos(ot)= A(—)cos(—t)
T T
A nemzetkdzi szakirodalom a kovetkezd 6t konjunktura-ciklust feltételezi és kiilonbozteti meg: ©!

a 3-5 éves leltar (készlet) vagy Kitchin-ciklus;

a 7-11 éves allando befektetési (gépi beruhazasi) vagy Juglar-ciklus;
a 15-25 éves épitési vagy Kuznets-ciklus;

a 45-60 éves hosszu vagy Kondratyev-ciklus;

a 100 évnél hosszabb évszdzados vagy szekularis trendek

bk W=

A ciklusok periddusa tehat duplazodhat, pl. egy Kondratyev ciklus [57 év] tartalmazhat 6 Juglart [9,5 év]
¢s egy Juglar tartalmaz 3 Kitchint [3,16 év]. Ha példaul a Kondratyev ciklus hosszat [periddusat] atlago-
san 54 évnek vessziik, és a Kuznets ciklust 18 évesnek allitjuk, a Juglar ciklust 9 évesnek, a Kitchin cik-
lust 4,5 évesnek vessziik, akkor a kapcsolat teljesen tiszta:

1 Kondratyev ciklus = 3 Kuznets ciklus = 6 Juglar =12 Kitchin.

Egyszert technikai eljarasokkal a ciklusokat részmozgasokra oszthatjuk, egyiket-masikat kiszlirhetjiik a
vizsgalni kivant mozgas kimutatdsa érdekében. A trend a ciklus kikiiszobolésével felfedhetd (példaul
mozgobatlagolassal, grafikus becsléssel, vagy a szokasos legkisebb négyzetek modszerének alkalmazasa-
val). Kondratyev vizsgalati modszerének az a 1ényege, hogy az arakat egyszerli statisztikai indexszel ab-
razolja, egyes pénziigyi (kamatrata, bérek), vegyes jellegii (kiilkereskedelmi forgalom), illetve tisztan na-
turdlis sorok esetében a trendtdl valo eltérés szamitasi modszerét alkalmazza. Az utobbiaknal (kiilkeres-

o1 Orszagonként, vizsgalt mutatonként és idészakonként jelentések a kiilonbségek a periédusok alakuldsaban.
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kedelem és termelés, valamint fogyasztas) mindig egy fore jutd adatokat hasznal, és a legkisebb négyze-
tek modszerével szamitott trendtdl valo eltéréseket vizsgalja tigy, hogy 9 éves mozgdatlagolassal meg-
prébalja kisziirni a rovidebb ciklusti mozgasokat. Ennek a megkdzelitésnek az a 1ényege, hogy ne az
egyedi, hanem a hosszutavon érvényesiild 0sszetett hatdsokat ragadjuk meg, €s ezaltal tudjunk a multban
érvényesiilt, és részben a jovore is varhatd tendencidk segitségével hozzatenni valamit a rovid tava szak-
mai elemzésekhez. A torténelem folyaman a modernkori Europaban a Kondratyev - ciklusok a kovetke-
z6k szerint alakultak © ©:
A Kondratyev-cikiusok alakulisa azg elmillt két évszazadban

Felszall6 ag kezdete Cstcspont Leszall6 4g vége Periédus
1790 [1815] 1850 60
1850 [1875] 1896 46
1896 [1929] 1945 49
1945 [1973] 1996 »? 51
1996 [2020] ?

Az évszazados trendek alakulasa ugyanakkor a kdvetkezo volt:

Az évszdzados trendek alaknldsa

Felszall6 4ag kezdete Cstcspont Leszall6 ag vége Periédus
1250 [1350] 1510 260
1510 [1650] 1740 230
1740 [1817] 1896 156
1896 [1973] 2030 ? 134 ?

Lathattuk, hogy a ciklusok idétartama (periodusa) duplazodik. Ugyanakkor a kiilonb6zd idétartamu cik-
lusok egyidejiiek, keverednek, mozgasukkal csokkentik, vagy novelik az egész hullamzas amplitaddjat.
Ha példaul az évszazados trend felszallo aga taldlkozik a Kondratyev ciklus leszallo agaval, akkor ez a
valsagot mérsékli, ellenkezd esetben erdsiti. Itt is érvényesiil a fizikabol ismert interferencia jelensége, il-
letve torvénye. Egyszert technikai eljarasokkal a ciklusokat részmozgasokra oszthatjuk, egyiket-masikat
kisziirhetjiik a vizsgélni kivant mozgas kimutatasa érdekében.

A hosszu ciklus kimutatasa:
Az idésor elemei a hosszu ciklus vizsgalatanal a kovetkezok lehetnek:

Evszazados trend

3-9-27 éves Kitchin-, Juglar-, és a Kuznets- ciklusok
Kondratyev ciklus

Véletlen hatas

b

Az id6sor hossza legalabb 100 év, ebben az esetben egy évszazados trend és két hosszi-ciklus mutathato
ki. A hosszu ciklusok vizsgalatanal el6szor az eredeti idosor 9 vagy 27 taglh mozgoatlagat vessziik. A 9
tagl mozgoatlagolassal a 3 éves periddusu Kitchin- és a 9 éves periodust Juglar-, illetve 27 tag mozg6-
atlagolasnal a Kuznets-ciklust is kikiiszoboljiik. A rovidebb ciklusok természetesen — az elézdekben is-
mertettek szerint — kiilonboz6 periddusuak lehetnek, pl. 4-8-16 évesek, ebben az esetben 16 tagn ®* moz-
goatlagolassal kiiszobolheto ki a Kitchin, a Juglar és a Kuznets-ciklus. A mozgoatlagolassal a véletlen ha-
tast is kisziirjiik. A mozgoatlagolas csak akkor kiiszoboli ki a periodikus hulldmzast, ha a mozgoatlag tag-
szama a periodus hosszaval vagy egészszamu tobbszorosével egyenld. Ha nagyobb tagszamot valasztunk,
akkor a hullamzas ellentétes lesz a ciklussal, ha kisebb tagszamot vélasztunk, mint a ciklus periddusa,
akkor csak tompitjuk a hullamzast. A grafikus abrat ezért alaposan kell elemezni, hogy a megfelelé moz-
goatlag tagszamot kivalasszuk. Ezt koveti a trend kikiiszobolése. Additiv kapcsolat esetén a trendet az
eredeti id6sorbdl kivonjuk, multiplikativ kapcsolat esetén az eredeti iddsort a trenddel osztjuk. Eljarha-

62 A felszallé ag kezdete — [csticspont] — a leszalld 4g vége és a kovetkezd felszalld ag kezdete.
8 Ld. pl. Braudel F. [1972], Braudel F. [2004].
A sin (t+n2m) =sin(t) ahol: n=1,2.. és a sinus(t) fliggvény periédusanak a tartalma: 2r=360° ugyanis sin (t+2m) =
sin(t).
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tunk ugy is, hogy elészor a trendet kiiszoboljiik ki, s ezt kdveti a mozgdatlagolas. A két eljaras [sorrend],
azonos eredményre vezet.

Feltételeztiik, hogy a rendelkezésre allé6 empirikus idésorban (¥; i=1,2...Néves adatokkal dolgozunk,
igy nincs szezonalis hatas az idésorban) a kovetkezo tényezok kiilonboztethetok meg:

1.y, = az évszazados trendérték

2. ¢, = abecsilt (*) konjunktura — ciklus

3. k. =aKondratyev féle hosszu ciklus

4. v; =abecsilt (*) véletlen hatas.
= i=1,2,.. N=az évek szama, legalabb 100 év
= m=1,2,.. .p=aKondratyev féle hosszl ciklus periddusa (pl. 45-50 év)
= |=1,2,...,0 =arovidebb konjunktura ciklusok periédusa (3-27 év)

A * index additiv kapcsolatot jelez, ha nincs * index, akkor a kapcsolat multiplikativ.

A kapcsolodas modja lehet additiv:

V=G K
Ebbdl a hosszt periddusu ciklus:

K, =y, =@, +C*1+V2)

A kapcsolodas modja lehet multiplikativ:

V, =V, *¢ >kkm *Vy
Ebbdl a hosszt periodusu ciklus:

k, =y./(F*¢ *Vij>

A rovid (Kitchin) ciklus kimutatasa:
Az id6sor elemei a rovid ciklus vizsgalatanal a kovetkezok lehetnek:

1. Trend, ami lehet valamely hosszu ciklus fel, vagy leszallo aga
2. 3-5 ¢éves Kitchin ciklus

3. Szezonalis hullamzas

4. V¢letlen hatas

Ha csak rovidebb ciklusokat vizsgélunk, akkor a szezonhatést kiiszoboljiik ki mozgoatlagoldssal, s ezutdn
a trendhatast. Havi adatoknal 12 tagu, negyedéves adatoknal 4 tagi mozgoatlagolast alkalmazunk. A ko-
rabbi jeloléseket alkalmazva:
A kapcsolodas modja lehet additiv:

Vi =V ts o vy

Ebbdl a rovid peridodust ciklus:
c = Vi _(§7ij + Sj* + Vijj

A kapcsolodas médja lehet multiplikativ:

Vi = §’ii 8% C KV,
Ebbdl a rovid periddust ciklus:

C =V /@q 8k Vg

Az elemzés €s a prognoziskészités soran at kell tekinteniink azokat a modszereket, amelyek megadjak a
jovore vonatkoz6 adatokat és informéciokat. A trendfiiggvény tipusok esetében példaul ismerniink kell a
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fiiggvények sajatossagait €s kivalasztasuk modszereit. Vizsgalnunk kell tobbek kozott: a trend fliggvényt
leird formulat, annak sajatossagait®.
Additiv kapcsolat eseten a trendet az eredeti id6sorbol kivonjuk, (y, -y, ) multiplikativ kapcsolat esetén

az eredeti idosort a trenddel osztjuk (y, /¥, ), igy kikiiszoboljik a trendhatast. Ezt kévetden, ha havi ada-

tokkal rendelkeziink, 12 tagli mozgoatlagat vessziik a kiilonbségeknek (additiv kapcsolat) vagy a hanya-
dosoknak (multiplikativ kapcsolat). Igy mivel havi adatokkal rendelkeztiink kikiiszoboltiik a szezonalis
hullamzast és a véletlen hatést is. A kapott adatsor illetve grafikus dbra a konjunktara ciklust mutatja. El-
jarhatunk gy is, hogy el6szor mozgoatlagolassal (pl. napi adatoknal, ha 252 munkanap van egy évben,
akkor a mozgobatlag tagszama 252, havi adatoknal 12, negyedéves adatokndl pedig 4) a szezondlis hul-
lamzast és a véletlen hatast kiiszobdljiik ki, majd ezt kovetden szlrjiik ki a mozgoatlagolasu adatsorbdl a
trendhatast, az eldzdekben ismertetett moédon. Azt, hogy a trend és a szezonhatas kapcsolddasa additiv,
vagy multiplikativ egyszerli modszerrel megallapithatjuk: ha a trend novekvo (pl. a linearis trend b,
egylitthatoja pozitiv vagy az exponencidlis trend b; egylitthatoja nagyobb, mint 1) és additiv a kapcsolat,
akkor a komponensek 0sszegzddnek, tehat az amplitidok nem valtoznak, nem fiiggnek a trend nagysaga-
tol. Multiplikativ kapcsolat esetén viszont a tényez0k szorzédnak és a névekvd trend miatt az amplitudok
nonek.

Csokkend trendnél (pl. a linearis trend b, egyiitthatdja negativ vagy az exponencialis trend b, egyiitthatoja
kisebb, mint 1, de nagyobb mint 0) additiv kapcsolatot jelez, ha nincs valtozas az amplitadokban, mivel
Osszegzddnek a tényezOk. A multiplikativ kapcsolatot viszont az jelzi, hogyha az amplitiddk az idében
elérehaladva csokkennek, tehat csillapodo a rezgés.

A ciklusok periédusanak becslése deduktiv modszerrel ®:

A periodust két tényezo idotartama hatarozza meg.

1. A gesztacios 1d6: a ciklus hosszat meghatarozé egyik i1d6, az az id6, ami alatt a ciklust hordozé objek-
tum alkalmassa valik feladata betdltésére (adaptacios idonek is nevezik).

2. Az élettartam: a ciklus hosszat meghataroz6 masik 1d6, az az 1d6, ami alatt a ciklust hordoz6 objektum
alkalmas a feladata betoltésére.

A ciklus periddusat (T) tehat a hordozd objektum gesztacios (kihordasi) ideje, (jele, g) és élettartama,
miikddési ideje (jele, b) alapjan becsiilhetjiik az alabbi dsszefliggés szerint:

T=2m/gxb

Az ember esetében g (terhesség ideje) 0,75 év, b (varhaté élettartam) 72 év, akkor a periddus:

T=2m0,75x72 =46 , .

¢év, ez egy Kondratyev — ciklus.
Epitkezés esetében, ha az épitkezés ideje 4 honap, tehat g=4/12=0,33 ¢év, az épiilet élettartama, b=30 év,
akkor a periodus:

T=2my0,33%30 ~ 20 ¢v, ami egy Kuznetz — ciklus.
Gépkocsi esetében g=0.083 év, b=5 év:

T=2n,0,083x5~4 , : . :
¢év, ami egy Kitchin — ciklus.
Kulturalis ciklus esetében a tanulds ideje: g=25 év, 70 éves korig végzett szellemi munka esetében: 70-

25=45 b=45
T=2nv25%45~210 ¢v, ami egy kulturalis ciklusnak felel meg.

A tozsdeindikatorok.xls parancsfajl miikodése. (A tézsdeindexek atlagolasa, indikatorok. ')

A mozgoatlag az egyik legismertebb és legkonnyebben hasznalhat6 indikator. Kisimitja az arfolyam hul-
lamzasait és konnyebbé teszi a trendek felismerést, mely nagy segitség a gyorsan mozgd részvények ese-

5 1.d. Haustein H. D. [1972] 48-54. 352-360.
5 Ld.: Brody Andras [1983]: A lassul6 idé.
7 Forras: http://www.investopedia.com/articles/trading/10/simple-exponential-moving-averages-compare .asp
(2011. januar 17.)
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tében. A tézsdeindexek atlagolasara két modszert mutatunk be, amelyekre Excel parancsfijlt dolgoztunk
ki®®:
Az egyszeri (aritmetikai) mozgoatlag (Simple Moving Average, SMA): egy adatsor (A) egyszeri
szamtani atlagat jelenti. A formula:
1
SMA;, = N Z A
i=j-N

Ahol:
SMA; aj id6pontban szamitott mozgoatlag,

N a mozgoatlag periddusainak a szama,
Aj a tényleges érték az i iddpontban.

Az egyszerli mozgoatlagot képezhetjiik a tézsdeindexek nyitd, minimum és maximum 4rakbdl is, de leg-
tobb esetben a zardarakat hasznaljuk. Az egyszeri mozgoatlag képletében a legijabb és a legrégebbi adat
is azonos sullyal szerepel, pedig a frissebb adatok az eldrejelzések sordn nyilvanvaléan fontosabbak. A
probléma egyik megoldasa az volt, hogy a frissebb adatokat fokozottabban vették figyelembe. Az expo-
nencialis mozgoatlag (EMA) ugyanis egy specialis stilyozott mozgoatlag, ahol a régebbi adatok sulya ex-
ponencialisan csokken.

Az Excel 2007 altal hasznalt képlet a mozgoatlagolas (SMA) esetében, az Excel sugodja (F,) alapjan:

,»Ez az eljaras a becsiilt idoszak értékeit igy szamitja ki, hogy a megel6z6 iddszak adatait megadott szamu
periddusonként atlagolja. A mozgoatlagolds modszerével olyan részletek deriilhetnek ki a trendrdl, ame-
lyek a meglévé adatok egyszerli atlagolasaval elmosddnak. Ez a modszer értékesitési adatok, raktarkész-
let adatok vagy egyéb valtozd adatok eldrejelzésére hasznalhatd. A becsiilt értékeket az aldbbi képlet
alapjan szamitja ki:

1 N
F(t+l) = E JZ_; At—j+l

ahol:

N a mozgodatlag periddusainak szama
A; a tényleges érték a j id6pontban

F; a becsiilt érték a j idépontban”

A két képlet azonos, a kiilonbség, hogy az Excellé fentrdl lefel¢, a masik lentrdl felfel¢ adja 6ssze ugyan-
azokat a szamokat. Az egyik képlet a szummazasi hatarokban, az Excellé az indexben oldja meg a végig-
futtatast.

A mozgoatlagolas célja, a f6 tendencia kimutatasa; az atlagolas tompitja a véletlen szerepét; a dinamikus
atlag kifejezésre juttatja a fo tendenciat; probléma, hogy megroviditi az idésort, a trendet hosszabb tavra
nem tudjuk extrapolélni, tovabba ha a mozgoatlag tagszdma kisebb mint a periddus, akkor, a hullamzast
nem kiiszobo16dik ki teljesen, csak az er0sége csokken, ha pedig a mozgdatlag tagszama nagyobb mint a
periodus, akkor a hullamzas az atlagolas utan ellentétes iranyu lehet, és az eredeti iddsor hullamhegyével
szemben hullamvolgy, illetve hulldmvolgyével szemben hullamhegy allhat. Az elkdvetett hiba annal na-
gyobb, minél erdsebb a véletlen ingadozas €s minél kevésbé szabalyos a periodikus ingadozas. A mozgo-
atlagolas a régebbi adatoknak is ugyanolyan sulyt ad, mint az ujabbaknak, viszont ismeretes, hogy az ext-
rapolacio szempontjabdl az 0j adatok fontosabb szerepet jatszanak mint a régiek.

A tdzsdei gyakorlatban a mozgoatlag szamitasa nem centrikus, hanem visszatekintd, azaz a mozgoatlago-
kat nem Ugy szamitjak, hogy a kivalasztott adat (zar6 arfolyam) kornyezetében végzik az atlagolast, ha-
nem a kivalasztott adat eldtti adatokra szdmitjak az értékeket. Ennek megfeleléen csak az iddsor elején
vesznek el mozgodatlagok, ami a technikai elemzésben nem jelent problémat, hiszen a kulcstényez6t az
iddsor végén talalhato adatok jelentik. A mozgodatlagok igy késd (lagging) indikéatorok. Az idésor rovidii-
Iése: ha N, a mozgoatlag tagszama paratlan, akkor az idésor (N-1) egységgel, ha paros akkor N egységgel
(a kozépre igazitas, a centrirozéas miatt) csokken. A heti tézsdenapok szdma altalaban 5, igy legtobbszor 5
egész szamu tobbszordsét valasztjak tagszamnak.

% Forras: http://betbulls.hu/cms/indikatorok/reszletes/MA (2011. januar 17.)
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Exponencialis mozgoatlag (Exponential Moving Average, EMA): a technikai elemz0k gyakran hasz-
naljak azért, hogy csokkenteni tudjdk az egyszerli mozgoatlag lemaradasat. Az EMA esetében az idében
hozzank kozelebb allé arfolyamok nagyobb, mig a régebbi adatok kisebb sullyal szerepelnek a kalkuléaci-
Oba, a kapott értéket dsszeadjuk, majd a sulyok Osszegével elosztjuk. Az egyszerli mozgoatlaggal szem-
ben az exponencialis mozgdatlag érzékenyebb az ijabb adatokra, ezért gyorsabban mutatja a trendfordu-
16kat.

Példaul, egy 20 napos exponencialis mozgoatlag az 1) arak legfeljebb 9,524 9%-at stlyozza
[2/(20+1)*100=9,524 %], mig egy 200 napos EMA az 1 érak legfeljebb 0,995-%-at
[2/(200+1)*100=0,995 %] sulyozza. Fontos megjegyezni tehat, hogy az EMA t6bb stlyozast hajt végre
az 0j arakon, mint az SMA. Az exponencialis mozgoatlag elterjedt formdja a periodus alapit EMA, ahol a
paraméter az EMA idé6tartamat reprezentdlja. Az EMA szdmitdsa soran alkalmazott képlet, amit a
tozsdeindikatorok.xls parancsfijl kidolgozésa soran hasznaltuk:

EMA(jelenlegi) = I:Ar(jelenlegi) - EMAelézb’ } * X + EMA(eléz(')')
Ez a képlet atrendezhet6 az alabbi formaban:
EMA(jelenlegi) = I:Ar(jelenlegi) * X:I + [EMAelézé ] * (1 - X)

A periddus alapt EMA esetében a suly értéke X=2/(1+N), ahol az N a periddusok szama. Minden egyes
el6z0 zardar adatat felhasznaljuk az EMA szédmitasanal. A régebbi adatok befolyasa az id6 mulasaval
csokken, de soha sem sziinik meg. Némi bonyodalom csak az elsd adatpont szamitasaval kapcsolatban
van, hiszen ott még nem all rendelkezésre el6z6 napi érték, emiatt az adatsor elsé elemének egy egyszerii
mozgobatlagot kell szamolni. Feltétel, hogy N >2 és egész szam, de az N kisebb mint a megfigyelések
szédma, figyelembe véve azt, hogy az idésor tagjainak szama (N-1) illetve N értékkel csokken.

Vezessiik be az alabbi jeloléseket:

EMA juieniegiy = EMA,

EMA ;s = EMA_,

Ary = az elsé SMA, ahol a mozg6 atlag tagszama N.
AI'( jclenlegi) — Ar,

X=a

N>2¢és 0<a<l

Akkor:

EMA, = aAr, + (1-a)EMA
Ebbdl kovetkezik, hogy
EMA, = Ar,
EMA, = aAr, +(1-a)Ar,
EMA, = oAr, +(1-a)EMA, = aAr, + (1-a)[aAr +(1- oc)ArO] = aAr, +a(l-)Ar + (1-a)’ Aro
EMA, = oX, +(1-a)EMA, = aAr, + (1-a)[aAr, +a(l—a)Ar +(1-a)* Ar,] =
= onAr3 +a(l—a)Ar + ol -a) Ar +(1-a)’ Aro
a [Art +(1-)Ar_ +(1-a)Ar_, +(1-a)’ 15er3 +(1-o)*Ar_, +..+(1—-a)” ArHH) ] +(1-a) Aro

t-1 .
EMA, =[> a(l-a) Ar_ ]+ (1-a)'Ar,
i=0

Lathato, hogy az 0j érték kialakitisaban a legutolsd (Ar.o = Ar) tehat t idépontban megfigyelt adat o
stllyal, az azt megel6z6, (t-1) iddpontban megfigyelt (Ary.;) adat (1-o), mig az i-edik idészakot megel6z6
adat (Arpi1y), (l-oc)i sullyal jarul hozza az EMA; érték kiszamitasdhoz. Az iddésor legrégebbi adatanak
(Ary = Aro) sulya pedig (1-o)t. A két szomszédos EMA adat kozott a kiilonbség (1-o.) — szoros. Az id6-
sor a mozgo atlag tagszamanak (N) megfeleléen rovidiil. Ha N paros, a rovidiilés N adat, ha paratlan a ro-
vidiilés (N-1). Az exponencidlis mozgdatlag is a tézsdei trendfordulok meghatarozasaban lehet a befekte-
tok segitségére. Hasznalata megegyezik az egyszerii mozgoatlagéval, de nagyobb sullyal veszi figyelem-
be a friss arfolyamadatokat. Vannak iddszakok, amikor az exponencialis mozgoatlag figyelése nagyobb
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nyereséget eredményezhet, de mas idészakokban az egyszerli mozgoatlag ad jobb jelzéseket. Nem lehet
altalanossagban kijelenteni, hogy az egyik modszer megbizhatdbb lenne a mésiknal.

A vételi és az eladasi jelzés szlirésére sok modszert kidolgoztak. Ezek koziil az a legjobb, amikor két
mozgodatlagot (példaul a 200 naposat és az 50 naposat) abrazolunk.

Az indikator vételi jelzést ad a kovetkezo két esetben:

1. ahosszi mozgbdatlag emelkedik és a rovid mozgoatlag alulrdl folfelé metszi a hosszu atlagot
2. a hosszii mozgodatlag csokkenésbdl emelkedésbe valt és a rovid mozgoatlag a hosszu {616t he-
lyezkedik el

Az indikator eladasi jelzést ad, amikor:

1. ahosszi mozgoatlag csokken és a rovid mozgoatlag foliilrdl lefelé metszi a hossza atlagot
2. a hossz mozgoatlag emelkedésbdl csokkenésbe valt és a rovid mozgoatlag a hosszu alatt helyez-
kedik el

Minél érzékenyebb egy indikator, annal tobb jelzést fog adni. Ezek a jelzések idében érkezhetnek, de a
meg novekedett érzé¢kenységgel a hibas jelzések szama is megnétt. Minél érzéketlenebb egy indikator,
anndl kevesebb jelzést produkal. Azonban ez a kevesebb jelzés sokkal megbizhatobb is. Habar ezek a jel-
zések néha késve érkeznek. A mozgdatlagok esetében hasonld a dilemma. Rovidebb mozgoatlagok sok-
kal érzékenyebbek és tobb jelzést generdlnak. Az EMA, mely tulajdonképpen érzékenyebb, mint az SMA,
tobb jelzést general. Azonban a hibas jelzések szama is megnd. A hosszabb mozgbdatlagok lassabban mo-
zognak, ¢és kevesebb jelzést adnak. Ezek a jelzések sokkal megbizhatobbak, de késve kovetkeznek be.
Minden befektetonek tapasztalatot kell szereznie a kiilonb6z6 mozgdatlagok hasznalatdban, hogy megta-
lalja a kozéputat az érzékenység €s a megbizhatdsag kozott. Szamos befektetd rovidtavon az exponencid-
lis mozgdatlagot hasznalja, hogy gyorsan tudjon reagalni az arvaltozasokra. A befektetOk masik fele vi-
szont jobban preferalja az egyszerli mozgoatlagot, hogy hosszabb tavu trendeket talaljon.

A részvények kivalasztdsa utan a kovetkezo feladat a mozgdatlag periodusnak és tipusanak megvalaszta-
sa. Minél mozgékonyabb egy részvény, annal tobb finomitast igényel, vagyis hosszabb mozgoatlagot ér-
demes hasznalni. Azokndl a részvényeknél, melyek nem mutatnak erds trendet, szintén a nagyobb moz-
goatlagok haszndlata célszerli. Nincsen meghatarozott paraméter, de a legismertebbek a 20, 50, 89, 150 és
a 200 napos, valamint a 10, 30 és 40 hetes mozgdatlagok. A rovidtavon kereskeddk 2-3 hétben gondol-
kodnak, és 21 napos mozgdatlagot haszndlnak, mig a hosszabb tdvban gondolkoddk a 3-4 hénapos tren-
deket preferaljak, mihez 50 hetes mozgoatlagot hasznalnak.

A szakemberek tobbsége a kovetkezd intervallumokat ajanlja a helyes érték megvalasztasahoz:

e rovidtav: 5-20 nap, legtobbszor 20 nap,
o koOzéptav: 21-84 nap (4-12 hét), legtobbszor 50 nap,
e hosszutav: 84-200 nap (13-40 hét), legtobbszor 200 nap.

Adatok forrasa:

BUX:
http://www.mnb.hu/Statisztika/statisztikai-adatok-informaciok/adatok-idosorok
http://www.bet.hu/magyar egyeb/dinportl/nonrealtimehistdata
Dow-Jones-index

http://uk.finance.yahoo.com/q/hp?s=%SEDIJI

Regionalis beéllitasokat el6tte USA-ra valtani, utana vissza Magyarra

3.2 Az elorejelzések hibainak a mérése (A hibaképletek Excel parancsfajl miikodése)
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A prognézisok hibaképleteit az alabbiakban foglaljuk dssze. ® ™ ™!

Tételezziik fel, hogy n id0szak adata all rendelkezésre a t kiindulasi idépontban és m iddszakra készitiink
elérejelzést. A megfigyelt értékeket jeldljikk X-szel, az eldrejelzett értékeket pedig F-fel. (forecast =
prognozis) A progndzist akkor tudjuk ellendrizni, ha a prognosztizalt idépont vagy idészak bekovetkezett
¢s igy van tényadatunk. Az alkalmazott modell lehet barmely prognoziskészitési modszer. Tételezziik fel,
hogy az iddsor (t) hossza, amire tényleges és prognosztizalt adattal rendelkeziink: t = 1, 2,....1,....,T. A
megfigyelt értékeket jeloljik X-szel, az eldrejelzett értekeket pedig F-fel. Ha ex-post ellendrizziik az el6-
rejelzés hibajat, akkor az idosort két részre osztjuk, az elsé iddszak a becslési-, a masodik a tesztiddszak.
A becslési idészak lehet az iddsor fele, vagy anndl nagyobb érték. A becslési idészak adatai alapjan eldre-
jelzéseket készitlink a teszt id6szakra vonatkozoan €s igy a prognozis hibajat mérni tudjuk, mivel tényle-
ges adatokkal is rendelkeziink. Ex ante eldrejelzés esetén csak akkor tudjuk ellendrizni a prognézis hiba-
jat, ha az eldrejelzési idOszak bekdvetkezik. Pl. havi adatok esetében a kovetkezd honapban, negyedéves
adatok esetében a kovetkezd negyedévben, stb. Az elérejelzések hibainak mérésére az alabbi mutatokat
hasznaltuk.

Az alkalmazott jelolések:

A hiba (e = Error):

€= Xi —F

F; = elOrejelzett vagy illesztett értékek,

X; = megfigyelt érték.

Az egyszerliség miatt a tesztperiddus iddszakot (amikor tényleges €és prognosztizalt értékekkel is rendel-
keziink) jeloljiik igy:

=1,2,..,T.

1. Atlagos hiba. [ME=Mean Error]

T
Zei

ME = =
T

Az a kedvezo ha a hiba mértéke 0 koriili érték. Folébecslés esetén a hiba negativ, alabecslés esetén pozi-
tiv. Az eldjel valtdsok miatt az atlagos hiba mutaté a hiba valdsagos mértékérdl nem tdjékoztat. Ezt a
problémat ugy lehet kikiisz6bdlni, hogy a hiba abszolut értékével vagy négyzetével szamolunk. A masik
probléma az, hogy a kiilonboz6 egységben mért (pl. kg, Ft, $ stb.) prognozisokat nem lehet 6sszehasonli-
tani, ezért célszeru relativ hibat is szamitani.

2. Atlagos abszolit hiba. [MAE = MEAN ABSOLUTE ERROR 7]

T
Z|ei|

MAE = —ile
3. Atlagos négyzetes hiba. [MSE = MEAN SQUARE ERROR "]:
T
2.
MSE ==L
T
4. A hiba szérasa [SDE = STANDARD DEVIATION OF ERRORS ™

59 A trendszezon-hibaszamitas.xls parancsfajlnal a felsorolt hibaképleteket programoztuk be.

7% Farnum Nicholas R., - Stanton LaVerne W. [1989]: 22-31.

'S. Makridakis-S. C. Wheelwright- V. Mcgee [1983]: 43-54.

72 Hasznéljak a nemzetkdzi szakirodalomban a Mean Absolute Deviation (MAD) kifejezést is.

73 Hasznalatos még ASE — Average Squared Error

™ Hasznaljak a nemzetkozi szakirodalomban a Root Mean Square Error (RMSE) mutatot is, amikor az MSE muta-
to négyzetdsszegét veszik.
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5. Atlagos relativ [%-o0s] hiba [MPE = MEAN PERCENTAGE ERROR]

Relativ [%-os] hiba [PE; = PERCENTAGE ERROR]:

PE, = 2iti 100
X

MPE ==
T

Az eldjel valtasok miatt az atlagos relativ hiba mutatd a hiba valésagos mértékérdl nem téjékoztat. Ezt a
problémat ugy lehet kikiisz6bodlni, hogy a hiba abszolut értékével vagy négyzetével szamolunk.

6. Atlagos relativ [%-os] abszolit hiba [MAPE = MEAN ABSOLUTE PERCENTAGE ERROR]:

T
2.|PE|

MAPE = ‘ZIT
MAPE 20%-nal kisebb értéke az elfogadhato.

7. Theil féle U-statisztika. [ Theil s U-Statistic ""]:

< Fi+]_><i+l ’
.

i=1 i

'S Xi+1_Xi ’
s[5

i

U=

Ha U =0, akkor F{=Xj, vagyis az elérejelzés megegyezik a valosaggal. Kiilonben U értéke 0-t6l kiilonbo-
zik. A nevezoOben az a relativ négyzetes hiba van feltiintetve, amikor az eldrejelzett érték az utolséd tény-
adattal egyenld, ezt naiv eldrejelzésnek hivjuk. A szdmlal6 az idésorkutatdsi modszerrel elkészitett eldre-
jelzés relativ négyzetes hibajat tartalmazza. Ha ez utobbi jobb elérejelzést adott mint a naiv eldrejelzés,
akkor a szamlalo értéke (a hiba) kisebb mint a nevezd értéke, tehat az U-statisztika értéke egynél kisebb.
Ertelemszertien, ha a naiv és az idSsorkutatasi modellel készitett eldrejelzés azonos értéket ad, akkor a
szamlalo és nevezd megegyezik, igy az U-statisztika értéke eggyel egyenld. Ha a naiv eldrejelzés ad jobb
eredményt, akkor az U-statisztika értéke egynél nagyobb.

8. MBA. [McLaughlin Batting Averages]
MBA =[4-U]x100
= U=0 -esetén, MBA =400
= U=1 -esetén, MBA =300
= U>1 esetén, MBA <300
A Theil- féle U statisztika egy masik képlete az MBA mutato.

3.3 Trendszezon-hibaszamitas parancsfajl miikodése
A program lehetdvé teszi a kordbban ismertetett 9 féle linedris illetve linedrisra visszavezethetd trend
vizsgalatat. Megadhatd a mozgo atlag tagszdma, ahol a korlat csak az iddsor hossza. Vizsgalhatjuk to-

vabba az adatbazis fliggvényében a szezondlis hatast €s a konjunktura ciklusokat.

A trendek megbizhatosdaganak ellendrzése.

75 Theil, H. [1961].
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A becslési id6szak megadasaval a rendelkezésre allé iddsort két részre bontjuk, becslési és teszt idoszak-
ra. A becslési idOszak felhasznalasaval a trendbecslést végezziik el, a teszt idészak adatai alapjan a becs-
lések pontossagat lehet ellendrizni, a megadott hibaképletek felhasznalasaval. Az idésor hosszat felisme-
r1 a program, a sarga mezobe (Ebbdl becslésre felhasznalt:) be kell irni a becslésre felhasznalt idésor
hosszat, ami az idésor fele vagy anndl nagyobb érték. Ha tesztelni kivanjuk a trendeket, akkor a becslésre
felhasznalt idOsor hosszanak legnagyobb értéke az idésor hossza minusz egy. Az extrapolacid hosszat is
meg lehet adni. Az 4bra felett lehet valasztani a trendtipusok kozott. A trendek paramétereit és a tobbszo-
ros determinaciods egyiitthatot (R?), valamint az eredeti adatok és a trend abrajat kozli a program. A 9
trend extrapolacidja €s a hibaképletek szamitdsai szamszerlien is megtalalhatok az eredeti adatokat (y)
kovetd oszlopokban. Célszerli azonos becslési iddszak felhasznalasaval mind a 9 trendtipusra elvégezni a
szamitdsokat ¢és kivalasztani azt a trendtipust, amelyik esetében a legkisebb a hiba, pl. a MAPE. Ugyan-
csak célszerli a becslési 1doszak hosszat valtoztatni. Ki lehet valasztani a legjobban illeszkedd becslést,
vagyis a mult idészak alapjan legjobb eldrejelzést ado trendtipus és informéciot kapunk a trend - extrapo-
laciok megbizhatosagardl is. A program tehat érzékenységvizsgalatokat is végez. Ha a tesztperiodus kez-
detének valtoztatasaval a hibaképletek alapjan kivalasztott "legjobb trend” tipusa is valtozik, akkor az
1d6sor nem stabil, az idésorban vizsgalt trend tendencidja valtozik. Az elemzés igy bizonytalan, és az
elérejelzés sem lesz megbizhatd. Hasonld modon a magas hibaértékek (pl. a MAPE 10 % - nal nagyobb)
is a bizonytalan becslést jelzik. A becslési idoszak novelésével altaldban a hibak is csokkennek.

A szezonalitas vizsgalata.

A Periddus megadasanal meg kell adni az adatbazis fliggvényében a sarga mezdben a peridodus szamat,
aminek értéke 2-24 lehet, ha nem adunk adatot, akkor nem szamol a szezonalitassal. Ha fél éves adatok-
kal dolgozunk, akkor a periddus értéke 2, negyedéves adatoknal 4, havi adatoknal 12. Megadandé a Kez-
do6 periddus sorszama is, lehetséges értékei: 1-12, pl. ha havi adatokkal dolgozunk és az elsé évben, csak
a 7-ik honaptdl vannak adataink, akkor a beirand6 érték 7. Ha viszont teljes az idésor akkor a Kezd6 pe-
riodus sorszama 1. (0 értéket nem szabad megadni) A program kiszamitja a szezonalis eltéréseket és a
szezonindexeket. Elvégzi a korrekciot is €s abrazolja a kivalasztott trendet és szezon modellt (additiv
vagy multiplikativ). Ha nincs szezonalitds az iddsorban akkor valasztani lehet a szezonalitas nélkiil opciot
(pl. éves adatsorok esetén). A program abrazolja a véletlen Osszetevot is a kivalasztott trend-szezon mo-
dell alapjan.

Konjunktura-ciklusok elemzése

Az Adatok-bevitele munkalapon kivalaszthatjuk a 9 trend koziil azt, amit vizsgalni kivanunk (természe-
tesen egyenként mind a 9 trendfiiggvény konjunktira ciklusait vizsgalhatjuk €s 0sszehasonlithatjuk) és
meg kell adni a mozgodatlag tagszdmat. A mozgoatlag tagszdma az adatbazistol fiigg. Rovid ciklusok
vizsgalata esetében a szezonalitast kiiszoboljiik ki, ha havi adatok allnak rendelkezésre a mozgoatlag tag-
szama 12, negyedéves adatok esetében 4. (Megjegyezziik, hogy a szezonalis hullamzas kiszlirése utan,
ha ezt kdvetden kiszlrjiikk a trendhatast, akkor a Kitchin-féle rovid ciklus becslését kapjuk meg.) Ha a
hosszu ciklusokat vizsgaljuk éves adatokkal, akkor altalaban 8 vagy 9 tagi mozgoatlagot valasztunk a
rovidebb periodusu (pl. 4-8 vagy 3-9 éves) ciklusok kiszlrésére. (Megjegyezziik, hogy a rovidebb ciklu-
sok kisziirése utan, ha ezt kovetden kisziirjiik a trendhatast, akkor a Kondratyev-féle hosszu ciklus becs-
1ését kapjuk meg.) Vizsgalni lehet az idésorokat abbdl a szempontbdl is, hogy hogyan reagalnak a moz-
goatlag tagszamanak megvaltoztatasara. Valaszthatunk az additiv és a multiplikativ modell kozott. Az
adatok bevitele utan a program abrazolja az eredeti adatokat és a trendet €s a masodik abraban a ciklust.
Kiszamitja multiplikativ kapcsolatot feltételezve az eredeti id6sor €s a trend hanyadosat (y,/y,) valamint

additiv kapcsolatot feltételezve az eredeti idésor és a trend kiilonbségét (y, —§.). fgy mindkét feltételezés
mellett kikiiszoboli a trendhatést. A ciklikus mozgasokat a trendtdl megtisztitott idésoroknal a felhaszna-
16 4ltal megadott mozgdatlag tagszam alapjan mozgodatlagolassal kiiszoboli ki és szdmitja, valamint dbra-
zolja.

A rovid ciklusok atlagos periddushosszédnak becslésére a ciklusfordulépontokszamitasa Excel pa-
rancsfajl hasznalhat6:

A szémitasokat eldszor pl. a trend — szezon - hibaszamitas Excel parancsfajllal végezhetjiik el. Kivalasz-
szuk az 5 legjobb modellt a trendfiiggvények alapjan. El6szor az eredeti sort és az idévaltozot masoljuk
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be, utana az eredeti adatoknak a trendértékektdl valo eltérését (additiv modell) vagy hanyadosat
(multiplikativ modell). Zargjelben a kivalasztott trendek - illesztési pontossagat jelzo - tobbszords deter-
minacios egyiitthatoit (R?) is feltiintettiik, amit a trend — szezon - hibaszamitas Excel parancsfajl kiszé-
mitott.

(Yt _91 )2

Z(yt _yt)z

t=1
Mivel azonos adatoknal a megfigyelések szama (t) megegyezik, ezért az atlagtél wvalod
eltérésnégyzetdsszeg azonos, igy a R* kizardlag az eredeti és becsiilt adatok eltérés négyzetdsszegétél
fligg.
Egy futtatdsnal 6sszesen 5 valtozoval dolgozhatunk.
A mintafeladat:
Evek: 1800-2007. A megfigyelések szama N= 208
x1=a réz (copper) arak 2000-es $-ban, $/libra (1 libra=0,454 gramm).
x2= eredeti adatok-linearis trend becsiilt értékei (R*= 0,647)
x3= eredeti adatok-masodfoku parabolikus trend becsiilt értékei (R*= 0,649)
x4= eredeti adatok-harmadfoku parabolikus trend becsiilt értékei (R*=0,676)
x5= eredeti adatok- exponencialis trend becsiilt értékei (R*= 0,635)

A program megkeresi az als6 €s felsé fordulopontokat, a felsé fordulépontot (amikor a ndvekedés utan
csOkkenés kovetkezik) + jellel, az als6 fordulopontot (amikor csdkkenés utdn novekedés kovetkezik) —
jellel jeldli. A hullamhossz egy teljes hullamnak a hossza, ami becsiilheto a csucsponttol a csucspontig
(+tol a kovetkez6 +ig), vagy a mélyponttol a mélypontig (-t6l a kdvetkezd -ig). A program megkeresi a
legels6 + illetve — értéket és az eredmények munkalapon ezeket a fordulopontokat bejeldli. A kovetkezd
tablazat sorszamokkal latja el a fordulopontokat, pl. az elsd + érték kapja az egy értéket, a ciklushosszat
innentdl szamitjuk, a kovetkezd megfigyelések addig kapnak 1 értéket, amig a program meg nem talalja
a kovetkezd + jellel jelolt fordulopontot, innen a jelolés 2. Ennek alapjan megallapithaté hany fordulo-
pont van az idésorban. A kovetkezd tablazatok kozlik a forduldpontok atlagos tavolsagat idoegységben
(példankban években) majd a kétféle fordulopont atlagat, egész szamra kerekitve. A rovidebb ciklusok
kikiiszobolésére ezt az értéket vagy egész szdmu tobbszorosét hasznaljuk mozgd atlag tagszamként.

A trend — szezon - hibaszdmitas Excel parancsfijl felhasznalasaval, most mar megadhatjuk a mozgo at-
lag tagszamat, ami példankban 4 vagy 8 vagy 12 stb. lehet. A kézikonyv tartalmazza a kiilonb6z6 ciklu-
sok kikiiszobolésének a modszerét. Példankban az analitikus trendet kivontuk az idosorbol, mert additiv
trendet feltételeztiink, a rovidebb ciklusokat és a véletlent pedig 4 taghh mozgoatlagolassal kiiszobolhet-
juk ki.

A  megfelel6 modell Kkivalasztasa. Trend-szezonteszt Excel parancsfajl miikodése
(trendszezonteszt.xls)

A program miikodése: Mddosithatok a trendek paraméterei és a szezon erdsége (ahol a nagyobb szam na-
gyobb amplitiddju szezonkomponenst generdl). A kovetkezd trendek modellezhetdk: linedris,
féllogaritmikus, masodfoku parabolikus, harmadfokt parabolikus, exponencialis, elséfoku hiperbolikus
¢és S-alaku logisztikus. A program elkésziti a trendek és a szezonkomponensek abrajat az additiv és a
multiplikativ modell esetben, tovabba csak a trendet, ha feltételezziik, hogy nincs szezonalis hatds. A
program célja az, hogy felismerjiik azt, hogy egy idésor grafikus abraja alapjan milyen trendtipusok és
szezonalis (periodikus) kapcsolatok (additiv vagy multiplikativ) johetnek szamitasba. A trend paraméte-
reinek €s a szezon erdsége valtoztatdsaval nyomon kovethetdk a grafikus abrak valtozasai.

Gyakorlo feladatok. Konjunktira ciklusok modellezése, a trendszezon - hibaszamitas Excel pa-

rancsfajl mikodése)

Mutassa ki a konjunktuara ciklusokat a magyar mezdgazdasag sorai alapjan:
A MAPE alapjan a 9 analitikus trend koziil melyik adta a legjobb kozelitést. Alkalmazza a 9 tagi mozgd
atlagot a rovidebb ciklusok kikiiszobolésére.
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= Cukorrépa (kg/f6) 1920-2006

= Arpa (kg/fo) 1876-2006

= Burgonya (kg/f6) 1870-2006

= Buza (kg/f6) 1876-2006

= Kukorica (kg/f6) 1870-2006

* Rozs (kg/f6) 1920-2006

= Zab (kg/f6) 1921-2006

= Sertés allomany (db/ezer £6) 1870-2006

= Szarvasmarha allomany (db/ezer £6) 1870-2006
= Lo allomany (db/ezer £6) 1904-2006

= Mezdgazdasagban dolgoz6 aktiv keresdk aranya (%)

3.4 A telitodési, a logisztikus (S-alaku)- és életgorbe trendfiiggvények becslése Excel parancsfajllal

A telitodési, a logisztikus és az ¢€letgorbe trendfiiggvények olyan folyamatok, jelenségek leirasara alkal-
masak, amelyeknek a ndvekedése korlatos. A tartds fogyasztéasi cikkek (példaul tévé, radio, telefon, autd
stb.) forgalménak alakuldsa — a piac korlatozottsaga miatt — telitddési trendet kovet, mert van egy szint,
ami folé a kereslet nem emelkedik. Az ipari termékek életgdrbéje is hasonld tendenciat mutat az elso fel-
szallo szakaszban, az eltérés azonban az, hogy a cstucspont elérése utan leszalld szakasz kovetkezik, elobb
csokken és végiil megsziinik a gyartas ¢és a forgalom. Gyakran el6fordul, hogy az elsé felszallo szakasz-
ban a fejlodés harom szakaszat kiilonithetjiik el: 1. a kisérletezés stadiuma, amit a gyartas beinditasa, a
lassu novekedés jellemez; 2. a ,,nagy felfutas” idészaka, nd a kereslet, a gyartas ezért tomegszeriivé valik;
3. a piac telitédése, amikor mar csak az elhasznalodas potlasara van lehetdség ® A piaci érettség, a telitd-
dés szakaszat a kereslet és a gyartas hanyatlasa (tobbnyire 0j, korszeriibb termék jelenik meg a piacon), és
végiil a gyartds megsziintetése koveti. A termékéletgérbe konkrét alakjanak meghatarozéasa a tervezés
iddszakéban nem egyszerii feladat. Az élettartam a terméktdl fiiggden lehet néhdny honap (a divat altal
erdsen befolyasolt termékek), néhany év (informatikai eszkdzok) vagy tobb évtized (mezdgazdasagi ter-
mények). A telitddési fliggvényeket (elsdsorban a Gompertz- €s Johnson-fiiggvényeket) a demografusok
¢€s a biztositasi szakemberek a népesedési €s tulélési folyamatok leirasara és kozelitésére hasznaljak. Az
inflexids pont jelzi a vizsgalt jelenség fejlodésében bekdvetkezd jelentdsebb valtozast és annak vérhato
id6pontjat is. Az inflexids pont kifejezi, hogy a fejlodés ,,hajtoerdi” kifulladtak, varhato, hogy a fejlodés
jellege is megvaltozik és lelassul. Tulajdonképpen a fejlédés egyik kritikus pontja éppen az inflexios
pontnal van. A telitddési fliiggvények monoton névekvo fliggvények, ahol az idévaltozo (t) ndvekedésével
a novekedési értékek a nulldhoz tartanak. Mas megfogalmazésban a fliggvényértékek K telitédési paramé-
terhez, szaturacios szinthez, vagyis egy konstans értékhez tartanak, ha az idévaltozo a végtelenbe tart:

limf (t)=K

t—o0
A feladat megkeresni azokat a paramétereket, amelyek mellett az illesztés a legpontosabb. A tapasztalatok
szerint az egyszeriibb fiiggvényformdkkal (linearis, hatvanykitevds, exponencialis, parabolikus stb.)
szemben a bonyolultabb telitédési fiiggvények alkalmazasa 1ényegesen szdmitasigényesebb, ugyanakkor
kikiiszobolik az egyszeriibb fiiggvények azon hibajat, hogy a novekedésnek (vagy csokkenésnek) nincs
felsé vagy alsé korlatja.”” E probléma megoldasara Excel parancsfajlt dolgoztunk ki. A szamitasigényes-
ség mint probléma megsziintethetd a bemutatasra keriild parancsfijl alkalmazasaval. A trendek ismerteté-
sénél figyelembe vettiik Descartes " modszertani szabalyait, ami szerint az egyszeriito] kell haladni a bo-
nyolult felé, vagyis figyelembe kell venni azt, hogy az Osszetett mdodszerek altaldban specialis esetként
tartalmazzdk az egyszerlibbeket. A masik fontos szabdly a felsorolas elve, vagyis a teljességre kell tore-
kedni.” Descartes azt is hangstlyozza, hogy minden médszernek elméleti kovetkezményei vannak. A
Fo6ldon hossza tdvon gyakorlatilag minden gazdasagi-tarsadalmi-demografiai folyamat korlatozott térben
zajlo novekedési folyamat és ennek kdvetkezménye az, hogy igen gyakran tapasztaljuk, hogy léteznek te-

76 Theiss [1958] 199-200.
"7 Ld.: Freschl [1982], Herman—Varga [1983], Herman [1985], Valkovics [2001], Hunyadi [2004]).

7 Descartes [1961] 214-215.

? A teljességre természetesen csak torekedni lehet, szamos logisztikus fiiggvényt nem tudunk bemutatni, példaul:
Korf-fiiggvény (Liao—Podrazsky—Liu [2003] 545.) Weibull-és Béta-fliggvények (Xinyou Yin et al. [2003] 362. és
369.), Causton- ¢s Venus-fiiggvény (Colin [1999] 715.).
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litddési pontok. ** A Descartes-i modszertani szabalyokat figyelembe véve el3szor a legegyszeriibb telits-
dési fliggvényeket ismertetjiik, amelyek inflexios ponttal nem rendelkeznek. A bemutatasra keriilé kovet-
kezd hét S-alaku trendfiiggvénynek egy inflexios pontja van. Az életgdrbe- és a Hubbert-féle trendfligg-
vény két inflexios ponttal rendelkezik. Az €letgorbe trenddel tobbek kozott a termékéletgdrbék alakulasat
lehet modellezni, ahol a novekedési szakaszt egy csokkend szakasz koveti. A logisztikus fliiggvények rég-
ota foglalkoztatjdk az idésor modellezés kutatoit. A XIX. szdzad elsé felében Gompertz és Verhulst mun-
kéassagat lehet kiemelni. A logisztikus fliggvény a XX. szézad elsd felében az 6konometriai modellezés
egyik fontos eszkoze volt és szdmos modell keriilt kidolgozasra. Népszertisége bizonyos teriileteken az
elmult évszdzadban sem csokkent, kiilondsen a piaci és demografiai folyamatok gyakori jellemzdje, hogy
egy ideig gyors iitemben ndnek, majd késébb érvényesiilnek a novekedés korlatai, csokken a novekedési
iitem. A folyamat jellegétdl fiiggéen a novekedés bizonyos idd utan a nullahoz tart, illetve az is elképzel-
hetd, hogy a tendencia megfordul.

3.4.1 Inflexios ponttal nem rendelkezé telitédési gorbék
A kovetkezékben a Mitscherlich-,®' a Bertalanffy-,* az egyszeriien modifikalt exponencialis®, a
Tornquist 1., valamint Tornquist 2. fliggvényeket mutatjuk be réviden. (Lasd a 3.1. tablat) E fliggvények
kozos jellemzdje, hogy inflexios ponttal nem rendelkeznek, értelmezési tartomanyukon (0—oo intervallu-
mon) konkdv modon viselkednek. Ez utdbbi tulajdonsag akkor teljesiil, ha a fliggvény kétszer differenci-
alhato az idévaltozé szerint és a masodik derivalt negativ. Az ismertetésre keriild telitddési fliiggvények
masodik derivaltja mindeniitt negativ. Ha K azonos, akkor Kb=a, tehat a Bertalanffy fliggvény és az egy-
szerlien modifikalt exponencialis fliggvény azonos.

Az inflexios ponttal nem rendelkezd telitddési fliggvények sematikus abraja a kdvetkezdképpen néz ki, 1d.
3-11 abrat. Tipikus alkalmazasi teriiletiik a jelentOs technologiai Gjitassal gyartott termékek gyors elterje-
dése az adott szegmensben, amikor termékvaltas kovetkezik be: példaul ilyen volt a rugods orat felvalto
kvarcora, a fekete-fehér tévét valto szines tévé vagy a kozelmultban a plazma- és LCD-tévék megjelenése
a piacon.

3-1. tabla: Inflexios ponttal nem rendelkezd telitddési gorbék fobb jellemzoi
2 < . A
Fiiggvény Formula Yo % limy,
y, =K(1-¢™
Mitscherlich | ( © ) 0 —Krle™ K
y, =K(l-be™
Bertalanffy Vi ( © K(1-b) —Kbr’e™ K
Egyszeriien
modlﬁkgltt ex- . =K—-ae™ K—a —are™ K
ponencialis
fliggvény
Ts <t 1 . Kt 0 —2aK K
ornquist 1. y, = ra —(a Tty
Tornquist2. | . K(t+a) Ka 2K(a—b) K
(a<b) |77 b b (b+1)’

0Ld.: Fokasz [2006] 19-51.
8! Eilhard Alfred Mitscherlich (1874—1956) német agronémus. Ld.: Mitscherlich [1919] 167—182.

EE &;g]w1 V%Ii ?];%ertalanffy (1901-1972) osztrak sziiletésti biologus, a rendszerelmélet megalkotdja. Ld.: Bertalanffy
1 1

¥ Ld.: Kotz et al. [2006] 14. kotet. 8727-8728.
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3-11. abra: Az inflexios ponttal nem rendelkezo telitédési fiiggvény

Mitscherlich trendfiiggvény

9, =K(1-e")
Bertalanffy trendfiiggvény

§,=K(1-be™)

Egyszeriien modifikalt exponencialis fiiggvény

¥, =K-ae™
Tornquist 1. trendfiiggvény
.~ Kt
Yo © E
Tornquist 2.trendfiiggvény
. _K(t+a)
Yt b)

3.4.2 Egy inflexios ponttal rendelkezo trendfiiggvények

A logisztikus trendfiiggvények kezdetben konvex, késébb konkév fliggvénygorbét irnak le. Ezeket a lo-
gisztikus trendfiiggvényeket, alakjuk miatt S-alaku fiiggvényeknek is hivjak a szakirodalomban. A kovet-
kezOkben a logisztikus, a késleltetett logisztikus, a négyzetesen logisztikus, a Gompertz-féle, a 63 szaza-
1€kos, a Johnson-féle és az altalanositott Richards-féle trendfiiggvényeket mutatjuk be.

A logisztikus trendfiiggvény
Az egyik elsé logisztikus trendfiiggvényt (népesség ndvekedési modellt) Verhulst** 1838-ban publikalta:

. K _ Ke"
eCm+eCt

t-m)

7t 1+e
ahol
= K —atelitettségi szint, K> 0;
* m — az inflexids pont helyét adja meg, m > 0;
= ¢ — a novekedési sebességet jellemzd paraméter, ha ¢ >0, akkor logisztikus névekedésrdl, ha
¢ <0, akkor logisztikus csokkenésrdl van szo.

A fliggvény inflexiés pontjanak koordinatai:

% Pierre-Francois Verhulst belga matematikus, statisztikus (1804—1849). Ld.: Verhulst, P. F. [1838]: 113—121.
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t, =m,
. K
Yo, = o
A harmadik derivalt ebben a pontban nem egyenld 0-val, mivel:
d’y,
dr

2

t

eZcm _4620m +eZCm — 0,
—2&*" # 0.
A fliggvény helyettesitési értéke a 1 =0 helyen és a telitddési szint:
.~ K
(1 +e™ ) ’
limy, =K.

t—o0

Napjainkban logisztikus trendfiiggvény névvel az egyik legelterjedtebben alkalmazott, Pearl-Reed-féle ®
% logisztikus telitddési fiiggvényt illeti az irodalom A fiiggvény szimmetrikus az inflexios pontra, ahol a
gorbe a telitettségi szint felét (K/2) éri el. A telitdédés annak a kdvetkezménye, hogy a gérbe a konvex
szakaszbdl konkavba megy at, azaz a vizsgalt jelenségben fordulopont (mindségi valtozas) kovetkezett
be.

A fliggvényt leiro formula:

ahol:
= K - atelitettségi szint, ha K >0 ;
* b —a helyzetparaméter, ha b>0;
= ¢ —ndvekedési sebességet jellemzd paraméter, ha ¢ >0 logisztikus névekedésrdl, ha ¢ < 0, akkor
logisztikus csokkenésrdl van szo.

2
Ko
K .~ K
2 Y T be
K
1+b
_inb t

tw

C

3-12. abra: A Pearl-Reed-féle logisztikus trendfiiggvény

A fiiggvény inflexios pontjanak koordinatai:

% Raymond Pearl (1879-1940) amerikai biologus, Lowell J. Reed (1886—1966) matematikus, biostatisztikus.
% Ld.:Pearl-Reed [1920] 275-288. és Farnum—Stanton [1989] 189—191.
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4’9, _ bc’Ke® (b - e“)

dt’ (e“+b)3 ,
_Inb
w _T’
. K
Yi, —E-

A harmadik derivalt ebben a pontban nem egyenld 0-val, hiszen b >0, tehat ebben a pontban inflexios
pont van:

d’y, _

e | 7

e2111b _4belnb +b2 — 0’

b=0.

A fliggvény helyettesitési értéke a t =0 helyen és a telitddési szint:

.~ K
T
limy, =K.

t—0

Koénnyen belathat6 az, hogy a Verhulst és a Pearl-Reed-féle fiiggvények 1ényegében azonosak:
Kect 3 Kec't
em +ect ec’t +br

Késleltetett logisztikus trendfiiggvény

Az el6zéekben bemutatott logisztikus trendfiiggvénynek az inflexios pontra valdé szimmetriaja sok eset-
ben modellezési szempontbol nem helytallo. Ha a kezdeti novekedés gyorsabb iitemi, €s a gorbe az infle-
xi0s pontot a telitettségi szint felénél kordbban éri el, akkor hasznalhatjuk a késleltetett logisztikus trend-
fliggvényt. Az inflexids pont utan a késleltetett logisztikus trendfiiggvény konkav szakasza hosszabb ¢€s
elnyujtottabb, mint a logisztikus trend hasonl6 konkav szakasza, tehat késleltetett hatas érvényesiil a teli-
tédési szint elérésében. A 3-13. abra a késleltetett logisztikus trendfiiggvény alakjat és nevezetes pontjait
mutatja be.

A fliggvényt leird formula:

Ahol

= T-ahelyzetparaméter,ha T >0;

= a—ndvekedési sebességet jellemzd paraméter, ha a > 1.
Amennyiben t=T, Ugy:

A fliggvény inflexids pontjdnak koordinatai
aK{(a—l)(Tj ~a —l:l
d’ t TY
e
dt T a
t? Kj + 1}
t
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tw =Ta
a+1
. K(a—l)
Vi = 2a
A telitdédési szint:
limy, =K.
t—wo

12

|
«>
|

K
T a
1+ —
K(a-1) (t)

2a

t:TaL'] T t
L P

3-13. abra: A késleltetett logisztikus trendfiiggvény
Négyzetesen logisztikus trendfiiggvény

A 3-14. abra mutatja be a négyzetesen logisztikus fiiggvény alakjat €s nevezetes pontjait.

,Kl y| =

(1 +be® )

(= In2b t

Cc

3-14. abra: A négyzetesen logisztikus trendfiiggvény

A négyzetesen logisztikus fiiggvény, mint a neve mutatja, a logisztikus trendfiiggvény négyzete. A fiigg-
vényt leird formula:
K 2 K22
Yt :( ctj = 20
1+be (eCt + b)
ahol

* b—ahelyzetparaméter, ha b>0;
= ¢ —anodvekedési sebességet jellemzd paraméter, ha ¢ >0 logisztikus ndvekedésrdl, ha ¢ <0, ak-
kor logisztikus csokkenésrdl van szo.
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A fliggvény inflexids pontjanak koordinatai:
d’y, 2bc’K e (2b —e )
i (e"4b)
_In2b

w 2

C

- 4 .,
=—K".
Vi, 9
A harmadik derivalt ebben a pontban nem egyenld 0-val, hiszen b >0, tehat ebben a pontban inflexios

pont van:

b

d*y
dt’

t

b

W

e2In2b _ 7paln2b | gp2
4b* —14b* +4b* = -6b° =0,
b=0.
Az inflexids ponttal jellemzett irdnyvaltas tehat a négyzetesen logisztikus fiiggvény esetében késébb ko-
vetkezik be, mint a logisztikus trendfliggvénynél ugyanis:
Inb In2b
—<
c c
A fiiggvény helyettesitési értéke a t =0 helyen és a telitddési szint:
KZ
Yo=T 2>
’ (1+ b)’
limy, =K.

t—0

Gompertz-fiiggvény

Benjamin Gompertz®’ mar a XIX. szazad elején felfedezte azt a halanddsagi torvényt, amit az allatokon
végzett vizsgalatok is megerdsitenek. Az emberi halandosagi rata a nemi érettség elérése idején a legki-
sebb, utana exponencialisan emelkedik. Az idé ebben az esetben az életkor. Valkovies Emil * példaul az
eredeti Gompertz-formula megfeleld atalakitasaval ujradefinialta a halandosagi tabla fliggvényeit, és pél-
dakkal szemléltette a Gompertz-fliggvény megnovekedett felhasznalasi lehetdségeit a demografia egyes
tertiletein.

A Gompertz-fiiggvény eredeti alakja ™:

§=Kb°,
Iny=InK+c'Inb.

A Gompertz-fliggvény az eldbbi fliggvény tovabbfejlesztése alapjan egy kettds exponencialis fliggvény (a
kitevében is egy exponencidlis kifejezés szerepel). Az eredeti modell és levezetése alapjan a nemzetkzi-
leg leginkabb elterjedt és elfogadott forma jelenleg a kovetkezo:

t

S\,t — I<efbe’C ,
Iny, =InK+ (—be"Ct )
Ahol

= ¢ -—andvekedési sebességet jellemzd paraméter, ¢ >0;
= b — a helyzetparaméter, b >0.

%7 Benjamin Gompertz [1779—1865] biztositasi matematikus. Ld.: (Gompertz [1825].
¥ Ld.: Valkovics Emil [2001] 121-141
% Kotz [2006] 14: kotet, 8727-8728.
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Az 3-15 abra mutatja be a fiiggvény alakjat és nevezetes pontjait.

A Gompertz-fiiggvény a logisztikus fliggvénynél meredekebben emelkedik a fejlddési szakaszban és igy
hamarabb ¢éri el a telitettségi szintet.

A fliggvény inflexids pontjanak koordinatai:

2 A
ddtzt — efbe’“ (C2b2Ke—20t _C2bKe—ct) -0
_inb
w c ’
. K
Ye, =
e
A harmadik derivalt ebben a pontban nem egyenld 0-val, tehat ebben a pontban inflexios pont van:
3 A
d ',
dt

t

w

—1 -21 2 31
e " —3be 2"’ + b’ =,

SR

| =

- t
3-15. abra: A Gompertz-féle trendfiiggvény
A fiiggvény helyettesitési értéke a 1=0 helyen és a telitddési szint:
- 5 K
Yo = Ke b= 5
e

limy, =K.

t—o0

A 63 szazalékos trendfiiggvény

A 63 szazalékos fliggvény egyik nevezetes pontjarol kapta a nevét: a fliggvény a =T idOpontban éri el a
telitddési szint 63 szazalékat. A 3-16. dbra mutatja a fiiggvény alakjat és nevezetes pontjait.
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t, :Tu/l—l T t
a

3-16. abra: A 63 szazalékos trendfiiggvény

A fiiggvényt leir6 formula:

ahol
= T —ahelyzetparaméter,ha T >0;
= a-—andvekedési sebességet jellemzd paraméter, ha a > 1.

A fiiggvény nevét ado pont, t=T esetén a fliggvény a telitddési érték 63%-at veszi fel.
- K 1
y,=K-—-= K(l——j =0,632K.
e e
A fliggvény inflexiés pontjanak koordinatai:

a5, o) oy

+ =0,
dt? t? t2
Ty,
a
. K
e a

A harmadik derivalt ebben a pontban csak akkor egyenld 0-val, ha a =1, viszont az a > 1, tehat az infle-
x10s pont Iétezésének elégséges feltételét is bizonyitottuk:

d’ V.
dt’

t

w

a’ (l—lj +3a(1—a)(1—lJ +(a—1)(a—2)(l—lj=0.
a a a

A két emlitett nevezetes pont ( Irs Iy, ) , azaz a 63%-os és az inflexids pont koordinatai alapjan jol lathato,

hogy az a paraméter ndvekedése esetén a két pont egyre kozelebb keriil egymashoz, azaz limt, =T és

a—0
limy, —=y;.
a—0

A fiiggvény helyettesitési értéke a t =0 helyen és a telitddési szint:
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3\]0 = 07
limy, =K
t—o0

Johnson-trendfiiggvény

A Johnson-gorbe a logisztikus fliggvénynél gyorsabban emelkedik és nem szimmetrikus, azaz az inflexios
pont rovidebb id6 alatt érhetd el, tehat az inflexios pont €s a telitettségi szint kdzotti szakasz hosszabb. A
gyors novekedést 1ényegesen lassubb telitddési (érett novekedési) szakasz koveti, mint a logisztikus
fliggvény esetében. A 3-17. abra mutatja be a Johnson-trendfiiggvény alakjat €s nevezetes pontjait. Az
inflexids pont koran, a b/2-c id6pontban bekdvetkezik, amit egy elnyujtott, hosszabb konkav szakasz ko-

vet.

A fiiggvényt leiré formula:

ahol

b

Jo=e o,
Iny, :K—L,
c+t

= b —ahelyzetparaméter, ha b>0;
= ¢ —andvekedési sebességet jellemzd paraméter, ha ¢ > 0.

A fliggvény inflexids pontjanak koordinatai:

&y, _ ac /0] [a—2(b+1)] o
dt? (b+ t)4 ’
&y, pet Lo/ (b-2(c+t)] o
dt? (c+ t)4 ’
b
t,=—-¢,
2
g, ="

A harmadik derivalt ebben a pontban nem egyenldé 0-val, hiszen b >0, tehat ebben a pontban inflexios

pont van:

¥,

3A
d’y, _
dt’

ty

b* #0.

2

r=be t
2

3-17. abra: A Johnson-trendfiiggvény

A fliggvény helyettesitési értéke a t =0 helyen és a telitddési szint:
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~ KiE
Yo=¢ ¢,
- A K
limy, =e".
t—o

Az altalanositott Richards-féle logisztikus trendfiiggvény

Richards *° kiegészitette egy v paraméterrel a logisztikus Verhulst - fiiggvényt, ezzel az inflexiés pontban
aszimmetrikussa téve azt:

A K
Yo =

(1 +ve ™ )l/v

2

ahol
= v -—szabalyozza az inflexios pontban felvett fliggvényértéket, v>0;
= c¢—novekedési sebességet jellemzd paraméter, c>0;
= m — az inflexios pont, m>0.

A fiiggvény inflexios pontjai:

A fiiggvény helyettesitési értéke a 7=0 helyen és a telitddési szint:
- K

YO:m’

limy, =K.

Az altalanositott Richards-féle logisztikus trendnek a hazai és a nemzetkozi szakirodalomban jelenleg
sz¢les korben elfogadott képletében feloldottak azt a feltételezést, hogy a fliggvény nem rendelkezik alsd
aszimptotaval. °' Ez az 6t paraméterrel rendelkezd fiiggvény egy olyan S-alak(i gorbét hatiroz meg, amely
palyajat az A also korlat és a K telitddési szint kozott futja be.

A fiiggvényt leiré formula

(K-A)

(Lve )

J=A+

/v *®

A fiiggvény inflexios pontjanak koordinatai:

2 A
% = CzeC(ln+t/V) (K — A)(ecm _ et )(Vecm e )7(2v+1)/v _o.
t, =m,
A K-A
o = A+(—1/2-
(1+v)

A harmadik derivalt ebben a pontban nem egyenld 0-val, mivel v >0, tehat ebben a pontban inflexios
pont van:

d“t
dt’

s
ty

v=-1.
A fiiggvény helyettesitési értéke a t =0 helyen és a telitddési szint:

% 1d.: Richards ([1959] 290-301. és Xinyou Yin et al. [2003] 361-371.
I Ld.: Pella—Tomlinson [1969] 421-496. Colin [1999] 713-723. és Fokasz [2006] 29.
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j=asSTA)
' (1+Ve°m)1/v

limy, =K.

t—o0

Ha A =0 ¢és v=1, akkor az altalanositott Richards-féle trendfiiggvény logisztikus fiiggvénnyé¢ alakitha-
to:

. K

Vo= T
Ha A=0, m=0 és v—0, akkor a Richards-fiiggvény Gompertz-fiiggvénnyé alakul 4t**, mert
l+x~e*,ha x—>0:
¥y, =Ke™
Ha A=0, m=0 és v=-1 a Richards-fliggvény Mitscherlich-trendfliggvénny¢ alakul:

—¢(t-m)

:K(l—e_“)

91

t,=m t
3-18. abra: Az altalanositott Richards-féle trendfiiggvény
3.4.3 Két inflexios ponttal rendelkez6 trendfiiggvények

Az egy inflexiés ponttal rendelkezé telitddési gorbék bemutatasa utan a két inflexios ponttal rendelkez6
trendek koziil az életgorbe ** és Hubbert-fliggvényeket ismertetjiik.

Eletgorbe trendfiiggvény

Az életgdrbe trendfliggvény a termékéletgdrbe alakulasat mutatja, nevét is innen kapta, mivel a termék
piaci forgalmanak (volumenének) alakuldsat dbrazolja az 1d6 fliggvényében. A kovetkezd — a marketing
szakirodalmaban ismert — szakaszokat lehet megkiilonboztetni: keletkezés, bevezetés, ndvekedés, érettség
(telitddés, itt éri el a forgalom a maximalis értéket), tehat eddig egy S-alaka trenddel leirhaté a folyamat
alakulasa, s ezt kdvetden torténik a valtozas, a telitddést kdveti a hanyatlds. A termék kereslete egy bizo-
nyos 1d6 utan drasztikusan csdkkenhet. Donteni kell a termék gyartasanak leallitasardl, a piacrol valo ki-
vonasrol. A 3-19 dbra mutatja be az ¢letgorbe fiiggvény alakjat és nevezetes pontjait. A vallalatgazdasagi
szakemberek ** altalanosan elfogadjak a termékéletgorbék leirasat a kovetkezd trendfiiggvénnyel

A —mz(t—T)2 _ a
y, =ac = ,

ahol a termék életgorbe alakuldsanak megfelelden:

2 Ld.: Xinyou et al. [2003] 362.
% Haustein [1972] az életgdrbe trendet 6kologiai fliggvénynek nevezi.
% Ld.: Koran [1978] 123—124., Kotler—Keller [2006] 189. és Ivanyi [1984] 28-29.
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= §, —atermékbdl a ¢ -edik évben értékesitett mennyiség becsiilt értéke;

= a —az éves termelési értékesitési volumenek varhaté maximuma;
= o —a gorbe alakjat, az inflexios pontok helyét meghataroz6 alakparaméter;
= t —a maximalis értékesités varhatd idopontja.

A fliiggvény maximuma, mivel ebben a pontban az elsé derivalt nulla és a masodik derivalt a © pontban
negativ —1:

. =2a®’ (r - t)e%"z(H)2 =0,
dt

A fiiggvény inflexios pontjai:

Bizonyithato, hogy a harmadik derivalt ezekben a pontokban nem egyenld 0-val.
A fiiggvény helyettesitési értéke a t =0 helyen és a telitddési szint:

YO = ((m:)2 s

€
lim §/, = 0.
t—o0

Az életgorbe trendfiiggvény és a normalis eloszlas stirtiségfiiggvénye kozotti 0sszefliggést az alabbiakban

mutatjuk be .

Amennyiben
1 1
a= ) o= )
216’ 26’

ugy

R —o? (11 1 —Lz(t—r)2

Yt =ae (t ) — e 26

216’

a t varhato értékli, * varianciaju normalis eloszlas strliségfiiggvénye.

12

=l

I I
o ! o t
3-19. abra: Az életgorbe trendfiiggvény

% Haustein [1972] 186—187.
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Hubbert-trendfiiggvény

A Hubbert-féle trendfiiggvény alapjan olajhozamcsucsnak nevezziik a kdolaj kitermelésének idébeli tetd-
z¢ését. Az olajhozamcesucs az un. Hubbert-féle csucselmélet alapjan szamithatod, amelyet Hubbert, a Shell
Oil Kutatolaboratérium geofizikusa 1956-ban alkotott meg. Az elmélet az Egyesiilt Allamok kdolaj-
kitermelésének maximumat 1965-1970 idGszakra becsiilte. Ezzel minddssze egy évet tévedett, az Egye-
siillt Allamok kitermelési csticsa 1971-ben volt. A foldgaz, a készén, a vasére, valamint mas nyersanyagok
rendelkezésre 4ll6 mennyisége — hasonldan a kdolajhoz — véges, igy termelésiik hosszu tdvon a Hubbert-
figgvénnyel prognosztizalhatd. Hubbert*® matematikai modelljét egy olajmezd varhaté élettartamanak
modellezésére dolgozta ki. A modell alkalmazhatd egyes teriiletek vagy akar az egész Fold készleteire
is.”” A 3-20 4bra mutatja be a Hubbert-trendfiiggvény alakjat és nevezetes pontjait.

A fiiggvényt leiré formula *®

. bUe"" bUe" "

Ye= (1+eb(t—r) )2 a (ebt Lo )2 ’
ahol
. b —a meredekséget kifejezd, vagyis az emelkedést (a felszallo agat) és az ereszkedést (leszallo
agat) leir6, az inflexids pontokat meghatarozé alakparaméter;
. U —a teljes Hubbert-trend becsiilt értékeinek sszege, ”” az idStengelyen;
< w1 , : .~ bU
. T —az az id6pont, ahol a gdrbének cstucspontja van: y_ = v

A fiiggvény maximuma, mivel ebben a pontban az elsé derivalt nulla és a masodik derivalt a © pontban
negativ (—2621”):
dglt bZUeb(HT) (eb‘r _ ebt)

= 3 = O )
dt (ebr +ebt)
tmax = T’
y. =bU/4
S]!
bU
e
. bUe"
Yo = o e
U (1+e"7)
6
5 :1n(2;\/§)+f T t[“:ln(«/i+2)+r t

3-20. abra: A Hubbert-trendfiiggvény

A fliggvény inflexios pontjai:

% Marion King Hubbert (1903—1989). Kutatasi eredményei: www.hubbertpeak.com/hubbert /Bibliography.htm.
gElérés datuma: 2009. januar 28.)

" Hubbert 1956-ban megjelent tanulméanyaban azt rognosztizalta (www.hubbertpeak.com/
hubbert/1956/1956.pdf), hogy pgfdéul a texasi kdolaj- és fdldgéztermeﬁ':s 1973-ban eléri a csticstermelést, majd ezt

kdvetden a termelés csokkenni fog és 2050-ben meg fog sziinni. A Hubbert-prognozist napjainkig igazolta az 1d6.

%1 aherrére [2000]
. Ulltimate recovery of crude oil: the total resource available (a kdolaj utolso kitermelése, vagyis az 6sszes elérhetd
¢észlet).
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W, =Tk
R b b
- bU
Yo =76
A fliggvény helyettesitési értéke a t =0 helyen és a telitddési szint:
5 = bUe ™
0o, . 2>
(1 +e ™ )2
limy, =0.

t—0

3.4.4 A logisztikus trendek becslése Excel parancsfajl mitkodése

A logisztikustrendekbecslése.xls Excel parancsfajl a bemutatott tizenkét logisztikus trendfiiggvény illesz-
tését konnyiti meg a felhaszndlok szdmara. Tizenkét olyan munkalapot tartalmaz, melyek a kiilonb6zd
fliggvényformak nevei alapjan keriiltek elnevezésre, valamint egy Ciklus nevii munkalapot, mely a kii-
16nbo6z6 illesztett trendek alapjan a rovid és hosszu tava ciklusok vizsgalatat teszi lehetévé. A fajlban a
celldk szinezése jelentdséggel bir: a halvanysarga celldk szabadon valtoztathatok, a zold celldk az egyes
paraméterek javasolt kezdeti értékeit adjak meg, mig a fehér celldk szamitasi (rész)eredményeket tartal-
maznak. A szinez€s alapjan lathatd, hogy a f4jl maximalisan 1000 hosszusagu iddsor feldolgozéasara ké-
pes. Az egyes munkalapok kozott nincs Osszefliggés, azaz amennyiben tobb trendet kivan a felhasznalo
illeszteni ugyanarra az adatsorra, gy az adatokat valamennyi kivalasztott lapra be kell masolnia. Uj adat-
bevitel esetén mind a 12 munkalapon t6rdlni kell az adatokat, az adatok torlése ikonra kattintva, utdna pe-
dig bemasolni az 0j adatallomanyt. A fajl az adatok beillesztését kovetden azonnal abrazolja az iddsort,
valamint az aktudlisan bevitt paraméterek alapjan a trendfiiggvényt is. Az 1d6 oszlop kitdltése opcionalis,
amennyiben kitoltésre keriil, igy az abrazolas esetén ezt figyelembe veszi a fajl az idétengely felirataként.
A javasolt kezdeti paraméterek az egyes fliggvények nevezetes pontjai (maximalisan felvett érték, elsd
1doszak megfigyelésének értéke, inflexios pont stb.) alapjan keriiltek meghatarozasra. A Pearl-Reed-féle
logisztikus fliggvény példajan keresztiil mindez azt jelenti, hogy a K paraméter javasolt értéke az iddsor-

ban talalhatdo maximalis értékkel egyezik meg (K =Y ) . A'b paraméter kezdd értékének meghatarozasa

az
S S
Yo 1+b Yi
Osszefiiggés alapjan
b~ K 1
M

modon torténik, ahol ~-mal az adott paraméter kozelitd, kezdeti értékét jeloljik. Az inflexios pont nytjt
segitséget a harmadik paraméter kozelitd meghatarozdsdhoz. A fajl megkeresi az inflexios pontban felvett
K/2 fiiggvényértékhez legkdzelebb esd, de annél kisebb tényleges iddsori értéket, amibdl t feltételezett

értéke kovetkezik. Ekkor

. Inb
C=—
t

w

alapjan kovetkeztethetiink c kozelitd értékére. A tobbi trend esetén az ajanlott kezddértékek teljesen ha-
sonld moédon keriiltek meghatarozasra. Az induld paraméterek ilyen modon torténd meghatarozasa azt
okozhatja, hogy amennyiben olyan jelenséget vizsgalunk, amely mar ,lefutott”, és az illeszteni kivant
fliggvény alkalmas, ugy a kezd6 paraméterek megadasaval jol illeszkedo fliggvényt kapunk. Amennyiben
egy telitddési, vagy €letciklus-folyamat elején tartd jelenséget vizsgdlunk, uigy a feltiintetett paraméterek
helyett szakértdi, elemz0i tapasztalatra kell timaszkodni. Az induld paraméterek természetesen nem min-

78



den esetben adnak tokéletes javaslatot, igy lehet6ség van a paraméterek kézi vezérlésére is. Valamennyi
munkalap tartalmaz olyan parancsgombokat, melyek a paraméterek finomhangolasat végzik el (Opt.

mind). A parancsgombok az Excel beépitett Solver funkciojat hiviak meg, a célfiiggvény pedig az R’
maximalizdldsa az egyes paraméterek iterativ valtoztatasaval. Lehetdség van arra is, hogy a Solver a
(kézzel, szakértdi becslés alapjan beallitott) telitddési paraméter értékén ne valtoztasson, ekkor csupan a
tobbi paraméter nagysagat fogja a program meghatarozni (Opt. K nélkiil). Az Excel beépitett Solver cso-
magja nem képes minden esetben globalis optimumot talalni, '®° igy érdemes az illesztést tbb kiilonbozs,
kézzel beallitott induldértékkel elvégezni. Foként az életgorbe és Hubbert fliggvények esetén problémat
okozhat a paraméterek nagysagrendjének jelentds eltérése. A Solver ebben az esetben a tilsdgosan nagy

paramétert nem mozditja el kezdeti értékérél. A megoldas az eredeti adatsor dimenzidjanak valtoztatdsa
(pl. 1000-rel valo osztas). A fajl
A \2
) Z ( Yt - Yt ) SSE

=1-
Z(YL_?t)z SST

t

modon szamit, ahol SSE (Sum of Squared Errors) a reziduumok négyzetdsszege; SST (Sum of Squares
Total) a teljes eltérés négyzetosszeg.

A kielégitonek itélt paraméterek megtaldldsa utan az extrapolacid beéllitasaval lehetdség van a trend me-
chanikus kiterjesztésére (a megfigyelések szama az extrapolacioval egyiitt sem I1épheti at az 1000 dara-
bot). A Ciklus munkalapon az illesztett trendek tovabbi vizsgalatara (reziduumok abrazolasa, mozgoat-
lagolasa), és Gsszehasonlitasara nyilik lehetdség. A Ciklus munkalap valamennyi esetben az adott fiigg-
vény munkalapjan bedllitott paraméterezés alapjan dolgozik.

A ciklus munkalapon kivalaszthatjuk a 12 trend koziil azt, amit vizsgéalni kivanunk (természetesen egyen-
ként mind a 12 trendfliggvény konjunkttra ciklusait vizsgéalhatjuk és 6sszehasonlithatjuk) és meg kell ad-
ni a mozgoatlag tagszamat. A mozgoatlag tagszama az adatbazistol fiigg. Rovid ciklusok vizsgalata ese-
tében a szezonalitést kiiszobdljiik ki, ha havi adatok allnak rendelkezésre a mozgdatlag tagszdma 12, ne-
gyedéves adatok esetében 4. (Megjegyezziik, hogy a szezonalis hullamzaskisziirése utan, ha ezt kovetden
kiszlirjiik a trendhatést, akkor a Kitchin-féle rovid ciklus becslését kapjuk meg.)

Ha a hosszu ciklusokat vizsgaljuk éves adatokkal, akkor altalaban 8 vagy 9 taglh mozgoatlagot valasztunk
a rovidebb periodusu (pl. 4-8 vagy 3-9 éves) ciklusok kiszlirésére. (Megjegyezziik, hogy a rovidebb ciklu-
sok kiszlirése utan, ha ezt kovetden kiszlrjiik a trendhatast, akkor a Kondratyev — féle hosszu ciklus becs-
1ését kapjuk meg.) Vizsgalni lehet az iddsorokat abbdl a szempontbdl is, hogy hogyan reagélnak a moz-
goatlag tagszamanak megvaltoztatasara. Valaszthatunk az additiv és a multiplikativ modell kozott. Az
adatok bevitele utdn a program 4brazolja az eredeti adatokat és a trendet €s a masodik dbraban a ciklust.
Kiszamitja multiplikativ kapcsolatot feltételezve az eredeti idSsor ¢s a trend hanyadosat (i, /§,) valamint

additiv kapcsolatot feltételezve az eredeti idésor ¢s a trend kiilonbségét (y, -, ). gy mindkét feltételezés

mellett kikiiszoboli a trendhatést. A ciklikus mozgasokat a trendt6l megtisztitott idésoroknal a felhasznald
altal megadott mozgoatlag tagszam alapjan mozgoatlagolassal kiiszoboli ki és szamitja valamint dbrazol-
ja.

Ciklus munkalapon: Valassza ki a trend tipusat, a mozgoatlag tagszamat (ha 1 akkor nincs mozgoatlago-
las) a trend és a periodikus hullamzas kapcsolodas modjat: additiv vagy multiplikativ. A sarga kockékban
levd szamok cserélhetOk. Ha a mozgoatlag tagszama 1, akkor az eredeti adatok ¢€s a trend kiilonbségével
illetve hanyadosaval szdmol a program.

Ha az Id6 oszlopba bemasoljuk a tényleges 1dot, pl. éveket, akkor az dbra X tengelye ezt veszi figyelem-
be, ha az Id6 oszlop iiresen marad, akkor a sorszdmok jelennek meg az X tengelyen. Ha a két tengelyt
egyenként egérmuvelettel kijeldljiik (bal gomb) akkor a jobb gomb lenyomasaval a skala mértéke valtoz-
tathaté. Az adatok bevitele utan a program kozli a trend paramétereket, az illesztés pontossagat, az R* — t
és elkésziti a trend abrat. Kozli tovabba az SSE és SST értékeket is, amibl az R? — t szamitja.

Gyakorlo feladatok. Dekompoziciés idésormodellek

1% A piacon elérhetSk globalis optimumot meghatarozé, Excelbe beépiild Solverek is, 4m ezek nem ingyenesek.

79



1. Az IBM ' értékesitésének és nyereségének prognosztizalasa, a trendszezon-hibaszamitas.xls Excel
parancsfajl felhasznalaséaval.

Vélassza ki a két legjobban illeszkedo trendfiiggvényt a MAPE hibaképlet alapjan, ha:
= az IBM arbevételét prognosztizalja: becslési iddszak 1954-1979, teszt idészak 1980-1984:
= az IBM arbevételét prognosztizalja: becslési iddszak 1954-1984, teszt idészak 1985-1990:
= az IBM nyereségét prognosztizalja: becslési idészak 1954-1979, teszt idészak 1980-1984:
= az IBM nyereségét prognosztizalja: becslési iddszak 1954-1984, teszt idoszak 1985-1990:

Abrazolja:

= az IBM értékesitési arbevételének tényleges alakuldsat 1985 és 2007 kozott.

= az IBM nyereségének tényleges alakulasat 1985 és 2007 kozott.

= az IBM létszamanak tényleges alakuldsat 1985 és 2007 kozott.
Milyen kovetkeztetéseket von le az abrak alapjan.
2. Grafikusan abrazolja Anglia (UK) rendelkezésre 4ll6 hosszu iddsorait, elemezze a hosszatava tenden-
cidkat, az évszazados trendeket, és végezzen trendextrapolaciot a legjobban illeszkedd trend alapjan!
2.1. Az alabbi idésorok esetében: a becslési 1dOszak 1830-2000, teszt iddszak: 2001-20006,
trendextrapolacio: 2007-2011. 2
1830-2006-ig rendelkezésre alld iddsorok:

=  Névleges GDP ( milli6 font)

= Redl GDP (2003-as milli6 font)

= GDP deflécios index (index 2003=100%)

=  Népesség (ezer f0)

=  Nominal GDP/f6 (forgalomban 1év0 font)

= Real GDP/16
2.2. Az alabbi idosorok esetében: a becslési iddszak: 1264-2000, a teszt iddszak: 2001-20006,
trendextrapolacio: 2007-2011. 1%
1264-2006-1g rendelkezésre allo iddsorok:

= Kiskereskedelmi arindex (1913 =100 %)

= Atlagos nominélis nyereség (1913 = 100 %)

= Atlagos realnyereség (1913 = 100 %)
2.3. Az alabbi iddsor esetében: a becslési idoszak: 1257-2000, a teszt idoszak: 2001-20006,
trendextrapolacio: 2007-2011. '**
Egy uncia szinarany év végi ara angol fontban.
2.4. Az alabbi idGsor esetében: a becslési id6szak: 1265-2000, a teszt id6szak: 2001-20006,
trendextrapolacio: 2007-2011. '
A fogyaszt6i arindex alakuldsa az el6z6 évhez viszonyitva %-ban.
3. Abrazolja és elemezze A BUX-index napi zar6 értékének alakulasat ' 1991.01 és 2008.04.04 kozott.
4. Mutassa ki a trendet és a szezonindexeket Magyarorszag energiafelhasznéaldsa 1999-2007 (PJ) iddsora
(negyedéves adatok) alapjan.
5. Az USA lakossagi teljes villamosenergia fogyasztas (millidrd kwora/honap) idésora 1973 januar és
2007 november kozott rendelkezésiinkre all. '’ Mutassa ki a szezonalis hatast. Melyik analitikus trend il-
lesztés adja a legjobb eredményt. A trend és a szezonkomponens kozott multiplikativ- vagy additiv —e a
kapcsolat.

1% Az adatok forrasa: http://www-03.ibm.com/ibm/history/history/history _intro.html

12 http://www.measuringworth.com/datasets/ukgdp/result.php.

195 Az adatok forrasa: http://www.measuringworth.com/datasets/ukearncpi/result.php

1% Az adatok forrasa: http://www.measuringworth.com/datasets/ukearncpi/result.php Regionalis beallitasokat mo-
dositani kell.

195 Az adatok forrasa: http://www.measuringworth.com/inflation/# Regionalis beallitasokat modositani kell..

1% Az MNB kozli 1991.01.02 — t61 folyamatosan a BUX-index napi 4tlagos indexének alakuldsat (1991. januar
2.=1000) Excel fajban. http://www.mnb.hu/engine.aspx?page=mnbhu_statisztikak

" http://www.eia.doe.gov/emeu/mer/elect.html
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6. Grafikusan abrazolja az Amerikai Egyesiilt Allamok (USA) rendelkezésre 4116 hossza idésorait, ele-
mezze a hosszutdva tendencidkat, az évszazados trendeket, €s végezzen trendextrapolaciot a legjobban il-
leszkedd trend alapjan Az USA alabbi hosszu iddsoraival rendelkeziink.

6.1 Rovid lejarata kamatlab (%) 1831-2006 kozott. '

6.2 Fogyaszt6i arindex (CPI = Consumer Price Index, CPI =1982-84=100) 1774-2007 kozétt. '

6.3 A szinarany $/uncia év végi ar alakulasa 1786 és 2006 kozott. ''°

6.4 Abrazolja és elemezze a Dow-Jones index napi zaréértékének az alakulsat 1885.02.17 és 2007.04.03
(33739 adat!) kozatt.

6.5 Egy fore jutd aranytermelés 1860-2005 kozott.

6.6 Egy fore juto kdolajtermelés 1866-2005

6.7 Egy fore jutd készéntermelés 1860-2005

6.8 Egy fore jutd 6lomtermelés 1830-2005

6.9 Egy fore jutd acéltermelés 1867-2005

6.10 Egy f6re jutd vasérctermelés 1880-2004

6.11 Egy f6re jutdé aluminiumtermelés 1896-2004

6.12 USA kdolajtermelése naponta 1900-2007

7. Grafikusan 4brazolja a vilag 6sszesen rendelkezésre 4ll6 hosszu idésorait, elemezze a hosszitavu ten-
dencidkat, az évszdzados trendeket, és végezzen trendextrapolacidt a legjobban illeszkedd trend alapjan A
vilag 6sszesen alabbi hosszu iddsoraival rendelkeziink.

7.1 Egy fore jut6 aranytermelés 1876-2005 kozott.

7.2 Egy fore juté eziisttermelés 1870-2005 kozott

7.3 Egy fore juto kdolajtermelés 1860-2005

7.4 Egy fore jutd készéntermelés 1860-2005

7.5 Egy fore jut6 barnaszéntermelés 1890-2005

7.6 Egy fore jutd acéltermelés 1890-2005

3.5 Naiv elérejelzési technikak. (A naivmodszer-parancsfajl milkodése.)

A naiv szabalyok """ "' '3 egyszerti, de potencilisan hatékony idésor elérejelzési modszerek. Szabalyok

abban az értelemben, hogy elére meghatarozottak, igy nincs sziikség paraméterértékek becslésére, mint
pl. a dekompozicids vagy az exponencialis simitasi modszereknél. A naivitas azt a tényt jelenti, hogy az
iddsor barmely naiv eldrejelzésének alapja az idésor 6nmaga. Az idésort hasznaljuk 6nmaga eldrejelzésé-
re, azaz az idOsor torténeti értékeit hasznaljuk ugyanazon iddsor jovobeni értékeinek képzésére vagy 1ét-
rehozasara. A naiv szabalyok egyszertiségiikben viszonylag alacsony koltségli eldrejelzési modszerek, de
ha egy modszer hatékony, nem kell hezitalni az alkalmazasaval egyszeriisége vagy naivitasa miatt. A naiv
szabalyok hatékonyabbak rovidtavu, mint hosszl tavi elérejelzésre. Amint a progndzistav hosszabbodik,
a naiv eldrejelzés valdszintileg kevésbé pontos, és nagyobb az ilyen eldrejelzéseken alapuld dontések ve-
lejaro kockazata. Minden iddsor valtozast mutat az egyes megfigyelések és a kovetkezok kozott az iddsor
teljes hosszan. Barmely iddsor feltehetéen egy vagy tobb tipusu hulldmzast tartalmaz, amint kordbban
bemutattuk: a trendet, a konjunktara ciklust, a szezonalis hullamzast és a véletlent. Az elemzési mddszer
megprobalja figyelembe venni az iddsorban levé hullamzas minden tipusat. A kovetkezdkben leirt egy-
szerll naiv szabalyok készithetOk ugy, hogy figyelembe vegy¢k az iddsorban levd trend és szezondlis té-
nyezoket, de a naiv szabalyok ritkdn képesek figyelembe venni a sorban levd ciklikus viselkedést. Az
egyszerl, naiv szabalyoknak négy csoportja van:

1. azok, amelyek sem a trendet, sem a szezonalitast nem veszik figyelembe (alapértelmezett elore-

jelzési szabalyok),

1% http://www.measuringworth.com/datasets/interestrates/result.php
1% http://www.measuringworth.com/uscpi/

"0 http://www.measuringworth.com/datasets/gold/result.php

" Farnum Nicholas R., - Stanton LaVerne W. [1989]: 15-17. 105-108.
"2 http://facweb.furman.edu/~dstanford/forecast/h3.htm

'3 Theiss Ede: szerk. [1958]: 220-221.
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2. azok, amelyek a trendtényezodt figyelembe veszik, de felteszik, hogy a szezonalitds nem szignifi-
kans,

3. azok, amelyek figyelembe veszik a szezondlis tényezdt, de felteszik, hogy a trend nem szignifi-
kans,

4. azok, amelyek megprobaljak figyelembe venni az idésor trend és szezonalis komponenseit is.

Racionalis emberek gyakran hoznak dontéseket anélkiil, hogy elészor barmilyen elérejelzési modszerrel
foglalkoznanak. Amikor igy tesznek, azt feltételezik, hogy a jovobeli allapot hasonld lesz a jelenhez vagy
a kozelmulthoz. Az alapértelmezett eldrejelzés megfeleld lehet a mindennapi élet sok minimalis kovet-
kezménnyel jard dontésével kapcsolatban. Ezért az alapértelmezett eldrejelzés nem sziikségszerlien irra-
cionalis. Formalizalni lehet az alapértelmezett eldrejelzési modszert, amely a kdvetkezd formaban irhato:

1.1 Szabaly:
§,t+l =Y
ahol:
= t =azaz id6pont, melyen a prognézis alapul, rendszerint a legutobbi elérhetd megfigyelés,
V., = akovetkezd megfigyelés elérejelzése a sorban.

A szabaly altalanosithato6 i progndzistavval, atirva a kdvetkezoképpen:

1.2 Szabaly:

Vi =Y,
Az 1.2 szabdly értelme az, hogy a sor allapota néhany, i, periodusban a jovében varhatéan hasonl6 a meg-
figyeléshez, melyen az eldrejelzés alapul. Ezek az eldrejelzések azonban sem a trendet, sem a szezonali-
tast nem veszik figyelembe.
Az 1.1 és 1.2 szabdly olyan naiv és egyszerii, hogy kételkedni lehet formalizalasuk célszertiségében. Ha-
rom célt szolgélnak: (a) feltarjak a szimbolikus jeldlések hasznalatat a legegyszertibb formaban; (b) kiin-
dulépontként szolgalnak a kovetkezd szabalyok kifejlesztéséhez; és (c) Osszehasonlitdsi alapszabalyt
hoznak 1étre, melyhez a tobbi eldrejelzési szabaly teljesitményének hatékonysaga hasonlithat6.

2. Szabalyok, amelyek figyelembe veszik a trendtényezot.

A trend a hosszl tava valtozas jelensége egy gytiijtott adatsorban altalaban azonos irdnyban az iddsor tel-
jes hosszaban érvényesiilhet. A trend jelenléte lehet, hogy nem felismerhet6 az idésorban néhany egymast
kovetd megfigyelésbdl, kiilondsen ha egyéb tipusu hullamzas (szezonalis, ciklikus vagy tiszta véletlen) is
van benne. Az iddsor abrdzolasa feltarhatja a trend jelenlétét. Felfelé emelkedo trend ndvekedési jelensé-
get mutathat; lefelé lejtd irany csdkkenést jelezhet.

A szabalyok 2. osztalyaban, melyet a kovetkezOkben attekintiink, az a feltevés, hogy nincs mas tipusu (pl.
szezonalis és ciklikus) szignifikans tényezd a sorban, mint a trend. A 2. osztalyban hasznalt elérejelzési
modszer 1étrehoz egy trendkiigazitasi tényezot, melyet a megfigyelt sorhoz kapcsol, amely az eldrejelzés
alapjat képezi.

A legegyszeriibb mddszer, amely megpréobalja a valtozast figyelembe venni egy eldrejelzési szabalyban,
a legutobbi két megfigyelés kozotti abszolut valtozast, a kiilonbségképzést (elséfoku differenciat) (y: - yi
1) hozzaadja a sor legutébbi megfigyeléséhez yi-hez, annak érdekében, hogy létrehozza a sor kdvetkezd
yir1 ertékének eldrejelzését. Ezt a progndzis mddszert naiv linedris trendnek is hivhatjuk. Ha az elemz6
tobb, periodus értékét kivanja eldrejelezni, a legutobbi megfigyelésen tl, mindossze meg kell szorozni a
szamitott valtozast i-vel, melyet ezutan prognodzistdvnak neveziink. Ez algebrailag a kovetkezéképpen ir-
hat6:

2.1 Szabaly:
5/t+i =Yt i(Yl - Yt—l)
Ez nagyon leegyszertsitett trenddel foglalkozo modszer, mivel csak az adatok legutdbbi valtozasanak in-

crer

ményt adhat. Tegylik fel, okunk van azt feltételezni, hogy a vizsgalt iddsorban a ndvekedési iitem allan-
do, ezért a relativ valtozas sokkal kifejezobb mint az abszolut valtozés. A 2.2 szabdly a 2.1 szabaly mo-
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dositasa, vagyis a prognosztizalt értéket a legutobbi relativ valtozas yi/y..; hozzakapcsolasaval képezi fi-
gyelembe véve a legutobbi megfigyelést:

2.2 Szabaly:

Vi =Y (/YD)
Ez az alkalmazas multiplikativ muveletet tartalmaz, a 2.1 szabaly additiv miivelete helyett. Ha az 1 prog-
nozistav egy periddusnal nagyobb, a relativ valtozas tényezdt i-szer kell alkalmazni a legutobbi megfi-
gyelésre, ezért alkalmazzuk az 1 hatvanykitevot, melyre a relativ valtozast emeljiik. A 2.2 szabaly trend-
del kapcsolatos fogalmi nehézségei azonosak a 2.1 szabalyéival.

2.3 Szabaly:

A 2.3 szabaly képviseli az eréfeszitést a hosszl tava valtozas képletbe foglaldsa probléméjanak megolda-
sara. A legutdbbi abszolut valtozas hasznalata helyett kiigazitasi tényezoként, 2.3 az 6sszes egymast ko-
vetd megfigyelés ndvekmény medianjat hasznalja a sorban, és ezaltal alkalmazza a teljes adatsorra kiter-
jedd informaciot. A szdmtani atlag nagysaga kizardlag az iddésor legrégebbi (k=2) és legtijabb (m) adata-
tol fiigg, és ha ez a két adat eltér az altalanos tendenciatodl, akkor az 4tlagos ndvekmény nem ad pontos ér-
téket. A median, mint helyzeti kozépérték alkalmazasa ezért indokolt, ugyanis a medidn — mint korabban
mar bemutattuk - egy biztosan kdzepes, meglehetdsen robusztus (azaz viszonylag érzéketlen a kiugrd ér-
tékekre) kozépértéknek bizonyult. A median robusztus tulajdonsagat konnyli megérteni, ha arra gondo-
lunk, hogy a rangsorba rendezett adatok sz¢€ls6 értékei nagysagat nem befolydsoljak. A medién, a sz6 leg-
szorosabb értelmében kozepes érték, a mennyiségi ismérvértékek koziil az az érték, amelynél ugyanannyi
kisebb, mint nagyobb érték fordul eld.

Meghatarozésa igen egyszerli, mivel értéke a rangsorba rendezett ismérvértékek kozépso tagja, tehat, ha
az elsérendii differenciakat jeloljiik:

0 = (Vi = Vi)
* m = a megfigyelések szdma az idésorban.
= k=2....m

- paratlan elemszamu adathalmaz esetén:
Me, = ak(<m—21>+1]

- paros szamu adat esetén a medidn nem esik egybe egy konkrét megfigyeléssel, igy ilyenkor, konvencio-
nalisan a

ak((mfl)ﬂ) + ak[(mfl)ﬂ : 1)

Me, = 2 2
2

képlettel hatarozhaté meg.

A szabdly algebrai formulgja:
Sltﬁ = Yt +i(Me(x)
2.4 Szabaly

A 2.3 szabalyhoz hasonloan a 2.4 szabaly a teljes adatsorra kiterjedd informaciot hasznalja. A 2.4 szabaly
a 2.2 modositasa ugy, hogy a periddusrol peridodusra szamitott relativ valtozas medianjat hasznalja a teljes
sorra (a legutobbi egyperiodusu relativ valtozas helyett) trendkiigazitasi tényezoként. Az atlagos novek-
ményi valtozast gy szamitjuk, hogy az egymast kdvetd egyperiddusu ndvekményi valtozasok medianjat
hatarozzuk meg. Az eldrejelzés képlete: a legutolsd6 megfigyelt értéket meg kell szoroznunk a szamitott
trendkiigazitasi tényezd (M.) (i)-ik hatvanyaval. Mivel a 2.3 szabdly a teljes adatsorra kiterjedé informa-
ciot hasznalja, helyesebben tekinthetd trendet becslonek, mint a 2.1 szabaly.

B = Vi/¥ir)
* m = a megfigyelések szadma az idésorban.
= k=2....m
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- paratlan elemszamu adathalmaz esetén:
Me, =B, ((m-1)+1
p Bk[#)

- paros szamu adat esetén a median nem esik egybe egy konkrét megfigyeléssel, igy ilyenkor, konvencio-
nalisan a

MeB _ Bk(““?“) +2Bk((m‘2l)+l+1)

képlettel hatarozhat6é meg.
A szabdly algebrai formulaja:

S\ltﬁ =Y (Meﬁ )i

Ennek a négy egyszerii naiv szabalynak az a célja, hogy figyelembe vegye a trendvaltozast az adatsorban;
ez nem az egyetlen lehetséges mad a trendvaltozas figyelembevételére, csak a legegyszeriibb.

3. Szabalyok, melyek figyelembe veszik a szezonalitas tényezot.
A szezonalitas kapcsolodhat a mezdgazdasagi munkakhoz, a szezonalis id6jaras valtozasokhoz, szoka-

sokhoz ¢és hagyomanyhoz, vallasi vagy vilagi linnepekhez. Fontos megjegyezni, hogy az egyik idésor
szezonalis sémaja lehet, hogy hasonlit, lehet, hogy nem mas iddsorok szezonalis sémajahoz.

3.1 Szabaly.
A 3.1 szabaly szemlélteti a legegyszeriibb mddszert a probalkozésra hogy figyelembe vegyliik a szezona-

litast az id&sorban:
havi adatok esetében:

S\]Hi = Yt+i—12
negyedéves adatok esetében:
Yei = Yisica

Ez a szabaly nem tesz erdfeszitést a trend figyelembevételére. Alapfeltevése hasonld az alapértelmezett
szabalyokéihoz, kis kiigazitassal: a sor értéke az elérejelzett honapban (negyedévben) valdsziniileg azo-
nos lesz az el6z6 év azonos honapjaéval (negyedévével). Ha t a legutobbi megfigyelési érték honapja €s 1
a prognozistav, a t+i periodus eldrejelzését az el6z6 év megfeleld honapjanak (negyedévének) megtalala-
séval (visszaszdmolunk a sorban) kapjuk a (t+i-12 illetve t+i-4) periodusndl. Ez a viszonylag egyszeri
modszere a szezonalitasnak a legutdbbi tizenkét honap (négy negyedév) informacioit haszndlja, és valo-
jaban elhagy minden korabbi informaciot.

4. Szabalyok, melyek figyelembe veszik a trendet és a szezonalitast is.

A 3.1 szabdlyban alkalmazott modszer, lehetévé teheti a 2.3 €s 2.4 szabaly trendkiigazitasi tényezdjének
modositasat. Ezeket a szabalyokat tehat atirhatjuk a kdvetkezdképpen.

4.1 Szabaly:
Vi = Yision i (Meoc)
Negyedéves adatoknal értelemszeriien a 12 helyett 4-vel szdmolunk:
Vi = Yesica +i (Mea )

4.2 Szabaly.
Havi adatoknal:

Yei = Yesion X (Meﬁ)
Negyedéves adatoknal értelemszeriien a 12 helyett 4-vel szamolunk:
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A i
Yii = Yesica X (Meﬁ)
A naivmoddszer-parancsfajl miikodése. (naivmodszer.xls)

Az i=az eldrejelzés periddusa, a szezon= a szezon hossza (maximum=12)

A naiv modszerek megbizhatosaganak ellendrzése.

A becslési iddszak megadésaval a rendelkezésre allo iddsort két részre bontjuk, becslési és teszt iddszak-
ra. A becslési idOszak felhasznalasaval a becslést végezziik el, a teszt iddszak adatai alapjan a becslések
pontossagat lehet ellendrizni, a MAPE hibaképlet felhasznalasaval. A MAPE %-os értékeit a naiv mod-
szerek szabalyai (1.1, 1.2,.....4.2) szerint kozli a program. Az id6sor hosszat felismeri a program, a sarga
mezobe (Ebbdl becslésre felhasznalt:) be kell irni a becslésre felhasznalt idésor hosszat, ami az iddsor fe-
le vagy annal nagyobb érték. Ha tesztelni kivanjuk a naiv modszereket, akkor a becslésre felhasznalt id6-
sor hosszanak legnagyobb értéke az iddsor hossza minusz egy. Az iddsort és a naiv modszerekkel elvég-
zett becslések abrait az Abral és Abra2 munkafiizetben kozli a program. Az Abral azoknak a szabalyok-
nak az abrait rajzolja meg, ahol nincs szezonalitas (1.1....2.4), az Abra2 pedig azokat az abrakat kozli,
ahol van szezonalitas (3.1, 4.1, 4.2). A hibaképletek munkalapon egy gordiilé6 meniiben megtalalhat6 az
egyes naiv progndzis modszerek hibai 114 azokban az esetekben, ha nincs szezonalitas (1.1.....2.4). Az
autokorrelacié eredményét is kozli a program.

Gyakorlo feladatok. (naivmodszer.xls)

Az USA lakossagi teljes villamosenergia fogyasztas (milliard kWh/honap) idésora 1973 januar és 2007
november kozott rendelkezésiinkre all. !> Végezze el a szamitasokat a naivmodszer.xls parancsfajllal.

3.6 Az exponencialis kiegyenlités modszere (simit.xls és EXPS for Windows)*

3.6.1 A simit.xls parancsfajl miikodése.

Az exponencialis kiegyenlités ''®!'” a szamtani illetve a mozgé atlagolas tovabbfejlesztett valtozata. Ki-

kiiszoboli a mozgo atlagolds azon hibajat, hogy az minden adatot azonos sullyal vesz figyelembe. A leg-
Ujabb adatok altaldban nagyobb szerepet jatszanak a jovdbeli adatok alakuldsdban, mint a régebbi adatok.
Ezért a legfrissebb adatoknak a megel6zénél relative nagyobb stlyt kell adnunk. Eldnye, hogy egyszertien
kezelhetd, nem kivan nagyobb matematikai elmélyiilést. Az alkalmazhatdsag feltételeit is meg kell emli-
teni: megfeleld hosszusagu iddsor [20-90] sziikséges a kiegyenlitéshez.

Az alapképlet szerint a legfrissebb érték a-stllyal, mig az dsszes korabban megfigyelt érték (1-ot) stllyal
jarul hozza a becsiilt érték kialakitasahoz, igy az a becslése alapvetd fontossagu.

Az elbrejelzés:
F, =aX +(1-a)F,

ahol:

= F = az exponenciilis kiegyenlitéssel nyert érték

= X =megfigyelt érték

= t=1dbszak

= o=reakcidparaméter, 0<a < 1
Eldrejelzés idészaka: m.

"% Ld. Az elérejelzések hibainak a mérése.

'3 http://www.eia.doe.gov/emeu/mer/elect.html
16§, Makridakis-S. C. Wheelwright- V. Mcgee [1983] 84-123. felhasznalasaval.
"7 Ld.: Kiss Tibor — Sipos Béla: ExpS for Windows 1995. szoftver 12 exponencialis simitisi modszerrel végez
szdmitasokat iteracios eljarassal. A szoftver a PTE KTK géptermeiben hasznalhatd. A simit.xls ugyanezen miivele-
teket végzi el, de csak 4 simitasi modszer becslését dolgoztuk ki. Az ExpS for Windows leirdsat és alkalmazasat
lasd: Kiss Tibor - Sipos Béla - Szentmikldsi Miklds [1995] és Kiss Tibor — Sipos Béla [2000].
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A kezd6 simitott értéket meg kell adni (inicializalas) ami altaldban, az idésor elsé értéke. Az elsd simitott
érték lehet tovabba az elsé néhany adat valamilyen atlaga, vagy egyéb becsléssel nyert érték.

Legyen:
E, =X,
Ez utébbi képletet a szamitdsok sordn célszerli hasznalni. Ennek alapjan, ha:
F, =X,
E =aX, +(1-a)X,
F, =aX, +(1-a)F =oX, +(1-a)[oX, +(1-a)X,]=aX, +a(l-a)X, +(1-a)*X,
F,=aX; +(1-a)F, =aX; +(1-a)aX, +a(l-a)X, +(1-a)’X,]=
=oX; +a(l-o)X, +a(l-a)’ X, +(1-a)’X,

F, = [i a(l-a)X,_]+(1-a)'X,

Lathato, hogy az Uj érték kialakitasaban a legutolsd (X0 = X¢) tehat t iddpontban megfigyelt adat a stly-
lyal, az azt megeldz0, (t-1) id6pontban megfigyelt (X1) adat (1-a) , mig az i-edik iddszakot megel6z6
adat (XjtG-1)])s (1-0L)i sullyal jarul hozza az F érték kiszdmitasahoz. Az iddsor legrégebbi adatanak (Xt =
Xy) stlya pedig (1-o)t. Ha 0=0 akkor a legrégebbi adat sulya 1.

A sulyok geometriai sorozat szerint csokkennek, ahol a két szomszédos tag hanyadosa: g=(1-at) €s a soro-

zat elsd tagja qo=a -val. A sulyok dsszege igy 1-t ad, vagyis a varhat6 értéket hatdroztuk meg. A geomet-
riai sorozat 6sszegképletét (s) felhasznalva ugyanis:

s=q0(qn_ljza(l_a)t_l+(l—a)t -1

q-1 (l-a)-1
A sulyok alakulasat mutatja az alabbi 3-2. tabla és 3-21. abra, ha a = 0,1, 0,2, 0,4, 0,6, 0,8.
3-2. tabla: Az a sulyok valtozasa

Sulyok a=0,1 a=0,2 a=0,4 a=0,6 a=0,8
Xt 0,1 0,2 0,4 0,6 0,8
Xt-1 0,09 0,16 0,24 0,24 0,16
Xt-2 0,081 0,128 0,144 0,096 0,032
Xt-3 0,0729 0,1024 0,0864 0,0384 0,0064
Xt-4 0,06561 [0,08192 [0,05184 |0,01536 [0,00128
Xt-5 0,059049 [0,065536 [0,065536 |0,006144 |0,000256

0,9

0,8 -

0,7

0,6 0=0,1

03 \‘ — =0=02

’ . - = 004

047 -y . — =006

03 W a=0,8

0’2 ) - \Q ~

0,1 §~\\:~. o

T~ . - ‘?.-T—
0 T I == \_ =
Xt Xt-1 Xt-2 Xt-3 Xt-4 Xt-5

3-21. abra: Az a sulyok valtozasa
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Ha nagy a-t valasztunk [pl . a = 0,8], akkor az utols6 év adatai nagy sulyt kapnak [az utolso évé 0,8, elot-
te levoe 0,8[1-0,8] =0,16 majd: 0,032, 0,0064, 0,00128 stb.]. Ha a véletlen erésen befolyasolja ezek nagy-
sagat, az eldrejelzés kevésbé megbizhato lesz. Ha kis reakcioparamétert valasztunk [pl.: o = 0,2], akkor a
régebbi adatoknak is nagyobb szerepe lesz (a sulyok: 0,2, 0,2 [1-0,2]=0.16, majd: 0,128, 0,1024 stb.), a
véletlen hatdsokat jobban kikiiszobolhetjiik. A legjobb reakcioparamétert kisérletezéssel lehet meghata-
rozni felhasznalva a teszt id6szak adta lehetdségeket. A megfigyelt iddszakot két részre bontjuk, az elsd
1d6szak alapjan becsiiliink illetve a masodik teszt idészakra elvégzett becslés alapjan (felhasznalva a hi-
baképleteket pl. a MAPE-t) véalasztjuk ki a legjobb médszert, a-t kezddértéket stb.

A kovetkezO exponencidlis simitasi modszereket programoztuk:

Az elsé médszer: SES ''® normél exponencialis simitas, amelynek alapegyenlete,
F, =oX, +(1-a)F,
A becsléshez az adatok rendelkezésre allnak, kivéve az els6 becslést:
F =oX,+(1-a)F,
Az egyik megoldas az, hogy
F =X
A masik modszer, hogy a felhasznalo adja meg az elsd értéket, pl. az elsé néhany adat atlagat veszi.

A normal exponencialis simitas (SES) mddszerét akkor alkalmazzuk, ha sem trend, sem szezonalis hatas
nincs az idésorban.

A masodik modszer: kétszeres simitas, a Brown egyparaméteres linearis modszere. Kétszeres exponencia-
lis kiegyenlités, az egyszer mar kiegyenlitett értékeket, Sl még egyszer kiegyenlitjik Sf, mivel linearis
trendet feltételeziink az idésorban:

S, =aX, +(1-a)S,,
Sf = asi-l + (1 - a)sf-l
a, =28, -S’

b, =——(S -8?)
1-a

F,. =a +bm

t+m
A Brown egyparaméteres linedris modszerét akkor haszndljuk, ha linearis trendhatéds van az idésorban, vi-
szont szezonalis hatas nincs az iddsorban.

A harmadik modszer: haromszoros simitds, Brown egyparaméteres kvadratikus modszere. Haromszoros
exponencidlis kiegyenlités, az egyszer mar kiegyenlitett értékeket, S még egyszer kiegyenlitjik S7,
majd a kétszeresen kiegyenlitett idSsort még egyszer, tehat harmadszor is §; kiegyenlitjiik, mivel masod-
foku parabolikus (kvadratikus) trendet feltételeziink az idésorban:

'8 SES: Single Exponential Smoothing.
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Si=aX, +(l-a)S:,
St =as, +(1-a)s:,
Si=as; +(1-a)si,
a,=3S-3S{+S:

by == [(6-50)S!- (10 -80)S+ (4 - 30)S:]
2(1-a)
2
_ a 1 2 3
= St-ZSt +St
C (l—OL)2 ( )
Ft+m =a, +btm+l/20tm2

A Brown egyparaméteres kvadratikus modszerét akkor hasznaljuk, ha masodfoku parabolikus trendhatas
van az iddsorban, viszont szezonalis hatas nincs az idésorban.

A negyedik médszer: ARRSES ' adaptiv reagalasti egyszer(i exponencialis simitasi modszer. Ennél a
modszernél o értéke valtozik periodusrdl peridusra, amint az adatséma [minta, pattern] valtozik. A mod-

szer alapegyenlete

F.,=oX +(1-0,)F
Ahol:
Eo
Mt
E =Be, +(1-B)E,,
M, =le,[+(I-pM,,
e, =X,-F

Oy =

Az o és B 0 és 1 kozé esik, eq a hiba E¢ a simitasi hiba M¢ az abszolut simitasi hiba értéke.

Az adaptiv reagalasu egyszerii exponencialis simitasi modszerét akkor alkalmazzuk, ha tobb szaz vagy
tobb ezer hasonld adatsort kell feldolgozni és az a érték automatikusan valtozik, ahogy valtozik az adat
séma.

Tanacsok a gyakorlati alkalmazashoz.

Az igazan megalapozott rovidtavu eldrejelzés készitésé¢hez az iddsor hossza lehetdleg legyen legalabb hat
¢év, ha negyedéves vagy havi adatokkal rendelkeziink. Az elsd harom év adata lehet a szamitasi idészak, a
masodik harom év adata pedig a tesztperiodus. Ebben az esetben ha van szezonalitds az idésorban, akkor
a szezonalitas becslésére harom a tesztelésére szintén harom év all rendelkezésre. Ha negyedéves adatok-
kal dolgozunk, akkor ez azt jelenti, hogy 6*4 = 24 megfigyelt adatra van sziikség, ha pedig havi adatokat
hasznalnank, akkor 6*12 = 72. 120 B7 utdbbi esetben a tesztperiddus kezdete 72/2 + 1, azaz 37, mig a ne-
gyedéves adatok esetében a tesztperiodus kezdete 24/2 + 1, azaz 13. idépontban torténhet. Keresést kérve,
a simitasi paraméterek értékét az Excel program ugy szamitja ki, hogy megkeresi azt a paraméterkombi-
nacidt, ahol a hiba (MAPE) a legkisebb.

Erzékenységvizsgalatok.

Az alkalmazott modszerek stabilitasat ellendrizni kell. Ezt ugy végezhetjiik el, hogy a tesztperiodus kez-
detét valtoztatjuk, pl. az iddsor ¥4-nél hatdrozzuk meg, vagy az utolsé év adatait tekintjiik tesztperiddus-
nak. Negyedéves adatok esetén az el6z0 példat folytatva a tesztperiddus kezdete az alabbi lehet. 6%4=24
megfigyelés esetén a haromnegyed-idoszak utani els6 negyedév a 19. negyedév; az utolso évtdl kezdodo
tesztperiodus esetén a 21. negyedév. Ha ugyanazt a modszert valasztja ki legjobbnak a program, és a pa-
raméterek sincsenek nagyon tavol egymastol (az eltérés a 10-20%-ot nem haladja meg) akkor az idésor

9 ARRSES: Adaptive Response Rate Single Exponential Smoothing.
20 A megadott adatszam a minimalisan elvarhato, annal jobb, minél tobb adat 4ll rendelkezésre.
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stabilnak tekinthetd és a modszer elemzésre €s feltételezhetden eldrejelzésre is hatékonyan alkalmazhat6.
Ha a tesztperiddus kezdetének valtoztatasaval a MAPE statisztika alapjan kivalasztott ,,legjobb” modszer
tipusa is valtozik, akkor az iddsor nem stabil, az iddsorban vizsgalt komponensek (trend, szezonalités)
tendenciaja valtozik.

Gyakorlo feladatok. (simit.xls)

Az USA lakossagi teljes villamosenergia fogyasztas (milliard kWh/honap) idésora 1973 januar és 2010
november kozott rendelkezésiinkre all. Végezze el a szamitasokat a simit.xlIs parancsfajllal.

3.6.2 Az EXPS for WINDOWS szoftver miikodése
Windows Valtozat'?!' 122

INSTALL.EXE Object Wision program installaldsa utan az ExpsW konyvtérat be kell mésolni, pl:
C:/VISIONR/EXPS

C:/EXPS

D://EXPS
Expswm.ovd - Féprogram (Enter és indul a program)
Expswm.exe - Segédprogram
ener.dta - Példadllomény

Az 10j adatokat célszerli a megfelelé C:/VISIONR/EXPS (C:/EXPS D:/EXPS) kdnyvtarba masolni.

Adatallomany:

ElG kell késziteni azt az adatdlloményt, amely tartalmazza a vizsgaland6 adatsort. Ennek egyszert szove-

ges adatallomanynak (ASCII) kell lennie, csaknem tetszdleges formatumban, szokozzel elvéalasztva egy-

mastol. Barmely szovegszerkesztdvel, illetve a legtobb adatbazis kezeldvel eldallithato ilyen allomany a

mar meglévd adatokbol is. Amennyiben az eddigi adatallomany Matrix formaban van megadva, ahol a

valtozok az egyes oszlopok, az adatsorok akkor is elemezhetdk a program segitségével. Az adatsor neve

maximum 8 karakter legyen, kiterjesztése célszertien *.dta.

Az oszlopnak ne legyen neve az elsé cellaban, csak az iddsort hasznaljuk. Mentsiik le modositott mentés-

sel: Formazott szoveg (szokozzel tagolt, kiterjesztés: *.prn) formatumban. Input adatallomany neve: *.prn

vagy *.dta beirva felismeri az adatdllomanyt, ellendrizni lehet a Bemend adatokra klikkelve. A vesszOket
cseréljiik ki pontokra a TOTAL COMMANDER vagy szovegszerkesztd hasznalataval.

Ha a 12-ik médszernél kiakad a program, adjunk kezdé értéket, pl. az idésor elsé adatat indulo értéknek.

Irodalom:

1. Kiss Tibor - Sipos Béla - Szentmiklosi Miklos [1995]: Az tizleti ciklus modellezése és prognosztizala-
sa EXPS- programmal. Statisztikai Szemle. A Kozponti Statisztikai Hivatal folyodirata. 73. évf. 8 - 9.
sz. 681 - 698. old.

http://www.ksh.hu/statszemle archive/viewer.html?ev=1995&szam=08-09&old=59&lap=18

2. Béla Sipos- Tibor Kiss [2000]: EXPS for Windows, a software application. Hungarian Statistical
Review. 78. Volume. Special Number. 146 - 164. old.

Az elorejelzés nemzetkozi €s hazai irodalmaban szamos, tobbé kevésbé kifinomult, matematika-igényes
statisztikai modszer 1étezik. Az exponencialis simitds még mindig nagyon népszerii. Vilagszerte ismert €s
hatékony, kiilondsen rovid tavi eldrejelzésekre. Mas modszerekkel 6sszehasonlitva - mint példaul a Box-
Jenkins modellek - gyakran jobbnak bizonyulnak. Gyakorlati hasznalhatdsagukat a viszonylag egyszert

121 Kiss Tibor-Sipos Béla: EXPS JPTE. 1998.
122 Spyros Makridakis - Steven C. Wheelwright - Victor E. McGee: Forecasting. Methods and Applications. 2. Ed.
John Wiley & Sons, New York - Chichester - Brisbane - Toronto - Singapore, 1983. felhasznalasaval.
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matematikai képletek és a szamitogépes feldolgozashoz, az adatok tarolasahoz biztositott kedvezé feltéte-
lek segitik. Tovabbi eldny, hogy, kevés az elméleti feltevés és a frisebb adatoknak nagyobb sulyt lehet
adni. Az indul6 paraméterek dontd fontossaguak lehetnek. Gyakran jelentés mértékben valtoztathatjak az
eredményeket mind pozitiv, mind negativ iranyban. A szamitdégépek rovid i1do alatt sok szamitast képesek
elvégezni, ezért lehetségessé valik egy optimalis megoldas kikisérletezése. Egy megfeleld iteracios eljaras
segitségével ki lehet valasztani a legjobban illeszkedd becslést, azonban meg kell adni a lehetdségét tet-
sz6leges paraméterek megadasanak is. Az ExpS, exponencialis simitasi program kisérletet tesz arra, hogy
mindét problémara megoldast adjon. Egy megfeleld iteracids eljaras segitségével lehetdové valik tizenkét
modszer koziil a legjobbnak a kivalasztasa. Az adott modszeren beliil ezutan lehetdvé valik a legjobb pa-
raméter-egylittes meghatarozasa.

A program futtatasa:
A program futtatisa a kovetkez6 parancssorral torténik:
exps Fnev

ahol az "Fnev" az adatbazis neve
Szamos lehetdség van a program paraméterezésére.

[/o nev] [/k KE] [/a Alfa] [/IIL][/e] [/t tipus][/p periodus]
[/m periodus] [/1 1. paraméter] [/2 2. paraméter] [/f oszlop]
ahol :

/o nev = Eredmények, alapértelmezés: *.out

/k KE =Kezdé érték (F1), maskiilonben kiszdmolja

/a Alfa = Alfa, maskiilonben kiszamolja

/NIL = Az U statisztika javuldsdnak hatéra, %-ban
alapértelmez¢és:0.01

/hIH = Az iteraciok szdmanak fels6 hatara.
alapértelmezés: 30

/e Az egyediili output a képernydre érkezik.
alapértelmezés: Output allomany.

/p A teszt periodus kezdete
alapértelmezés: 10, ha az esetek szama nem kevesebb mint 11.

/1 Az els6, nem alfa paraméter értéke. (szezonalitas). p2
alapértelmezés: 0.1, 0.15, 0.2

/2 A masodik, nem alfa paraméter értéke. (trend). pl
alapértelmezés: 0.1, 0.15, 0.2

/m Az eldrejelzett értékek szama
alapértelmezés: 1, vagy a szezonbeli periddusok szdma

/f Az adatbazis neve, ha az matrixalakban van (szoveges file)

oszlop = a valtoz6 sorszdma a matrixon beliil

alapértelmezés: Csak egy adatsor van

/s A paraméterek skaldja (szezonalitas €s trend), amelyek részt vesznek az iteracioban.

1 : (alapértelmezés) : 0.1, 0.15, 0.2

2 : 19-es skala, 0.05-t61 0.95-ig.

3 : 190-es skala, 0.005-t61 0.95-1g.

/c A szezonalitas feltételezett esetszamai (0, 4, 5, 7, 12, 24)

alapértelmezés : Automatikus keresés

/t A simités tipusa

A simitas tipusait az alabbi Tablazat tartalmazza

Az exponencialis simitds alkalmazott tipusai
T- 1 Egyszerli exponencialis simitas
T- 2 Szezonalitas - additiv, Trend nincs
T- 3 Szezonalitas - multiplikativ, Trend nincs
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T- 4 Szezonalitas - nincs, Trend additiv (Holt modszere)

T- 5 Szezonalitas - additiv, Trend additiv

T- 6 Szezonalitas - multiplikativ, Trend additiv (Winters mddszere)
T- 7 Szezonalités - nincs, Trend multiplikativ

T- 8 Szezonalités - additiv, Trend multiplikativ

T- 9 Szezonalitas - multiplikativ, Trend multiplikativ

T-10 Adaptiv Reagalasit Modszer (ARRSES)

T-11 Brown Egy-Paraméteres Linearis modszere

T-12 Brown Egy-Paraméteres Quadratikus modszere

Az ExpS program foképernydje

a4

B L ABEOHACB L 0O  » @ soiort. | titomet 116, | @ hivlporinis... | 13 Totl Command... | #)Ec5wbumsst.. [ txps - orpone_ | [ s BES mise

A fOképerny6 also részén vannak a megfeleld paraméterek, melyeket ki lehet tolteni. Az “Input adatdllo-
many neve” mezOt feltétlenil ki kell tolteni, mivel ezzel torténik meg az adatadllomadnyra valé hivatkozas.
A program ezutan fogja megtalalni a fenti “Bemend adatok” gombbal az input adatokat. Ez egy ellendr-
z¢si lehetOség is arra, hogy az adatdllomény nevét jol adtuk - e meg. Az Eredmények allomdanyneve mezd
automatikusan kit61tédik az allomanynév alapjan, amely “.out” végzddést kap. Ez a mez6 atirhato, mddo-
sithatd, amennyiben az adott adatsor tobb eredményét is szeretnénk lementeni. Az eredmények szoveg-
fajlban lementhetok.

Az Aktivizalas gomb elinditja a segédprogramot, amely a beallitott paramétereknek megfelelden 1étrehoz-
za az eredményeket.

Ezek az eredmények az Eredmények gombra valé rakattintassal tekintheték meg. Az Erzékenységvizsgd-
lat. rész gyorsabb munkat tesz lehetdvé a megfeleld modell kialakitasa soran.

Ezutan lehet allitani a megfeleld paramétereket.

A Szezon mezdénél a képernyd kozépso, also részén lehet allitani a szezonalitas esetszamat (a mozgdatlag
tagszamat). Automatikus keresés esetén 4-t6l 24-ig a feltlintetett értékeknek megfelelden keresi az optima-
lis mozgdatlag tagszamot. Amennyiben tudjuk hogy nincs az adatsorban szezonalitas, Ggy ez az érték 0-ra
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allithato. Ha nem akarunk kisérletezni a szezon tagszammal, akkor azonnal beéllithaté egy konkrét érték-
re, pl. negyedéves adatok esetén 4-re.
A Kezdo érték, Alfa, Szezon és Trend paramétereknél amennyiben nem adunk meg konkrét értéket, Ggy a
program iteral egyet. Az Alfa utani Nov. (ndvekmény) mez0 tartalmazza azt az értéket, hogy az alfa-érték
milyen lépéskozzel menjen 0-t6l 1-ig. Az alapértelmezés 0,05.
A Trend, Szezonparaméter-skala azt jelzi, hogy a trend- €és szezon-paraméterek milyen értékeket vesznek
fel az iteracio6 soran, ha nem adunk meg konkrét értéket a trend és szezon paramétereire.
Az eredményeknél parl (pl) a trend paraméter, par2 (p2) szezonparaméter értéke.
A képerny6 kozepén 1évé sor nem mas, mint az a parancssor, melyet a DOS véltozatban kellene kiadni,
hogy a megfeleld paraméterezést hajtsuk végre.
A Szerkeszto mezd tartalmazza a szovegszerkesztd nevét, amellyel az eredményeket illetve az adatokat
el6hivjuk. Amennyiben nagy az adatdllomany ¢és az alapértelmezés szerinti Notepad nem alkalmas erre a
célra, tigy valtsunk szerkesztot, pl. hasznaljuk a WINWORD-t. A bemend adatok szerkesztésénél vigyaz-
zunk, hogy az adatok mentése mindig széveges allomanyba torténjen!
A Windows valtozat jellegzetessége, hogy a felhasznald kovetni tudja a négy, talan legfontosabb statiszti-
kanak (U statisztika, D-W statisztika, MAE ¢és SDE, lasd az Elmélet részt) alakulasat. Az Utolso és az
El6z6 gomb mindig cseréli az utobbi (legutolsd6 modell) és az el6z6 (az eldzé modell) eredményeket,
hogy lehessen kovetni a valtozast. Amennyiben el6zOleg mas adatsorra kerestiink modellt, gy az E16z6
gomb annak az eredményeit fogja mutatni!

A felhasznalt modszerek algoritmusai:
Az egyes mddszerek (t =1, 2, ...12) egyenletei a kdvetkezok:

Az exponencialis kiegyenlités altalanos alakja:

S, =aP+(1-a)Q

Ahol:

Q=atrend

P = a szezondlis tényezd

Q¢és Patrend ¢€s a szezonalités tipusa szerint valtozik.
Ezt mutatja az aldbbi tablazat:

A szezonalitas ¢€s a trend Osszefliggései.

Szezonalitas Szezonalitas additiv Szezonalitas
nincs multiplikativ
Trend nincs P=X;¢ P=X¢ - C¢L, P=X¢ /D¢,
Q=S¢.1 Q=S¢ Q=S¢
Trend additiv P= Xt P=Xt - Ct-L P=Xt /Dt-L
Q=S¢1+A¢g Q=S¢ +A¢q Q=S¢ 1 +A¢1
Trend multiplikativ P=X; P=X; - C¢, P=X; /D¢,
Q=S¢1 Bq Q=S¢1 Bq Q=S¢.1 Bq

ahol:

Xt = megfigyelt (tényleges) adat
St =simitott adat:

S, =aP+(1-a)Q

A Q (trend) és a P (szezonalités) helyébe az alabbi egyenleteket lehet helyettesiteni:
Additiv trend:

A =B -S)+U-PA,
Multiplikativ trend:

B, =v(S/S.)+(1-7)By,
Additiv szezonalitas:
C,=08(X;-5)+(1-8)C
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Multiplikativ szezonalités:
D, =6(X/S,)+(1-6)D,
L =a szezonalitas periodusanak a hossza, pl. 4 negyedéves adatok esetében, mig havi adatoknal 12.

Az a, B, 7,0, 0 (alfa, béta, gamma, delta, théta) paraméterek 0 és 1 koz¢é esnek.

A kovetkezd tablazat a prognodzist (Fi4y) mutatja m idészakra eldre

A progno6zis képletei.
Trend Szezonalitds
nincs additiv multiplikativ
funes Ft+m = St Ft+m = St + Ct-L+m Fﬁm = StDt-L+m
additiv Ft+m = St + mAt Fim =S¢ tmA +C | oy = (S tmA)D, 4,

multiplikati _ _ _
P v Ft+m - StBin Ft+m - StBin +Ct-L+m Ft+m - StDt-L+mB{n

Az el6zo két tablazat jeloléseit felhasznalva, a P és Q helyébe behelyettesitve az egyenleteket 9 simitési
eljaras allithat6 eld. Ezen kiviil még 3 mddszer alkalmazésat ismertetjiik.

Az elsé médszer: normal exponencialis simitas, SES '»

F.y = oX, +(1-0)

A becsléshez az adatok rendelkezésre allnak, kivéve az els6 becslést:
E =aX,+(1-a)E,

Az egyik megoldas az, hogy

F =X

vagy a tabladzat szerinti formaban:

S, =oX, +(1-a)S,

A masik médszer, hogy a felhasznalod adja meg az els6 értéket, pl. az elsd néhany adat atlagat veszi. A
harmadik megoldas: az ExpsW program megkeresi a legjobb becslést ado kezdo értéket, a hibastatiszti-
kak (U-statisztika) alapjan. A normal exponencialis simitds (SES) modszerét akkor alkalmazzuk, ha sem
trend, sem szezonalis hatas nincs az idosorban.

Prognozis m iddszakra eldre:

Fim =S,

A masodik modszer: additiv szezonalitas, trend nincs:
S, =X, -C)+(1-a)S,,

C,=38(X,-S,)+(1-90)C,

Eldrejelzés m idészakra eldre:

Fim =S +Citim

A harmadik médszer: multiplikativ szezonalitas, trend nincs:

S¢ =aX/Dy ) +(1-0)S,,

D, =0(X/S;)+(1-6)D, |

' SES: Single Exponential Smoothing.
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Prognozis m periddusra eldre:

F

em = S¢DiLim
A negyedik modszer: szezonalitas nincs, trend additiv (Holt modszere):

S, =aX, +(1-a)S,, +A))

A =P -S)+(-PAy,
Elérejelzés m periddusra eldre:
Fim =S, tmA,

Lathato, hogy az eljaras azonos Holt modszerével, aki az additiv trendet (At) by -vel jeldlte és a 8 para-
métert y-val jelolte.

Holt, linearis kétparaméteres modszere két reakcioparamétert [o és y] alkalmaz, additiv linearis trendet a
megfigyelési idoszakra:

St =aX;+(1-0)(Si.it b))

by =V(St-Se) +(1-7)be

Fim =St Tbm

A b, meghatarozasara a lehetdségek:

b; =X, —x

(X7 —=x1) + (X3 = X)) +(X4 —X3)
3

b, =
Az otodik modszer: szezonalitas additiv, trend additiv:
S, =X, -C )+ (1-0)(S,; TA,)

A =BS-S)+(1-PA,

C,=38(X,-S,)+(1-90)C,

A prognézis m periodusra eldre:

F.,=S,+tmA,+C, ..,

A hatodik modszer: szezonalitas multiplikativ, trend additiv (Winters modszere):

Si= OC&‘*‘ (1 - a)(SH +bi1)

Ii-L
b =7(S;—Si)+(1=v) b
L=P2t 4 (1-B)Iy

St

Fiom = (St + btm)It—L+m
ahol b, atrend, I a szezonalitést kiigazitd faktor.

A becslés a tablazat alapjan:

Sy =a(X/Dy )+ (1-a)(S,; +A)
A =B -S )T (1-PA,

D, =6(X/S,)+(1-6)D
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Elérejelzés m peridodusra eldre:
Fim =@ +mA)D, .,
A modszer megegyezik Winters eljarasaval. aki az additiv trendet (A{) by - vel jeldlte és a szezonalitas

Dy jelolése helyett az Iy jelolést alkalmazta.

A hetedik mddszer: szezonalitas nincs, trend multiplikativ:
S, =aX,, +(1-0)S_ B,

B, =v(S¢/S,)+(1-7)By,

A prognozis m periddusra eldre:

F

t+m

=SB

A nyolcadik mddszer: szezonalitas additiv, trend multiplikativ:

S, =X, -C)+(1-0)S,_ B,

B, =v(S/S.) +(1-7)B,

C,=0(X,-S,)+(1-9)C, .

Elérejelzés m periddusra eldre:

Fim =SB +CLim

A Kkilencedik moédszer (t=9) szezonalitas multiplikativ, trend multiplikativ:
S, =a(X/D,)+(1-a)S,B,,

B =v(S/S.)+(1-7)B,

D, =06(X/S,)+(1-6)D,

A progn6zis m periodusra eldre:

F...=SD 1Bl

Ezzel a trend és szezonalitds tipusok szerint kiilonb6zd simitasi modszereket attekintettiik.

A tizedik médszer: Adaptiv Reagalasa Egyszerii Exponencialis Simitasi Modszer (ARRSES').

Ennél a modszernél o, érteke valtozik periodusrol peridusra, amint az adatséma [minta, pattern] valtozik.
A modszer alapegyenlete:

FH—I = atXt + (1 - at)Ft

Ahol:

E . =Be,+(1-B)E,
M, :B|et |+(1_B)Mt-l
e, =X,-F

2% Adaptive-response-rate single exponential smoothing: ARRSES.
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Az o és B0 és 1 kozé esik a | | az abszolut érték jele, et a hiba E¢ a simitasi hiba M; az abszolut simitési
hiba értéke.
A 11 médszer: a Brown egyparaméteres linearis modszere.

Kétszeres exponencialis kiegyenlités, az egyszer mar kiegyenlitett értékeket, §; még egyszer kiegyenlit-

jik §?, mivel linedris trendet feltételeziink az idésorban:

S!=aX,+(1-a)S!,
S =aS,, +(I-a)S,

a, =28, -5’

b, = ——(S!-S?)
1-a

F. =a ,+bm

A Brown egyparaméteres linedris modszerét akkor haszndljuk, ha linearis trendhatés van az idésorban, vi-
szont szezonalis hatas nincs az iddsorban.

A 12. médszer: Brown egypraméteres kvadratikus médszere.

Haromszoros exponencialis kiegyenlités, az egyszer mar kiegyenlitett értékeket, §; még egyszer kiegyen-
litjik S7, majd a kétszeresen kiegyenlitett id6sort még egyszer, tehat harmadszor is §° kiegyenlitjiik,
mivel masodfoku parabolikus (kvadratikus) trendet feltételeziink az idésorban:

Si=aX,+(l-a)S,
St =aS+(1-a)s:,
St =as!+(1-a)s,
a,=3S:-3S{+S!

b, = ——[(6-5a)S!- (10 -8a)S?+ (4 -30)S}]
2(1-a)
2
= Si-2Si +S;
¢ (l-oc)2 ( )
Ft+m =a, +btm+1/2ctm2

A Brown egyparaméteres kvadratikus modszerét akkor hasznaljuk, ha masodfoku parabolikus trendhatas
van az idosorban, viszont szezonalis hatas nincs az idésorban.

A kezd6 értékek megadasa, az inicializilas:
Az 1. és 10. modszernél:

F =X

A 11. modszernél:

Si=S.=X,

a =X,

_ X - X)X -Xs)

A 4. modszernél:
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S =X
b, = (XZ'X1)+(X4‘X3)

1
2
A 12. modszernél:
2
Si=S, =S =X,
a, = X
L GG X) (X X))+ (K- X,)
: 3
X,-X
o - 5 X)
2

A szezonalitast tartalmaz6 modellek (Winters és 2. 3. 5. 6. 8. 9.) esetében:

St = Xpw
Ahol:
L= a szezonalitas hossza (negyedéves adatok: L=4, havi adatok: L=12, tozsdenapok: L=252)

L =X/X
I,=X,/X
I, =XyX
I =X/X
Ahol:
_ Lx
X =1
20
b — (XLH - X1)+(XL+2 'X2)+(XL+3 'X3)
L+1

3(L)
Tanacsok a gyakorlati alkalmazashoz

Az igazan megalapozott rovidtava eldrejelzés készitéséhez az iddsor hossza lehetdleg legyen hat év. Az
els6 harom év adata lehet a szamitasi iddszak, a masodik harom év adata pedig a tesztperiddus. Ebben az
esetben a szezonalitas becslésére harom a tesztelésére szintén harom év all rendelkezésre. Ha negyedéves
adatokkal dolgozunk, akkor ez azt jelenti, hogy 6*4 = 24 megfigyelt adatra lenne sziikség, ha pedig havi
adatokat hasznalnank, akkor 6*12 = 72 megfigyelt adat az optimalis. Ez utdbbi esetben a tesztperiodus
kezdete 72/2 + 1, azaz 37, mig a negyedéves adatok esetében a tesztperiddus kezdete 24/2 + 1, azaz 13.
idépontban torténhet.

Az alkalmazott modszer mind a 12 esetben azt feltételezi, hogy a kimutatott dsszefiiggés (trend, szezona-
litas) stabil a megfigyelési €s az eldrejelzési iddszakban. Ha pl. multiplikativ trendet és szezonalitast mu-
tat ki az eljaras, illetve az ilyen modell becslésére alkalmas 9. modszer adja a legjobb kozelitést, akkor ez
azt jelenti, hogy az emlitett Osszefliggést a teljes megfigyelési €s elorejelzési iddszakra allanddnak tekint-
jiik. Ha tegyiik fel ez a kapcsolat a tesztperiodus mésodik felében megvaltozik, pl. a multiplikativ trend-
kapcsolat additivra valtozik, akkor az elérejelzés bizonytalanna valik.
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Erzékenységvizsgalatok.

Az elézdéekben elmondottak kovetkezménye az, hogy az alkalmazott modszerek stabilitasat ellendrizni
kell. Ezt ugy végezhetjiik el, hogy a tesztperidodus kezdetét valtoztatjuk, pl. az iddsor ¥4-nél hatdrozzuk
meg, vagy az utolso év adatait tekintjiik tesztperiodusnak.

Negyedéves adatok esetén az el6z6 példat folytatva a tesztperiodus kezdete az alabbi lehet. 6*4=24 meg-
figyelés esetén a hdromnegyed-iddszak utdni elsé negyedév a 19. negyedév; az utolsod évtdl kezdddd
tesztperiddus esetén a 21. negyedév.

Automatikus keresést kérve, az alfa, a kezdd érték, a p; €s p, szezon illetve trend paraméterek értékét meg
nem adva ujra futtatjuk a feladatokat. Ha ugyanazt a mddszert valasztja ki legjobbnak a program, és a
kezdd paraméterek sincsenek nagyon tavol egymastol (az eltérés a 10-20 %-ot nem haladja meg) akkor az
1d6sor stabilnak tekinthetd és a modszer elemzésre €s feltételezhetden eldrejelzésre is hatékonyan alkal-
mazhatd. Ha a tesztperiodus kezdetének valtoztatdsaval az U-statisztika alapjan kivalasztott “legjobb”
modszer tipusa is valtozik, akkor az idésor nem stabil, az idésorban vizsgalt komponensek (trend, szezo-
nalitas) tendencidja valtozik. Az elemz¢s igy bizonytalan, és az elérejelzés sem lesz megbizhatd. Ez eset-
ben megfeleld eldrejelzési modszer lehet a CENSUS II program, amely alkalmas a valtozé szezonalitas és
trend kovetésére - havi adatok esetén.

Az Erzékenységvizsgdlat gombot lenyomva megkapjuk a program altal készitett érzékenységvizsgalatot.
A legjobban illeszkedd modszerre szamitja ki a 12 simitasi eljaras koziil a Theil féle U - statisztikat.

Elsé tesztperiodus kezdete: idosor fele.
Masodik tesztperiodus kezdete: iddsor kétharmada.
Harmadik tesztperiddus kezdete: iddsor négyotdde.

Ha a nincs nagy kiilonbség a haromféle modon szamolt U-statisztikak kozott, akkor a becslés (a legjobb
paraméterkombinécid €s simitasi modszer) stabil.

3.7 A SABL-modszer (szoftver) felhasznalasa adatelokészitésre, a trend és a periodikus hullam-
zas szétvalasztasara*

A SABL ' "% ¢ljarast a Bell Laboratorium munkatarai 1979-ben publikaltak '*’. A SABL eljaras a sze-
zonalis illetve periodikus idsorok simitasat végzi el. Additiv komponensekre bontja az eredeti vagy a
transzformalt adatokat: trend, szezondlis [periodikus] és irregularis [fehér zaj] Osszetevoket kiillonboztet
meg, rezisztens [ellendlloképes] linedris vagy nemlinedris simitdsi modszerek alkalmazasaval. A rezisz-
tens fogalma ebben az Gsszefiiggésben azt a tulajdonsagot jelenti, hogy a mddszer nem érzékeny néhany
adat kiugroan nagy eltérése [az tgynevezett outlierek] altal okozott er0s zavarohatésra, torzitasra. Azokat
az értékeket tekintjlik sz€élsdséges, extrém értékeknek, outlier-eknek, amelyek nagyon tavol vannak az el-
oszlas kozepétdl, jelentdsen kiilonbdznek a tobbi értékektdl. Elkiilonitésiik mind elemzési, mind eldrejel-
z¢si illetve modellalkotasi szempontbdl fontos feladat. Feltarasukat a grafikus abrazolas is segiti. A sze-
zonalis illetve periodikus illesztés célja altalaban a multbeli és a jelenbeli adatok szezondlis illetve perio-
dikus hullamzéasanak meghatarozasa eldrejelzési célbol. Fontos, példaul arpolitikai és beruhdzas-politikai
célbol, hogy az iizleti vallalat tisztdban legyen azzal, valtozik-e az iizleti aktivitds adott id6szakban ¢és a

123 SABL: Seasonal Adjustment — Bell Laboratories.
126 Kiss Tibor — Kruzslicz Ferenc - Sipos Béla - Szentmiklosi Miklos [1997]: 844 - 863.
127 Cleveland, W. S.-Dunn, D. M.-Terpenning, 1. J. [1979].
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hulldmzés kisebb, nagyobb, illetve szezonalis jellegii-e. Az épitdanyagipari, a divat, a mezdgazdasagi
termékeket feldolgozd, idegenforgalmi stb. vallalkozasok esetében nagy jelentdsége van, mert a szezona-
litas erdteljesen érvényesiil. A szezonalitds meghatdrozasanak célja az ilyen fluktudcio eltavolitasa az id6-
sorbol az alapul szolgéld trendhatds azonositasa érdekében. Szamos moédszer 4ll rendelkezésre a szezona-
lis komponens azonositasara, a legtobb azonban érzékeny a fent emlitett extrém értékek torzitd hatasara.
A szezondlis illesztés egyik célja olyan szezondlis tényez0 elérése, amely stabil, azaz nem valtozik az id6-
szakok folyaman. A SABL néven ismert eljaras '** 1ényegét tekintve simitasi modszereket alkalmaz, ami-
hez mozgomedianokat, rezisztens medidnokat és atlagokat, valamint duplanégyzet becsléseket hasznal. A
SABL modszer barmely id6sorra alkalmazhat6 amely tartalmaz periodikus ingadozést és trendet. A mod-
szer alkalmazasahoz legalabb harom periodus megfigyelt adataira van sziikség, napi, heti, havi, negyed-
éves, féléves vagy éves bontdsban. Eves adatsorokat az évszazados trendnél révidebb (pl. 3, 9, 18, 60
éves) konjunkturaciklusok kimutatasara alkalmazunk. A SABL felhasznélasaval eldallitott trend ¢és sze-
zon (periodikus) Osszetevok felhasznalasaval megalapozottabb progndzisokat készithetiink, mivel az
outlierek zavar6 hatdsat kisziirtiik. A kisziirés illetve a becslés 45 1€pésben, egy iteracios eljaras eredmé-
nye.

crer

Y=T+S+I

ahol:

T képviseli a hosszl tavu trendet,

S jeloli a szezondlis komponenst, értelemszertien a konjunkturalis komponenst is, tehat a periodikus hul-
lamzast,

I az irregularis részt, azaz a fehér zaj.

Altalaban Y alatt az eredeti idésor adatait értjiik, vagy annak transzformalt [pl. In-transzforméci6] alakjat.
A SABL modszer egy iterativ eljaras. Minden iteracios 1épésben ujra szamitjuk, finomitjuk a T, S, I érté-
keket. A 1épések soran kialakult adatsorok kolcsonhatasban vannak egymassal.

A modszer lényegébdl fakadoan rendelkezik az alabbi tulajdonsagokkal:

AT, S és I komponensek kozotti adatathatds minimalis. Extrém vagy szokatlan adatok nem befolyasoljak
a T és S értekek meghatarozasat illetve becslését. Az ilyen szokatlan adatok hatadsa csak az I komponens-
ben tiikr6zddik. A T és S becslése amennyire lehetséges érzékenyen reagdl az iddsor szerkezetének valto-
zéasara. A modszer csak akkor hasznalhato, ha legalabb 3 periodus adatai ismertek. Sok helyen a zérussal
vald osztas elkeriilése érdekében és a transzformacids szabaly alkalmazhatosaga miatt ki kell kotni, hogy
az eredeti adatok csak pozitivak lehetnek.

A SABL eljaras els6 1épése, hogy az eredeti adatsort transzformacionak vetjlik ald. A transzformécio cél-
ja, hogy: minimalizalja a szezonalitas amplituddjanak fliggését a trendkomponens szintjétdl, egyszeriibbé
tegye a szezondlis illesztést, 1ényegében az iddsor komponenseit additivva alakitsa.

Az YP adatsor transzformaltjat D[0]-lal jeloljik, a transzformacids fliggvényt egy p paraméter értékének

megadasaval valaszthatjuk ki. A p paraméter az iddsor auditivitdsanak mértékét mutatja, szokdsos értékei:
-1; -0,5; -0,25; 0; 0,25; 0,5; 1; A transzformacios fliggvény az alabbi:

D[0]=Y" p>0
D[O]Zng p=0
D[0]=-Y" p<0

A p paraméter értékének kivalasztasdhoz meg kell hataroznunk az idésor komponensei: Y, T, és S kozotti
kapcsolat tipusat. Additiv kapcsolat esetén az Y=T+S 0sszefiiggés érvényes, a multiplikativ kapcsolat az
Y=T-S formuléaval jellemezhetd. A multiplikativ kapcsolat logaritmus segitségével additivva alakithato,
azaz p=0 valasztasaval. Ekkor ugyanis az IgY=IgT+IgS formahoz jutunk. p=1 esetén az adatsor nem val-
tozik, p=0,5 esetén az eredeti sor négyzetgyokét, p=0,33 esetén a kobgyokét kapjuk. Tehat ha p=0,33 ak-
kor harmadfok, ha p=0,5 akkor masodfoku parabolikus trendet feltételeziink. Ugyanis: az S és I kompo-
nens varhato értéke éves szinten 0.

128 Levenbach, H. - Cleary, J. P. [1982]: 248-274.
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Ha p=0,5
Y2 =(T+S+1) =T

0.5

Y=(v?)" =((T+s+1)") =(T2)" =T
Ha p=0,33

Y =(T+S+1) =T

Y=(Y))" =((T+s+1) )0'33 =(T°)" =T

Ha az eredeti adatok [pl. relativ ndvekedési iitem] negativ, akkor a p is negativ (p<0), igy a D[0] pozitiv
lesz.

El6szor simitasi eljarast alkalmazunk az elsd rezisztens simitott trend meghatarozésanak érdekében. A
simitott trendet kivonjuk az adatokbol: [D-T] = [S+]] alapjan igy kapjuk az [S+I] sort. Ezutan az [S+I]
csokkend sulyozasu [tapered] mozgomedidnjainak és mozgdatlagainak szdmitasa kovetkezik, igy nyerjiik
a kezdeti rezisztens szezonalis komponenst. Ezutan a kapott kezdeti szezondlis komponens a [mar transz-
formalt] eredeti adatsorbdl torténd kivonasa utan a masodik simitott trendet hatdrozzuk meg. Ezt koveti az
irregularis komponens szamitasa: [D-T-S=I].

A SABL eljaras vézlata '

A csokkend stlyozasu [tapered] mozgoatlag és mozgdmedidn szamitdsa sordan hasznalt sulyok meghata-
rozéasahoz a sulyok olyan sorozatara van sziikségiink, ahol a sulyok az adott idészaktdl [honaptol, évtol,
naptol, stb. attol fliggden, hogy milyen adatokkal dolgozunk] valé tavolsdg aranyaban csokkennek. Ilyen
tulajdonsaggal rendelkezik a duplanégyzet [bisquare] fliiggvény:

B(u)=(1-u?)’ |u/<1
B(u)=0 [u>1
A BJ[u] fliggvény abrija a kovetkezdképpen néz ki:
ST

.-/ \-\.

-1 0 1

3-22. abra: Duplanégyzet fiiggvény

Tételezziik fel, hogy havi adatokkal rendelkeziink és kis trendsimitasi paraméter (nts) hasznalunk, aminek
az értéke: (12/2)+1=7. Legyen tehat ,,hét - periddust — ablak™ a duplanégyzet sulyok [W(t)] meghataroza-
sahoz.

W(t) = B[t/(T+1)] = B(u)
u=t/(T+1)

t=-T,...0....,T

Példankban: t=-3,-2,-1,0,1,2,3
T+1=4

A sulyok W(t):
W(-3)=B(-3/4)=[1-(-3/4)*]* = 0,191
W(-2)=B(-2/4)=[1-(-2/4)*]* = 0,563

2 A SABL programozas 1épéseinek részletes ismertetésétél annak bonyolultsdga miatt eltekintiink. Ld.: Leven-
bach, H. - Cleary, J. P. [1982]: 215-220. és 248-274.
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W(-1)=B(-1/4)=[1-(-1/4)*]* = 0,879
W(0)=B(0)=[1-0)*]* =1,000
W(1)=B(1/4)=[1-(1/4)*]* = 0,879
W(2)=B(2/4)=[1-(2/4)*]* = 0,563
W(3)=B(3/4)=[1-(3/4)*]* =0,191

A tobbi suly 0, pl.: T=5, mertu=5/4>1

Ha [ul>1 akkor B(u)=0

A csokkend sulyozast (tapered) atlag szamitasat mutatja a 3-3. tablatabla.

3-3. tabla: Csokkeno stlyozasu (tapered) atlag szamitasa aprilis honapban

Sulyozott érteklCsokkend  sulyozast
Honap  |Adat Suly =Adat*Suly atlag=24,972/4,266
Jan. 5,831 0,191 1,114
Febr. 5,84 0,563 3,288
Marec. 5,849 0,879 5,141
Apr 5,856 1 5,856 5,854
Maj. 5,861 0,879 5,152
Jun. 5,863 0,563 3,301
Jul. 5,864 0,191 1,120
Osszesen 4,266 24,972

Az egyes lépések végrehajtasdhoz a kdvetkezd adatok sziikségesek:

e ndt = az iddsor hossza adatokban szamolva;

e ndp = egy szezon hossza adatszamban mérve, szokdsos értékei: [ha honapokkal dolgozunk]: 4 [ne-
gyedéves], 12 [éves], ), ha hetekkel dolgozunk: 52 (éves szinten). Ha éves adatokkal dolgozunk akkor a
ciklus hosszat kell megadni: pl.: 3, 9, 18, 54.

e nss = a szezonalis rész simitasi faktora, minél nagyobbat vélasztunk, annal simabb adatokat kapunk a
szamitas soran. Szokasos értékei: [ndt/ndp]+1 [kis], 2[ndt/ndp]+3 [kdzepes], 4[ndt/ndp]+7 [nagy], ahol a
szogletes zardjelek az egészrész fliggvényt jelentik.

Pl.: Ha a havi adatok idGsora 68 adatbdl all (ndt=68), akkor: a nss = a szezonalis rész simitasi faktora
[68/12]+1=5+1=6 (kis), 2[68/12]+3= 13 (kOzepes), 4[68/12]+7=27 (nagy).

Ha negyedéves adataink vannak és az adatsor 40 adatbdl 4ll (ndt=40) akkor: a nss = a szezonalis rész si-
mitasi faktora [40/4]+1=10+1=11 (kis), 2[40/4]+3= 23 (kozepes), 4[40/4]+7=47 (nagy).

e nts = a trend rész szamitasakor hasznalt simitas foka. Itt is a nagyobb szdm nagyobb simitast eredmé-
nyez. Szokasos értékei: [ndp/2]+1 [kis], ndp+3 [kdzepes], 2ndp+7 [nagy], a nagyobb simitasi érték min-
dig az el6z0 kétszeresénél eggyel nagyobb.

PL.: Havi adatokndl, ahol a periédus hossza (ndp) 12, a kis trendsimitési paraméter (nts): (12/2)+1=7, a
kozepes trendsimitasi paraméter (nts): 12+3=15, a nagy trendsimitasi paraméter (nts): (2*12)+7=31.

Ha negyedéves adataink vannak, ahol a periddus hossza (ndp) = 4, a kis trendsimitdsi paraméter (nts):
(4/2)+1=3, a kozepes trendsimitdsi paraméter (nts): 4+3=7, a nagy trendsimitasi paraméter (nts):
(2*4)+7=15.

A SABL szoftver felismeri az adatallomany hosszat és megadja a trend és szezon komponens kozepes
simitasi fokat.

e ndd = a szamitas kozben kiesO adatok potlasara szolgalo becslés tartomanyanak hossza: lehetséges ér-
tékei: 1, 2, ... ndt/[2-ndp];

var = ezt a paramétert nem kotelezd megadni, de ha megadjuk, akkor az iteracios eljaras végeztével a
végeredményben az outlierek irregularis értékeit korrigalni lehet. Minden olyan irregularis adat vagéasra
kertil, ahol:

[irregularis_adat| > var * irregularis sor szorasa
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azaz, ha az irregularis adat nagyobb, mint az irregularis sor szorasanak var-szorosa, akkor azzal az érték-
kel helyettesitjiik. A Var megadasaval az outlierek hatasat mérsékelni lehet.
A Var szokasos értékei: 2 és 3.

Az eljaras 1épéseit foglaljuk 6ssze a kovetkezd tablaban.
rejelzésre nem alkalmas. A helyesen transzformalt adatok additiv kapcsolata trend és periddus [szezon
vagy konjunktura] komponenseket tartalmaznak, az irreguléris részt viszont nem. A SABL altal transz-

formalt sor felhasznalhat6 a kiilonb6z6 idésorkutatasi modszerekkel [pl. trend-extrapolacio, exponencialis
130

simitas, stb.] torténd becslésekhez. A modszer alkalmazasara szamitogépes program késziilt ~°, amely a
kovetkezoképpen miikodik:
3-4. tabla: A SABL dekompozicios folyamat 131
INPUT MUVELET OUTPUT
Y=Eredeti adatok Adatok transzformaldsa [0]=Y? p>0
D[0]=1gY p=0
D[0]=-Y" p<0
D[0]=transzformalt adatok  Els6 trend simitas T[1]=DJ[0] adatok elsé trend
simitasa
D[0]-T[1]=nyers szezonali- Szezonalitas simitasa S[1]=D[0]-T[1] simitott
tas szezonalitdsa
S[1] Szezonalis trend S[2]=S[1] - S[1] trend simit4sa
simitdsa €s eltavolitasa
S[2] Elveszett szezonalis S[3]=a kiegészitett szezona-

komponensek becslése  litas értékek hozzaaddsa a sor
elejéhez és végéhez

D[0]-S[3]=nyers trend Trend simités T[2]=D[0]-S[3] trend simitisa
D[0]-T[2]=nyers szezonali- Szezonalitas simitasa S[4]=D[0]-T[2] simitott sze-
tas zonalitdsa
S[4] Szezonalis trend simitd- S[5]=S[4] - S[4] trend simitasa
sa €s eltavolitasa
D[0]-S[5]=nyers trend Trend simités T[n]=D[0]-S[5] trend simitisa
D[0]-T[n]=nyers szezonali- Szezonalitas simitasa S[6]=D[0]-T[n] simitott sze-
tas zonalitasa
S[6] Szezonalis trend simitd- S[n]=S[6] - S[6] trend simitasa
sa €s eltavolitasa
D[0], T[n], S[n] Irregularis komponens  I[n]=D[0]-T[n]-S[n]
szamitasa,
D[0], T[n], S[n], I[n] grafikus abrak grafikus dbrak értelmezése

készitése (T, S, I, T+S) ¢és diagnosztizalasa
3-4. tabla folytatasa: SABL szoftver miikodése: megadandé paraméterek

Paraméter | Jelentése Lehetsé-
neve ges értéke
in az iddsort tartalmazo adatfajl neve, amit a SABL felismer, | *.dat

egy oszloban adatsor, egérmiivelettel megkereshetd, Excel
fajlnal, modositott mentés: formazott szoéveg szokdzzel ta-
golt, *.prn, majd a , cseréje .-ra a Total Commanderben:
* txt vagy *.dat. Meg kell adni.

* txt

30 Kruzslicz Ferenc-Kiss Tibor-Sipos Béla: SABL Decomposition of Time Series ©1997 PTE Version 2.1.
Bl Cleveland, W. S.-Dunn, D. M.-Terpenning, 1. J.[1979] Table 1, p. 206.
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sbl, out a fajl neve, amelybe az eredményeket tessziik, egér-|*.sbl *.out
miivelettel megkereshetd. Meg kell adni.

ndp az iddsor egy ciklusanak hossza (havi adatoknal 12, ne-{12, 4, 9
gyedéves adatokndl 4, hosszl ciklusoknal 9 stb.), amit be | stb.
kell irni. Meg kell adni.

nts a trend simitas nagysaga, lehet valtoztani: kis, kozepes ¢és | Kozepest
nagy, alapértelmezés kozepes, ndp megadasa utan dupla | megadja
kattintas.

nss a szezonalis simitds nagysaga, lehet valtoztani, kis, koze- | Kozepest
pes és nagy, alapértelmezés kdzepes, ndp megadasa utan | megadja
dupla kattintas.

ndd az iteracidban kiesO adatok helyreallitdsahoz hasznalando6 | 1..[ndt/
regresszids adatok szama (max. a periddusok szamanak fe- | (2-ndp)]
le, tehat az idOsor hossza osztva a periddus hosszaval)

ver a tobbi paramétert becsiili az nts és nss értékekre kdzepes simitasi értéket ad.

Az "in" "out" és "ndp" paraméter megadasa kotelezd, az dsszes tobbi nem, mivel a szoft-

ndt az iddsor hossza (az adatok szama), a program kiszamol- | 1...16384
ja, nem kell megadni
niter |az algoritmus soran végrehajtandod iteracios 1épések sza-|0...65535
ma
p a be- ¢és kimeneti adatok transzformaciés paramétere: barmely
Meg kell adni, 0, 0.5, 0.33 stb. valds szam:
1 az alap-
eset
var irregularis rész levagasa, az alabbi 6sszefiiggés szerint pozitiv va-
| irregularis adat ‘ > var - szoras (irregularis sor) 16s szam:
Alapeset: 1. 2,3
Ered- [az Eredmény munkalapban a szamitasok paraméterei és|D, T, S, I
mény |eredményei lathatok:
D: eredeti adatok
T: trend komponens
S: szezonalis komponens
I: irreguléris rész
A D, T, S, I adatsorokat Excelbe masoljuk, a tizeses .-t
cseréljiik ,-re és az adatokat pl. T, S, I, T+S abrazolhat-
juk elemezhetjiik.

A SABLSHEL.EXE szoftver alkalmazasanak bemutatasa.

sAaBL shell

Kezeld felillet a SABL: programhoz

Input Fajl: |D:\.SABL'\.ENEF|EIA,TXT

] A Failnewvek

falot prabald

O utput féi|I|D:\SAB L*"ENERGIA_ SBL

ki a dupla
| kathinkasi

Kiszamitandd kifejezések [expr=]:|d_t,s,i

Az idBsor hossza [ndt=): Trend-simitas nagysaga [nts=):  [15 |
Periodus hosza [ndp=1: Szezon-simitas nagysiga [EX
Regresszidés bazis mérete (ndd): [1_ | Adatok transzformacisia (p=): [
Iteraciék szama [niter—): [ ] kisas adatok wagasa [var=): [

Szamolas | Eredmeny

Segitseg

Szamolas utan:
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El (Inactive D5 SABLYSABL_WIMNEXE) =10l =l

SABL decomposition of Time Series {(c) 19298 JPTE wversion 3.1 -
Iterating: 188%

OK: A program sikeresen lefutott o

N [ | L

Az Eredmény: d = eredeti idosor, t = SABL trend, s = SABL szezonalitas, 1 = irregularis rész.
=T

File Edit Format View Help

# - SABL output —-—————————————————

# Input=D:\SABLMENERGIA.THT Output=D:% SABLYENERGIA. SBEL

# p=1l.000000 var=

# ndt=36 ndp=12 nts=15 n=ss=9 ndd=1 niter=1

# expr=

# d t = i
3Z1.000000 263.64401= 58.347539 —-0.991551
Z211.000000 263.720641 —-52.470277 —0.250364
Z00. 500000 263.874849 —-64.944837 1.5569988
310. 400000 264.103957 49.8%92003 -3.595960
3zl1.000000 Z264.41534= 76.438333 —-19.8536875
Z214.500000 Z264.815004 —52.384610 2. 0689605
Z204.500000 265.302375 —-6l. 692267 0.889893
Z298.900000 265.871354 50.393676 —-17.365030
319.000000 Z266. 496744 55.851146 —-3.347889
Z1&. 000000 Z267.127685=2 —-57.072974 5.945322
Z204. 000000 267.714489 —G64. 471225 0.756735
330. 400000 268.230925 59.047005 3.122069
317.000000 268.675428 59.312682 —-10.988109
Z217.000000 Z269.060020 —-52.466381 0.406361
Z203.000000 269.402367 -65.079%292 —-1.322375
31&8.000000 Z269.718027 50.5512%30 —-Z.270017
350. 000000 270.019876 77.870631 2.109493
Z218.000000 270.332279 —-52.7210z0 0.388741
Z0zZ.000000 270.700934 -6l.3253399 -7.375535
3zZz2.000000 271.157337 50.34/5489 0.496174
346. 000000 271.7326853 55.021300 19.246048
Z214.000000 272.464292 —57.636644 —-0.827648
Z203.000000 273.368539 -64. 162602 —-6.205937
32Z5.100000 274.430703 59.167122 —-8.497825 -
358. 000000 275.611289 60.370406 22.018304
ZzZ0.000000 276.859685 —-52.463718 —-4.395987
Z21z.500000 278.112014 —-65.2123465 —-0.399549
339.500000 279.294833 51.243542 8.9261625
368. 000000 Z280.421120 79.218573 8.359307
Z22z2.500000 281.477619 —-53.084105 —-5.893514 =l

A SABL szoftvert a fokonyvtarba kell masolni: pl. C:/SABL vagy: D:/SABL.

A program a SABLSHEL.EXE fajllal indul. ElStte az adatokat eld kell késziteni. Az Excel f4jl csak egy
adatsort tartalmazzon, azt amit majd a SABL-lal le kivanunk futtatni. Az oszlopnak ne legyen neve az el-
sO celldban, csak az iddsort hasznaljuk. Mentsiik le mddositott mentéssel: Formazott szoveg (szokozzel
tagolt, kiterjesztés: *.prn) formatumban. Windows Commanderrel szerkessziik, a vesszoket cseréljiik ki
pontokra. Hasznalhatjuk a jegyzettombot (notepad-ot) is ahol megnyitjuk a *.prn fajlt és a vesszoket cse-
réljiik ki pontokra és lementjiik a szoveg allomanyt: *.txt. Ezt a fajlt a SABL felismeri, majd az output
fajlnak nevet kell adni: pl. *.sbl és a peridodus hosszat (ndp) moddositani kell az adatsor ismeretében, pl.
havi adatok 12, negyedéves adatok: 4, stb. Ezt kovetden a szezon ¢€s a trend simitdsa cellakra klikkelve a
kozepes simitas fokat kiszdmolja, amitdl el lehet térni. Ha a kozepes simitasi fok felét vessziik akkor kis,
ha dupldjat akkor nagy simitasi fokkal szdmolunk. Erételjes irreguldlis hullamzas és gyakori kiugro érté-
kek esetében célszerii a nagy simitasi fokot alkalmazni. A tobbi paramétert [Pl.: Adatok transzformacidja
(p=), Kiugroé értékek vagasa (var=)] az el6z6ekben leirtak szerint lehet megadni. Ha lefutott a program az
Eredmény munkalapban megjelenik a D, T, S és I oszlopvektor, amit Excelbe lehet masolni és a tizedes
pontokat ki kell cserélni vesszokre. Az adatok Excelben (pl.: T, S, I, T+S) abrazolhatok ¢és értékelhetok.

A szamitasokat a Magyarorszag energiafelhasznaldsa, negyedéves adatok, 1999-2007 (PJ) alapjan mutat-
juk be, ahol: D: eredeti adatok, T: trend komponens, S: szezonalis komponens és I: irreguléris rész.
Grafikusan abrazolva az eredeti adatokat (D) ¢és a SABL trendet (T), a szezonalitast (S) és az irregularis
részt (I):
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Energia felhasznalas (PJ) alakulasa Magyarorszagon és a
400 SABL szoftverrel végzett szamitasok eredményei
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3-23. abra: Energia felhasznalas alakulasa Magyarorszagon

Az USA energiafelhasznalasa "> esetén a szamitasokat elvégezve a T+S az alabbi abrat mutatja:
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3-24. abra: Az

USA villamos energia fogyasztasa

Ha az adatok transzforméacioja s=0, akkor a trend és szezontényezd kozotti multiplikativ kapcsolatot addi-

tivva alakitjuk.

Az USA lakossagi villamosenergia fogyasztasa (milliard

kwora/hénap)
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3-25. abra: Az USA villamos energia fogyasztasa. A SABL trend

132 Az adatsort a

szezonalitas vizsgalatanal mar bemutattuk.
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Gyakorlo feladatok a SABL-szoftver alkalmazasara*

1. A SABL szoftver felhasznalasaval valassza szét a trend (T), a periddikus (S) és az irregularis (I) ténye-
z8ket és abrazolja a T+S Osszeget az Amerikai Egyesiilt Allamok (USA) rendelkezésre allo hosszu iddso-
rai alapjan. A periddus hosszanak vegyen 9 és 18 évet.

1.1 Egy fore juto aranytermelés 1860-2005 kozott.

1.2 Egy fore jutd kdolajtermelés 1866-2005

1.3 Egy fore jutod kdszéntermelés 1860-2005

1.4 Egy fore jutd 6lomtermelés 1830-2005

1.5 Egy fore juto acéltermelés 1867-2005

1.6 Egy fore jutd vasérctermelés 1880-2004

3.8 Az ARIMA modellezés menete

George E. Box ¢s Gwilym M. Jenkins népszerusitette az autoregressziv/mozgdatlag modellek alkalmaza-
sat idsor prognosztizalasi feladatokra. Mikozben ezt a mddszert eredetileg az 1930-as években fejlesztet-
ték ki, nem volt széleskdrlien ismert, amig Box és Jenkins nem publikélta részletes leirdsat konyv forma-
ban 1970-ben'** A Box és Jenkins altal ajanlott altalanos modszer, ARIMA modellek alkalmazisa
idosorelemzésre, prognosztizalasra és ellendrzésre az idésorelemzés Box-Jenkins modszertanaként lett
ismert. Az ARIMA (AUTOREGRESSIVE-INTEGRATED-MOVING-AVERAGE=
AUTO&EGRESSZI'V INTEGRALT MOZGOATLAG) modellezés menetét a kovetkezkben foglaljuk
Ossze.

A szochasztikus iddsori modellek integralt autoregressziv és mozgoatlag (réviditve ARIMA) modellcsa-
ladjanak elnevezésében , az AR az autoregressziv, az MA a mozgdatlag jelzére, az 1 betl
(INTEGRATED) pedig az 6sszegzésre utal. Az autoregressziv (AR) modell, az idOsor jelenlegi értékét,
sajat eldzo értékeinek fliggvényében fejezi ki, természetesen, mint sztochasztikus modell, kiegésziilve a
véletlen ingadozast reprezentald valtozdval. Az autoregresszid a regresszid olyan forméja, melyben az
eredményvaltozé mas magyarazd valtozok helyett sajat kiilonbozd késleltetésti multbeli értékeihez kap-
csolodik. Statisztikai szempontbol tehat egyvaltozds idésorelemzést végziink.

ARIMA (p, 0,0):

Y, =0, +qY, +¢Y , +..+9,Y,  +¢,

vagy:
Y =Y, +0Y,+..+0,Y,  +g
ahol: p az autoregresszivitas rendjét jeloli.
A mozgoadtlag (MA) modell az idOsor jelenlegi értékét, a jelenlegi és a multbeli véletlen valtozok fliggvé-
ny¢ben fejezi ki.
ARIMA (0,0,q)
Y =g t0e, +0,e,+...+0¢
ahol: q a mozgoatlag folyamat rendjét jeloli.
(théta= 0, e=epszilon, fi=¢)
Mozgodatlag. Két kiilonb6zo jelentése van ennek a kifejezésnek. El6szor: iddsoroknal a k- taghi mozgoat-
lagot k egymast kovetd megfigyelési érték atlagaként definidlhatjuk. Ezt felhasznalhatjuk simitasra vagy
elOrejelzésre. Masodszor: a Box - Jenkins modellezésben az MA a mozgdatlag roviditése az ARIMA-ban,

¢s az jelenti, hogy az iddsor értékét a t idOpontban befolyasolja a jelenlegi hibatag és a multbeli hibatagok
sulyozott kombinacidja.

33 Box, G.E.P. - Jenkins, G.M. [1970]: Time Series Analysis. Forecasting and Control. Holden-Day, San Fran-
cisco, CA.

3% Herman-Pintér-Rappai-Rédey: Statisztika II. [1994] Pécs. 8.6. Sztochasztikus idésori modellek. fel-
hasznalasaval és kiegészitésével.
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ARMA modell Az ilyen tipusu idésori modell formaja lehet autoregressziv (AR) vagy mozgoatlag (MA)
vagy a kettd kombinacioja (ARMA, vagy mas néven vegyes modell).

A vegyes (ARMA) modell az iddsor jelenlegi értékét, sajat eldzo értékeinek, és a jelenlegi, illetve a mult-
beli véletlen valtozok fiiggvényében fejezi ki.
ARIMA(p,0,q):

Y =Y, t..t¢Y,  +e +0¢g  +..+0 ¢

q7t-q
Az autoregressziv integralt mozgodtlag (ARIMA) modell, a differencia- vagy kiilonbozet- képzéssel sta-
ciondriussa transzformalt, un. d-ed rendl integralt [1(d)] idésorokra felirt ARMA modell. Ha példaul az
1dosor els6 differencidi (az Y — Y. értékek) stacionariusak, az eredeti idésor elsérendi integralt [I(1)].
Az ARIMA modellezés kiinduldpontja annak megallapitasa, hogy a vizsgélni kivant iddsorunk staciona-
rius-e, illetve, ha nem, akkor az, hogy alkalmas transzformaciéval stacionariussa tehet6-e. Ezzel eldontot-
tilk azt, hogy az adott id6sorhoz illeszthetd-e ARIMA modell, ha igen milyen (d) dimenziéval (fokkal)
rendelkezik. A kovetkezd kérdés annak megvalaszolasa, hogy milyen tipusi ARMA modell illesztésével
probalkozzunk, illetve, milyen legyen az autoregresszivitas (p) és/vagy, a mozgoatlagolas (q) rendje. Erre
a kérdésre a valaszt a tapasztalati, vagy a transzformalt idésor ACF és PACF értékei (autokorrelacios- és
parcialis autokorrelacios egyiitthatok) alapjan adjuk meg. A modellezés ezen fazisat, modell azonositas-
nak (identifikécionak) nevezi a szakirodalom.
Ezutan a modellezés 1€pései alapvetden megfelelnek a mar ismert linedris regresszids modellezésnek. A
valasztott modell paraméterbecslése utan a modell ellenérzése kovetkezik. A modell ellenérzése soran
vizsgaljuk azt, hogy paraméterei szignifikdnsak-e, illetve véletlen valtozoik fehér zaj folyamatot kovet-
nek-e. Specidlisan az ARMA modelleknek van stacionaritasi (az id6sor jellemz6i idében allanddak, azaz
fiiggetlenek a t idovaltozotol) €s invertibilitdsi (azaz a becsiilt paraméterek abszolut értéke kisebb mint
egy) feltétele is, melyek a modell paramétereinek értékére vonatkoz6 megszoritdsokként jelennek meg.
Ezutan dontiink arrol, hogy felhasznéalhato-e az illesztett modell elemzésre, eldrejelzésre, vagy mas mo-
dell valasztasaval kell probalkoznunk. A modellkészités menetét illusztralja az alabbi folyamatabra.
Az ARIMA modellek dimenzioit a kovetkezé moédon adjuk meg: ARIMA (p, d, q). A gyakorlati alkalma-
zasok szerint az iddsorok nagy része jol kozelithetd olyan modellekkel, melyeknél az autoregresszivitas
és a mozgoatlag folyamat rendje (p és q), illetve a differenciaképzés foka (d) alacsony. Altalaban mindha-
rom dimenzi6 - a (p), a (d), és a (q) is 0, vagy 1, vagy 2 értéket vesz fel. Olyan idésorok elemzésére, me-
lyek szezonalis ingadozast is tartalmaznak, az Un. szezondlis ARIMA modellek alkalmasak, melyekkel pl.
havi adatsorok (s=12), vagy negyedéves adatsorok (s = 4) elemezhetdk. A szezonalis modellek altalanos
jelolése: ARIMA (p, d, q) (P, D, Q)s.
A paraméterek fiiggvényében az idésor hossza rovidiil, a kiesé adatok szama=p+d+q+s(P+D+Q)
Az ARIMA modellezés feltevése szerint tehat, az iddsorok altal reprezentélt sztochasztikus folyamatok,
viszonylag egyszer linearis modellekkel leirhatok. A modellezési technika kidolgozasanak alapveto cél-
Jja, megbizhat6 rovidtava eldrejelzések készitése.
A modellezés soran a megfigyelt idosorban tapasztalhatd belsd Osszefiiggések alapjan kovetkeztetiink a
sztochasztikus folyamat jellegzetességeire. E jellemzdok hatarozzak meg a valasztott modell tipusat. A
modell paramétereinek segitségével - melyeket a megfigyelt idésorbdl becsiiliink, - leirhatd az a "sziszté-
ma", aminek alapjan az iddsor jelen iddszaki értéke eldallithatd, az idésor multbeli értékeinek és/vagy az
elmult idészakban realizalodott véletlen eltéréseknek a linearis kombinacidjaként. A modellek alkalmaza-
sédnak végso soron az a célja, hogy valasztott megbizhatdsagi szint mellett az iddsor jovobeni értékeire in-
tervallumbecslést tudjunk adni. Az idésorokban tapasztalhatd belsé Osszefiiggések megallapitasa az idd-
sorok korrelaciods strukturajanak feltarasat jelenti, ez indokolja a modellkészités nagy adatigényét. Altala-
ban 100-120 elemii megfigyelt idésorra van minimalisan sziikség, mivel célszerli minél nagyobb késlelte-
tésig elmenni, ami azt jelent, hogy altalaban a K= 20-25. Az 4ltalanosan alkalmazott 6sszefiiggés K<(n/4)
alapjan 25 idészakkal torténd késleltetéshez legalabb 100 elemii idésorra van sziikségiink. Nem szezona-
lis, tehat éves adatok esetében a K lehet kisebb, pl. 12 (ez 48 éves adatot igényel), de szezonalitast tartal-
mazo0, pl. havi adatoknal a tendencia feltardsdhoz 3*12=36 havi késleltetésre is sziikség lehet, itt az n>144
havi adat. A hosszl id6tavot atfogo, 0sszehasonlithatd adatsor megfigyelése sokszor megneheziti a mo-
dellezést, amihez hozzajarul még az alkalmas, lehetdleg ingyenes, szoftverek beszerzése. (pl. JMulti,
[http://www.jmulti.de/] Gretl, [http://gretl.sourceforge.net/] R+ interneten miik6do szoftver)
R+ interneten elérhetd: Free Statistics Software (Calculator).
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Adatcsere utan paramétereket be kell allitani és szamol, hibas paraméterezés esetében lizenetet ad, Excel-
be is lehet exportalni, a vesszoket ki kell cserélni, ha az adatokkal tovabbi szdmitdsokat végziink az Ex-
celben, pl. diagram készitése.

(Partial) Autocorrelation Function - Free Statistics Software (Calculator):

http://www.wessa.net/rwasp _autocorrelation.wasp#output

ACF ¢és PACF szamitésa és tesztelése.

ARIMA Backward Selection - Free Statistics Software (Calculator)
http://www.wessa.net/rwasp_arimabackwardselection.wasp#output

ARIMA paramétereinek becslése, backward elimindciés modszer alkalmazésa.

ARIMA Forecasting - Free Statistics Software (Calculator) :

http://www.wessa.net/rwasp _arimaforecasting.wasp

Eldrejelzés és tesztelés (teszt peridus megadasa).

Az elméleti idésort jelentd sztochasztikus folyamat jellemzdi (varhatd értéke, szorasnégyzete ¢&s
autokorrelacios egyiitthatdi) azonban, csak akkor becsiilhetdk a tapasztalati iddsorbdl, ha ezek a jellem-
70k idoben dllandoak, azaz fiiggetlenek a t idovaltozotol. Az ilyen tulajdonsagokkal rendelkezé iddsoro-
kat stacionarius idosoroknak nevezziik.
Stacionarius idésor az Y1, Yo, ..., Yy, ..., YT elméleti idosor ha :
LE(Y)=n

2. Var (Y,) = o>

_Cov (Y, Y y)

62

hot COV (YY) =E (Y = )Yy~ )] 4

3'pk k:l,2,...

2 : - —

A staciondrius idésorok nem tartalmaznak idotrendhatast, az id6sor értékei egy allandé atlagos szint ko-
rll ingadoznak, alland6 szorassal. Az allandd szorés azt jelenti, hogy az ingadozasok intenzitisa idében
nem valtozik (nem ndvekszik vagy csokken). Ezenkiviil a staciondrius idsorokra jellemzd az, hogy az
autokorreldacios egyiitthatoi (px) idoben allandoak, nem fiiggnek t-t0l, csak a valtozok egymas kozotti ta-
volsagatdl, k-t6l. Amennyiben idésorunk nem staciondrius folyamatbol szdrmazik, alkalmasan megva-
lasztott transzformacidval stacionerré probaljuk alakitani. Ha ez nem sikeriil, a folyamatra ARIMA mo-
dellek nem illeszthetok.

1. A stacionaritas biztositasa

Az ARIMA modellezés kiindulopontja annak megallapitdsa, hogy a vizsgalni kivant idésorunk staciona-
rius-e, illetve, ha nem, akkor az, hogy alkalmas transzformacioval stacionariussa tehet6-e. Ezzel eldontot-
tik azt, hogy az adott idésorhoz illesztheté-e ARIMA modell, ha igen milyen (d= DIFFERENCE,
DIFFERENCIA) dimenziéval (fokkal) rendelkezik.

1.a Stacionarius iddsor. Az eldzdekben definialtuk a stacionarius idésor kritériumait. Ennek alapjan a sor
stacionarius, ha a statisztikai jellemzdi fliggetlenek a konkrét idoperiddustol a megfigyelés folyaman.

1.b Nem stacionarius iddsor. A tapasztalati idésor nem stacionarius jelleget mutat, ha az alapjaul szolgalo
folyamat atlaga ¢€s/vagy variancidja nem konstans. A gyakorlatban az iddsor abrajanak tanulmanyozasa,
illetve az idésor autokorreldcidinak sorozata felhasznalhatdé annak megéllapitasara, hogy az egyik, vagy
mindkét feltétel fennall-e. Az elsd 1épés tehat stacionaritas biztositasa.

108



NEM Transzformaciok

Stacionarius-e (differencia
az idésor? képzés,
logaritmizalas
IGEN
Modell azonositasa
(identifikacio) a p,q értékének
magallapitasa
ARMA (p,q)
Paraméter-
becslés
A modell
Modellellen6rzés médositésa

IGEN

Elemzés,
elérejelzés

I

3.8.1 Az ARIMA modellezés lépései.

Nem staciondarius idésorok'*:

135 Forras: http://www.google.com/search?q=forecasting+error+definition+filetype:ppt&hl= en&client =netscape-
pp&rls=com.netscape:en-US&prmd=ivns&ei=QUJKTtGLLYzOswan9Jm UB w&start=40&sa=N Koreabol érkezd
turistak szama, havi bontasban 1992-2004.
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I A stacionaritas biztositasa éves adatok esetében, nem szezonalis differencia képzés."

Altalaban megéllapithat6, hogy a gazdasagi, tarsadalmi iddsorok tobbsége jelentds fejlédést mutat, altala-
ban jellemz6 rajuk az emelkedd, vagy csokkend tendencia. Ilyen esetekben mondhatjuk, hogy az iddsor
varhat6 értékében nem stacionarius, és ezért képezziik a sor elsd differenciajat, azaz képezziik az idésor
(Yi¢— Yy) értékeit. Az els6 differencidk, az eredeti sorbol szamitott valtozasokként értelmezhetdk.

AYt = Yt - Yt—l
Vegyiik az alabbi linearis idOtrendet:

Y, =b, +b,t
Az idétrend elso differenciaja:

136 Ramanathan Ramu [2003]: Bevezetés az 6konometriaba alkalmazasokkal. Panem. 537-540.
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+At) -
dy _ i AY _ lim Y(t+At)-Y(t)
dt A0 At At—0 At
A linearis trend t-szerinti derivaltja:

~ (Yt 'Yt-l)/(t'[t'l]) = (Yt 'Yt-l)

dy

!
Mivel tehat a kozelitdleg linearis id6trend esetén az egymast kovetd tényadatok kozott konstans értékii a
kiilonbség, vagyis a ndvekmény vagy csokkenés, igy az egységintervallum szerinti differenciaképzéssel a

ido6trendhatast tekintve konstans értéken tarthat6 a folyamat.
Amennyiben az elsd differenciak nem stacionariusak, akkor masodszor is differencidlni kell, mégpedig az

elsé differencidkat [(Yi— Yt.1) - (Y1 — Yi.2)]. Ilyenkor az idésor masodrendii integralt [1(2)]. Az els6foka
differencia-sornak n-1, a masodfokt differencia-sornak n-2, a mig a tizenketted foku differencia-sornak

[tizenkettedrendli integralt I(12)] pedig n-12 adata lesz.
AY, =(Y,-Y,,)

AZYt = (Yt - Yt—l ) - (Yt—l - Yt—2) = Yt - 2Yt—1 + Yt—2

A magasabb foku differencia-képzés sziikség estén tovabb folytathato.
A3Yt = (Yt - Yt—l ) - (Yt—l - Yt—z ) - (Yt—z - Yt—3 ) = Yt - 2Yt—l + Yt—3

A4Yt = (Yt - Yt—l ) - (Yt—l - Yt—2 ) - (Yt—Z - Yt—3 ) - (Yt—3 - Yt—4 ) =
Y -2Y ,+Y,,

A®Y, =Y, -2Y_, +Y,_,

A*Y, =Y, -2Y,_, +Y,_,,

Ha az iddsor exponencidlis id6trenddel rendelkezik, vagyis az iddsor allandd %-os iitemben, exponencia-
lisan nd, logaritmusa lineéris idétrendet tartalmaz, ami mar differencialhat6.

Y, = b,b!
InY, = Inb, + tinb,
A mésodfokti polinomidlis idétrend eliminalhato kétszeri- (A’Y,), a harmadfokt polinomialis idétrend
pedig hdromszori (A’Y, ) differencialdssal.
Y, =b,+b,t+b,t’
d’Y
dt
Y, =b,+b,t+b,t? +b,t’

= (b, +2b,t) =2b,

d’y, ) ,
= (b +2b,t+3b,t%) = (2, +6b,1) = 6b,

Trend-stacionaritas esetében: Y, —Y,_, Az idétrend lehet hiperbolikus, hatvanykitevés stb. szdmitasa
trend-szezon-hiba.xls parancsfijllal is torténhet. Az idOtrend-stacionaritas azt jelenti, hogy a trendtdl valo
eltérések stacionariusak. Kiszamitasa esetében, beillesztés utan az 1.1 0 nincs transzformaciot lehet va-

lasztani.
A gyakorlati alkalmazasokban a nem szezonalis differenciaképzésnél a differenciaképzés foka (degree of

non-seasonal differencing=d) legtobbszor d=0,1,2.
Ha az az id6sor staciondrius, akkor nullad rendii integralt [1(0)] sornak is nevezzik.
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A Box-Cox transzformacio'’:

Y0y = {(Y* /A, A#0
In(Y), A=0

A (Lambda) = 1 nincs transzformacié
A (Lambda) — 0 log-transzformacio, ugyanis az egyik nevezetes hatarérték:

X

Y>0

.oa
lim
x—0 X

esetiinkben a=Y és x= A

lim L};l) =In(Y)

= In(a)

A0

A Lambda= (-2, -1,9.....+1,9,+2)
-2<AL2
A Box-Cox transzformacio utan az adatok visszatranszformalasa:

Y =(Y()r+1)"

A Box-Cox transzformacio részletes leirasa:
Y-t a kijelolt hatvanyra emeli és a megadott képlettel szamol:

YO =(Y"-1)/x
A=1->Y
Y(1)=Y-1
A=0—>InY
A=2Y?

Y(2)=(Y*-1)/2
z:% - Y2 =AY

Y(1/2)=(Y"-1)/(12)

d=-1o yi=L
Y

Y(-1)=(Y"-1)/(-1)

A mintapéldak adatbazisat és a részletes szamitasokat a Box-Cox-transzformaciok.xls fajl tartalmazza. A
véletlen tényezOt (e) véletlenszdm generatorral allitottuk eld, nagysadga a -1 és +1 intervallumban in-
gadozik. A szamitdsokat az R ARIMA Forecasting - Free Statistics Software (Calculator) fel-
hasznalasaval végeztiik. Internetes elérés:

http://www.wessa.net/rwasp _autocorrelation.wasp#output

1. Nincs transzformacié (A=1), ha az id0sor a stacionaritasi feltételeknek (az elézéek alapjan az
egyes valtozok varhato értéke (p), variancidja (6°), valamint a kiilonboz6 idépontokhoz tartozé véltozok
(Y1, Yk kapcsolatat kifejez6 (auto)kovariancia idében allando) eleget tesz.
Legyen Y, =10+e
Y(1)=(10-1)+u

A szamitasok eredményei grafikusan:

137 Ramanathan Ramu [2003]: Bevezetés az 6konometriaba alkalmazasokkal. Panem. 281. '*® Chan N. H. [2002]:
Time series. 41.
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Original Time Series

3 2 WA AR A
[II 2‘0 4‘0 EID BI[] 1 IIJD 1 ;D 1£II-D
time
wWarking Time Scries (lambda=1, d=0, D=0}
£ 2 W WA APSAR A -
[II 2‘0 4‘0 EID BI[] 1 IIJD 1 ;D 1£II-D
time
Autocorrelation
o _
L -+
g =
g —d
s T || |
= [ ] | |
o b
8
T T T T T
8] 5 10 15 20
time lag
{lambda=1, d=0, D=0, C1=0.95, C| type=white]
2. Az In-transzformaciot (A=0) akkor hasznaljuk, ha hibatényezd szorasa (o) az Y ndvekedésével

szintén nd (pl. exponencialis id6trend, amikor az atlagos novekedés iiteme allando, mint példankban 6
%/¢év vagy ha novekvo az id6trend és multiplikativ szezonalitas, tehat az id6ben eldrehaladva az ampli-
tudé nd) vagy ha a hiba (g) eloszldsa jobbra ferdiilt, (jobboldali asszimetria, balra hosszan elnyul6
eloszlas)

Legyen:

Y, =10%*1,06" *¢°

In(Y,) =In(10) +t*In(1,06) +¢
Ebben az esetben In-transzformacidt (A=0) hasznaltunk, igy a relative (%-os) novekedés abszolutta
(In(1,06) valt ¢és elséfoku differencia (d=1) alkalmazéasaval stacinariussa alakitottuk a sort.

Original Time Series

value
30000
| |

0

s} 20 40 B0 a0 100 120 140

time

Working Time Series (lambda=0, d=1, D=0}

value
-0.05 010
|

o 20 40 60 £0 100 120 140

time
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Autocorrelation

=2 O

= [ [ | ] ! Lo |

= ‘ T T | | T l |

? T T T T
5 10 15 20

trme lag
{flambda=0, c=1, D=0, S1=c.95, Gl type—white)
r roer r1: . r 1 . s 2 r
3. Négyzetes transzformaciot (A=2) akkor hasznaljuk, ha a hibatényez6 variancidja (c”) aranyos a

varhat6 értékkel (1) vagy ha a hiba (&) eloszlasa balra ferdiilt, (baloldali asszimetria, jobbra hosszan el-
nyul6 eloszlas) Ha az adatsor gyokos format kovet, akkor a A=2 transzformaciéval linearizdlhatd az
1d6sor és d=1 differencialassal stacionariussa tehetd.

Y, =1,05*+/t
(Y,)? =1,05 *t
Y(2)=(1,05"-1)/2

Original Time Series

;g ag ] \'\_f\\,_\‘l"\’_\‘w
5 i : MWWW
T T T T T T T T
[a] 20 40 &0 20 100 120 142
time
Working Time Series (lambda=2, cd=1, D=0)
© ]
3 - MN\;\M\A%&N\NMWMWWWMW
'I_ L T T T T T T T T
o 20 40 e0 =1ul 100 120 140
time
Autocorrelation
Sl
< . L |
7777777777777 e I||lI
CI’ i T T 1 T 1
a 5 10 15 20
tmelag
{ambda=2, d=1, D=0, Cl1=0.95, Cl| trpe=white]
4. A négyzetgyokos transzformaciot (A=1/2) akkor hasznaljuk, ha a hibatényez6 variancidja aranyos

a varhato értékkel. Ezt hasznaljuk masodfok parabolikus iddétrendnél.

A mintapélda:

Y, =1,01%¢?

(Y,)"? = /1,01 *t

Y(1/2)=(1,01"*-1)/(1/2)
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Original Time Sories
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5. A reciprok transzformaciét (A=-1) akkor hasznaljuk, ha a hibatényezd varianciaja (c°) csokken,

amikor a valtozo (Y) értéke csokken. Ezt hasznaljuk hiperbolikus idétrendek linearizalasanal.
A mintapélda:

Yt=5500*%

1
Y) = *t
(Yo) 5500

Y(-1) = ([1/5500]" -1)/(-1)

Qriginal Time Series

EER
a m
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S T T T T T T T T
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time
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[
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Autocorrelation

1.0

ACE

0.2

Liries luy

{lambda=-1, d=1, D=0, Cl=0.25, Cl type=white)
IT A stacionaritas biztositasa havi adatok esetében, szezonalis differencia képzés.

Egy tovabbi eset, amikor gyakran eléfordul a stacionaritds hidnya: a szezonalitds. A peridodusidd szerinti
differencialéssal a szezonalis iddeltolds mellett tapasztalhato hatasok, a periddikus mozgésok sziirheték
ki. Negyedéves ¢és havi idésorokban a stacionaritds hidnya gyakran eltiintetheté a megfeleld differencia-
lassal.

Negyedéves adatoknal:
AY, =(Y =Y ) (Yo, - Yo) - (Yo, - Y, ) (Y, - Y, =
Y -2Y ,+Y,,

Havi adatoknal:

AY, =Y, -2Y, ,+Y,,
Tovabbi probléma lehet, hogy az ingadozas intenzitdsa allando-e vagy nem, ha nem In-transzforméciot
lehet alkalmazni.

Ha sziikséges, mindkét transzformécio elvégezhetd, eldszor a logaritmizalas illetve Box-Cox transzfor-
macid, majd a transzformalt adatok differencia-képzése. Az ARIMA szamitasok elvégzése utan vissza
kell transzformalni az adatokat. A szoftverek, pl. az ARIMA.xlIs vagy a GRETL elvégzi a differencialést
¢s a becslésnél visszaalakitja az adatokat eredeti formatumukba, de pl. az In transzformalt adatokat nem,
mivel ezekkel szadmoltunk. Ilyenkor a becsiilt értékeket e hatvanyara kell emelni (Excelben kitevo (Y be-
csiilt)) El6szor a szezondlis, esetiinkben a havi differencialast kell elvégezni, majd ezt kdveti ha sziikséges
az éves adatoknal mar bemutatott differencialas.

Szezonalis differencia képzés:
D=1 (y+yt12), az iddésor 12 adattal rovidiil.
D=2 (y+-yt24), az id6ésor 24 adattal rovidiil.

Nem szezonalis differencia képzés:
d=1  (y+yw1), az idésor 1 adattal rovidiil.
d=2  (y+yw2), az idésor 2 adattal rovidiil.

3.8.1 Az autokorrelicios- és parcialis autokorrelacios egyiitthatok és az ACF és PACF értékek becs-
lése és tesztelése

Az id6ében lejatszodd folyamatok mindegyike sztochasztikus folyamatként definialhatd, mely valoszini-
ségi valtozok sorozataként jelenik meg. Ezt elméleti idésornak nevezziik.

Yi,Y2, ... ,Ye, ..., YT,

Az Y, (t=1,2, ..., T) valosziniiségi valtozok mindegyikére vonatkozéan egy megfigyeléssel rendelke-
ziink, ez a modellezés adatbazisat jelentd tapasztalati idosor,

Yl»Y2a~--,Yt»---»Yn
melyet a sztochasztikus folyamatbol vett n elem{i mintanak tekintiink.
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Mind az elméleti idésort alkotod valoszinliségi valtozoknak, mind a tapasztalati id6sor kiilonb6z6 idépont-
okhoz (idétartamokhoz) tartozd megfigyelt értékeinek a felsoroldsa kotott. Az idésori sztochasztikus mo-
dellezés ezt, az adatok sorrendiségében rejld informaciot hasznalja fel az idésor jovObeni értékeinek becs-
1ésére.

A megfigyelések sorrendjében rejlé informaciod leirdsaval, a tapasztalati idésorban 1évé ,,szisztéma” meg-
allapitasaval az elméleti iddsor jellegzetességeire kivanunk kovetkeztetni, azaz arra a sztochasztikus fo-
lyamatra, amelybdl a mintank szarmazik.

Az egymast kovetd megfigyelések kozott fennalld Osszefliggések megallapitasa az iddsorok korreldcios
struktarajanak leirasat jelenti, mely az autokorrelacids és a parcidlis autokorrelacios egyiitthatok szamita-
saval torténik.

A mintabol az autokorrelacids egyiitthatok becslése k késleltetéssel, a kovetkezéképpen torténik:
n—-k

Z (Yt - V)(Yt—k - V)
r =-=— k=12,..,K
\2
Z(Yt - }’)
t=1
A k késleltetés kiilonbozo értékeihez (k= 1,2,3,...,K) rendelt autokorrelacidés egyiitthatok, az
autokorrelacios fliggvényt alkotjak:

k 1 2 3 K

I I I3 e Tk

Az autokorrelacids egyiitthatok becsiilt értékei, az Y iddsor k idéegységgel késleltetett értékei kozotti li-
nearis korrelacios kapcsolat szorossagat mérik. Az r;az egymast kovetd, az r,, az egymastol két idéegy-
ségre 1évo értékek kozotti kapesolat intenzitasat jelenti, stb. Az 1, egylitthatok a késleltetés fiiggvényében

k=1, 2, ..., K), az autokorrelacios fiiggvényt, roviditve az ACF-et (Autocorrelation function) alkotjak.
Az autokorrelacios fliggvény értékeit matrixba foglalhatjuk:

1 4 19 L

L 1 L L

Rk =l 5L 4 1 L3
|G Lo L3 1 i

Az autokorrelacids egylitthatok esetében tesztelhetjiik, hogy vajon van-e kapcsolat az y; és az y.x kozott.
Hipotézisrendszeriink:

HO : rYth-k - 0
Hl: rYth-k * O

A nullhipotézis értelmében az y; és az yy valtozok kozott nincs szignifikans autokorrelacio, ennek elve-
tése az autokorrelacios kapcsolat szignifikans voltat igazolja.
A becsiilt autokorrelacios egyiitthatora €piild probafiiggvényiink:

Lyy VO 72 \/—2
\/ 1= -

A nullhipotézis teljesiilése esetén (n-2) szabadsagfoku kétoldalu t-eloszlast kovet.
A kapcsolat nem szignifikédns, 5%-o0s szignifikancia-szinten, tehat a Ho-hipotézist elfogadjuk, ha:

A/n 2
Y'Ytk
\/7 0 ,025(n-2)
YiYik

A kapcsolat szignifikans, 5%-o0s szignifikancia-szinten, tehat a H;-alternativ hipotézist fogadjuk el, ha:
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|t| _ D Vn-2

\/127 > t0,025(11—2)
-rY[Yt-k

Az iddsor stacionaritdsanak vizsgalata torténhet a tapasztalati idosorbdl szamitott ACF (autokorrelacios
fliggvény= autocorrelation function) alapjan, amennyiben a k késleltetés kiilonbozd értékeihez (k=
1,2,3,...,K) rendelt autokorrelacids egyiitthatok értékei lassan csokkennek, vagy majdnem linearisan, ez
indokolja a differenciaképzést. A megfeleld foku differencidk elérését az autokorrelacids egyiitthatok
gyors csokkenése jelzi. Ha az autokorrelacids egyiitthatok értékei a szezonalis komponens hatasanak
megfeleléen hulldmoznak, akkor a szezonhatést eldszor ki kell sziirni.

A parcialis korrelacios egyiitthatok becslése:

1. Modszer. (Cramer szabaly)

Ahol:

K=1,2,...K

R, =tgy kapjuk meg, hogy az Ry métrix utolsé sorat (1d. az alabbi métrixot), vagy oszlopat az (ry,ra,...,rx)
sorral (vektorral) helyettesitjiik.

1 1 1 G
r 1 1 L

*
R, =, 1 1 L3
L 5L 5 L |

A korrelacios egyiitthatok tehat, az R és Ry matrix determinédnsanak hanyadosaként hatdrozhatok meg.

A k késleltetés kiillonbozo értékeihez (k= 1,2,3,...,K) rendelt autokorrelacids egyiitthatok, a parcidlis
autokorrelacios fliggvényt alkotjak:

chk (I)ll CDzz CD33 (I)KK

A parcialis autokorrelacios egyiitthatok (&Dk) az iddsor k idéegységgel késleltetett értékei kozotti linearis
korrelaciés kapcsolat szorossagat mérik ugy, hogy a kdzbenso, 1, 2, ... k-1 késleltetések hatasat kiszir-
jik. A Cf)k egylitthatok a késleltetés fiiggvényében (k =1, 2, ..., K), a parcidlis autokorrelacios fiiggvényt,
roviditve a PACF-et (Partial autocorrelation function) alkotjak.

Specialisan:
Hak=1 @, = L, =
= ‘Rz I, — 1
Hak=2 @, =r = =21
22 YiYi-2-Yi-1 |R2 | 1 _ r12
Ahol: Ry=
1 I
I 1
és R =
1 I
rn |mn
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A determinans a diagonalisok szorzatdnak kiilonbsége, mivel a matrix 2*2-es.

2. Modszer. (Durbin - féle rekurziv eljaras)
Ha k=1
O, =1
ha: k>1
k-1 _
. L= O %1
q)kk = J__l ~
1-)» @, i
=
Ci)k,j = qsk—l,j _C,Isk,k(,bk—l k-]
j=12,..., k-1
Példaul:

O =5 — (D * 5+ Dy * 1)
33 T =
1=(®,, * 1+ Dy *1,)
ha: k=3
Dy =D DD, =1, — D, *1;
Lathato, hogy ez az eljaras a parcidlis autokorrelacios egyiitthatokat, az alacsonyabb rendli folyamatra
mar kiszamitott parcialis autokorrelacids egytitthatok segitségével allitja eld.

3. Modszer. (A Yule-Walker egyenletekkel torténd becslés'®:)
1 I T T EN
1:l 1 r1 rk 2 1:.1
®=R"r=| 1, f, 1 - 1,
G G, fiyo o1 J L%

i=1,2,3...k Kkésleltetett értékekre kiilin-kiilon ki kell szdmolni a szorzatokat (R'r)és a parcialis

autokorrelacios egyiitthato (k=1,2....K) a szamitott vektor ® utols6 eleme lesz.

Az Excelben mind a harom mdédszer programozhato, de a harmadik a legkényelmesebb és ezért ezt hasz-
naltuk a parcialis autokorrelacids egylitthatok becslésére.

A tapasztalati iddsor ACF ¢és PACF értékei alapjan azonosithatéd a sztochasztikus folyamat tipusa, amely
egyben kijeloli a valasztandd modell tipusat. Az EXCEL rendelkezik determindnst meghatdrozd prog-
rammal.
Ha egy stacionarius idésor ACF és PACF értékei nem kiilonbdznek szignifikansan nullatél, az idésorban
nem talalhat6 ,,szisztéma”, az idésorunk egy olyan egyszerii véletlen folyamatként modellezhetd, mely-
ben az iddsor értékei egy konstans varhaté érték () koriil véletlenszertien ingadoznak.

Yy =p+e
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g=epszilon
Ha pp =0, akkor a véletlen folyamatot un. fehér zajnak (white noise) nevezziik, mely a legegyszeriibb
sztochasztikus folyamat.
Yy =gy
A fehér zaj folyamat jellemzdi:
1.E(g;)=0

2. Var (at)zcz
3.p =0 k=12,...

A fenti harom kovetelményt teljesité valtozo ,teljesen” véletlen folyamatot kovet, és a modellezésben
ilyen értelemben hasznaljuk az g, véletlen valtozot. A fehér zaj folyamat tehat, nulla varhato értéki, al-

land6 szorast €s korrelalatlan valtozokbol 4llo stacioner sztochasztikus folyamat. Feltételezziik tovabba,
hogy az iddsor adatai normalis eloszlast kdvetnek.
Az ACF és PACEF értékek szignifikancidjanak tesztelését a fehér zaj folyamat r autokorrelacios egyiittha-

toinak ismert mintaeloszlasa alapjan végezhetjiik el. Elméletileg a ,.teljesen” véletlen ¢, fehér zajt kove-

t0 valtozok minden autokorrelacios egylitthatojanak nulldnak kellene lennie. Véges mintabol becsiilve,
nem szamithatunk arra, hogy minden ACF és PACF érték zérus lesz. Bizonyithato, hogy a fehér zaj fo-

lyamat autokorrelacios egyiitthatéinak mintaeloszlasa nulla varhatd értéka és (l/\/H ) szorast normalis
eloszlast kovet. Ezért az ACF és PACF értékeknek, a késleltetés fliggvényében készitett grafikus abrajan,
— melyet korrelogramnak neveziink -, a 95 %-os valdsziniliségi szinthez tartozo =+ 1,96/ Jn hibahatért is

fel szoktak tiintetni. A gyakorlati szamitasokban altaldban a + 2/ Jn képlettel szamolnak. A korrelogram
igy kozvetleniil alkalmassa valik az autokorrelaciok zérus voltara vonatkozo nullhipotézis tesztelésére, 5
%-os szignifikancia szinten. A i2/ Jn hibahatar (+2Se: -2Se:) altal meghatarozott savon beliili

autokorrelacios egyiitthatok 5 %-os szignifikancia szinten, zérusnak tekinthet6k. A savon kiviili, azaz nul-
latol szignifikansan kiilonb6zd autokorrelacids egyiitthatok, ,,szisztéma” jelenlétére utalnak az idésorban,
tehat meg kell keresni az alkalmas ARMA modellt.
Ha az iddsor els¢ differencia sora egy nem nulla varhato érték koriil allandé varianciaval ingadozik, és az
ACF ¢s PACF értékei nem kiilonboznek szignifikansan a zérustol, akkor a az id6sor Un. véletlen bolyon-
gasi folyamatot kovet:
Y, -Y.; =pn+e, vagyatalakitva Y, =Y, +u+eg,
A fenti modell a véletlen bolyongasi folyamat azon véltozata, mely a linearis trend sztochasztikus megfe-
lelgje. E szerint az iddsor értéke egyik idészakrol a masikra egy allando-, és egy véletlen értékkel valto-
zik. A véletlen bolyongasi modell magasabb foku differenciakra is felirhato.
A stacionarius, vagy azza transzformalt idésorok ACF és PACF értékei altaldban tartalmaznak nullatol
szignifikansan kiilonbo6z6 értékeket, és ez az iddsorban valamilyen ,,szisztéma” jelenlétére utal. A ,,szisz-
téma” megkeresése ugy torténik, hogy a kiilonbozo tipusi ARMA folyamatok koziil kivalasztjuk azokat,
amelyeknek az ismert elméleti ACF és PACF sémajara leginkdbb hasonlitanak a vizsgalt idésor tapaszta-
lati autokorrelacids és parcidlis autokorrelacios egyiitthatoi. A kivalasztott ARMA folyamatoknak megfe-
lelé modellek lesznek azok, melyek illesztésével megprobalkozunk.
A kiilonb6z6 tipusi ARMA folyamatok elméleti ACF és PACF értékeinek alakuldsat rendszerezve, - a
gyakorlati alkalmazasokhoz konnyen hasznalhaté forméban -, a szakirodalom és a szamitogépes szoftver-
leirasok is tartalmazzak. A normalitast altalaban a Jarque-Bera féle teszttel ellendrzik.
Autokorrelalt hibdk Ha a modell hibatagjai autokorrelaciot mutatnak, ez azt jelzi, hogy a modell nem ta-
volitott el minden sémat az adatokbol. Sok hipotézis ellendrzés van az autokorrelacids hibak tesztelésére.
A Box — Pierce -, és a Ljung-Box - teszt ellendrzi, hogy az autokorrelacidk sorozata szignifikansan kii-
16nbozik-e zérusok sorozatatdl; a Durbin - Watson teszt csak az elsérendi autokorrelaciokat ellendrzi a
regresszids modell illesztése utan.
A szoftverek altalaban, igy az XLSTAT-TIME a ,leird statisztika” (Descriptive analysis) meniipontban
szamitjdk ki az ARIMA modellezéshez sziikséges statisztikakat (ACF, PACF értékek és abrak,
korrelogramok ¢és hibahatarok, Jarque-Bera féle teszt, Box — Pierce -, a Ljung-Box - teszt).
Az autokorrelacios egyiitthatok (Autocorrelation) (1) esetében a standard hiba (Standard error) (s(ry)) a
kovetkezd képlettel kozelithetd:
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s(r,) = \/%[1 +2(r12 +1 4T Fr )]

k=123...,K
A konfidencia-also és fels6 hibahatar (Lower bound (95%)-Upper bound (95%)) altal meghatarozott sav
kiszamitasa 5 %-os szignifikancia szinten az alabbi képlettel torténik:
+1,96s(1, )

A parcialis korrelacids egylitthatoknal (px) (Partial autocorrelation) a standard hiba (Standard error)
(s(pw) :
s(p )= 1/ ‘/H

A konfidencia-also és felsd hibahatar (Lower bound (95%)-Upper bound (95%)) altal meghatarozott sav
kiszamitasa 5 %-os szignifikancia szinten az alabbi képlettel torténik:

+1,96/~/n
A i1,96/ J/n hibahatar, illetve i2/ Jn (+2Se: -2Se:) altal meghatarozott sdvon beliili autokorrelacios
egylitthatok 5 %-os szignifikancia szinten, zérusnak tekinthetdk.

Box - Pierce tesztstatisztika (Q-teszt).

Ez az autokorrelélt hibak un. Q-tesztje. Ha a modell hibai fehér zajt alkotnak, akkor a Box - Pierce statisz-
tika kozelitdleg x* — eloszlasi.

Box - Pierce tesztstatisztika kiszamitasa.'*’
A mintébodl a Q-teszt becslése a kovetkezOképpen torténik:

k=K

Q=n} g

k=1
Ahol:
i = a & reziduumok k-ad rendii autokorrelacids egyiitthatdja,
n = megfigyelések szama,
K = a szamitott autokorrelacios egyiitthatok elére megvalasztott szdma, pl. 21 vagy tobb.
Ha a reziduumok sora fehér zaj, akkor a Q y*-eloszlast kovet (K-p-q) vagy (K) szabadsagfokkal. Ha a Q
szamitott értéke nagyobb, mint a y*-eloszlas kritikus értéke, akkor arra a kovetkeztetésre jutunk, hogy a
reziduumok nem fehér zajok. (Q>K_p_qxzo,05) Forditott esetben elfogadjuk a nullhipotézist, hogy a
reziduumok fehér zajok (Q<i_p-q>%’0.0s)-
Ennek alapjan a hipotézis rendszer:
Hp=a reziduumok fehér zajok,
H, =a reziduumok nem fehér zajok,
A Hpy-t elfogadjuk, ha:
Q<Kep-qX 0,05
A H; alternativ hipotézist fogadjuk el, ha:
Q>Kp-ql 0,05
A szignifikancia-érték (p-érték) az a legkisebb szignifikancia szint, amin a Hy mar éppen elvethet6 a H;-
gyel szemben. Ha pl. 0,05-nél kisebb a p-érték akkor 5 %-os szignifikancia szinten elutasitjuk a
nullhipotézist, miszerint a reziduumok fehér zajok.
Hasznalatos a Q-teszt, masik formaja is, ahol a d-fokat is figyelembe veszik:

Q=(-d)3 1

Ahol:

n-d, az idésor d szamu differencidlasa utan felhasznalhaté megfigyelések szdma.
A kritikus érték: %005

Dontés az el6z6 modon.

13 Ramanathan Ramu [2003]: Bevezetés az Skonometriaba alkalmazasokkal. i. m. 542-543. és Greene, William H.
[2003]: Econometric analysis. 271.
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A masik teszt a Ljung - Box teszt (Q*), amely a Box — Pierce Q-teszt tovabbfejlesztett valtozata.
A Ljung - Box portmanteau-préba (LJB vagy Q*-teszt)'*":
. kK[ 2
=n(n+2 k
Q" =n( )ZL_J

k=1

Ahol:

k = a szamitott autokorrelacios egyiitthatok elére meghatarozott szama, pl. 24.

n = a megfigyelések szama.

Hyp=a reziduumok fehér zajok,

H, =a reziduumok nem fehér zajok,

Q* Xz-eloszlést kovet (K-p-q) vagy (K) szabadsagfokkal.

Ennek alapjan a hipotézis rendszer:

A Hy-t elfogadjuk, ha:

Q*<K-p-qX20,OS

A H, alternativ hipotézist fogadjuk el, ha:

Q*>K-p-qX20,OS

A szignifikancia-érték (p-érték) az a legkisebb szignifikancia szint, amin a Hy mar éppen elvethetd a H;-
gyel szemben. Ha pl. 0,05-nél kisebb a p-érték akkor 5 %-os szignifikancia szinten elutasitjuk a
nullhipotézist, miszerint a reziduumok fehér zajok.

Hasznalatos az LJB vagy Q*-teszt, masik forma4ja is, ahol a d-fokat is figyelembe veszik:

Q"' =n(n +2)Z[n’rk—k}

k=1

Ahol:

n’ = n-d, az iddsor d szamu differencialasa utan felhasznalhato megfigyelések szama.

A tesztelési eljaras az elozohez hasonldo modon torténik.

Maddala véleménye szerint a Q-probaknal vannak jobb eljarasok, de nagy K-érték mellett hasznalata
megfeleld eredményt adhat.

3.8.2 Az ARIMA modell azonositasa

A kovetkezo kérdés annak megvalaszoldsa, hogy milyen tipusi ARMA modell illesztésével probalkoz-
zunk, illetve, milyen legyen az autoregresszivitas (p) és/vagy, a mozgoatlagolas (q) rendje. Erre a kérdés-
re a valaszt a tapasztalati, vagy a transzformalt idésor ACF és PACF értékei alapjan adjuk meg. A model-
lezés ezen fazisat, modell azonositasnak (identifikacionak) nevezi a szakirodalom. A mintabdl becsiilt
autokorrelacios €s parcialis autokorrelacios egyiitthatok grafikus abraja, a korrelogram (ACF és PACF)
alapjan lehet a legkdnnyebben az autokorrelacids egyiitthatok viselkedését - a késleltetés (k) fiiggvényé-
ben - tanulmanyozni. Ugyanis a r, becsiilt autokorrelacios egytitthatok konfidencia intervalluma alapjan

kozvetleniil megallapithatok a nullatdl szignifikdnsan kiilonbozd r, értékek. Ezek a konfidencia savon ki-

viil helyezkednek el.
ARIMA modellek jellemzése
Modelltipus (s . , (1 (s
ARIMA (p,d,q) Autokorrelacios egyiitthatok Parcialis autokorrelacios
ACF (py) egyiitthatok (Dy)
(1,d, 0) Exponenciélisan csokken, ha p; > 0,
AR(1 =
M csillapodo szinusz gorbe szerint csokken, ¢11 ha k 1
ha p; <0 0 ha k>1
(2,d,0) e . \
AR (2) Exponencialisan és/vagy csillapodd (|)1 | h a k —
szinusz gorbe szerint csokken
$¢,, ha k =2
0 ha k>2

140 Ramanathan Ramu [2003]: Bevezetés az Skonometriaba alkalmazasokkal. i. m. 542-543. és Maddala G. S.
[2004]: 592-594.
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0,d, 1)
MA(1),had=0
vagy IMA (d, 1)

pl hak:l
0 hak>1

Exponencialisan, vagy csillapodo

szinusz gorbe szerint csokken

0,d,2)
MA(2), had =0
vagy IMA (d, 2)

p; ha k=1
p, ha k=2
0 ha k>2

Exponencialisan és/vagy csillapodo

szinusz gorbe szerint csokken

(1,d, 1)

ARMA (1, 1) had =0, vagy

ARIMA (1, d, 1)

Exponencialisan, vagy csillapodd
szinusz gorbe szerint csokken a

masodik értéktdl kezdédden

Exponencialisan, vagy csillapodo
szinusz gorbe szerint csokken a

masodik értéktdl kezdddben

(1,4d,2)
ARMA (1,2)had=0
vagy ARIMA (1, d, 2)

p =1

és Py utdn exponencialisan csdkken

Exponencialisan és/vagy
csillapodo szinusz gorbe

szerint csokken

(2,4, 1)
ARMA (2,1)had=0
vagy ARIMA (2,4, 1)

Exponencialisan és/ vagy csillapodo

szinusz gorbe szerint csokken

¢11 =P és 4)22 utan

exponencialisan csokken

2,d,2)
ARMA (2,2)had=0
vagy ARIMA (2, d, 2)

Py = 1 utén exponencialisan

csokken

¢1 = p; utan exponencialisan

és/vagy csillapodo szinusz gorbe

szerint csokken

A modellvélasztasban az alabbi tablazat is segit:

AII\{/[I(I)\Ziilzgjg,sq) Autokorrelacios egylitthatok Parcialis autokorrelacios
ACF (px) egylitthatok (Dyy)
ARIMA (0,0,0)[Nem szignifikdns —mindegyik k-ra| Nem szignifikdns —mindegyik k-ra
ARIMA (0,1,0) | Lineérisan csokken, mindegyik k- Csak a k=1 szignifikans
ra szignifikans
|
ARIMA (1,0,0) | Exponencialisan csokken a k=1 ¢és Csak a k=1 szignifikans
1>0>0 esetleg a k=2 szignifikans
ARIMA (1,0,0) | Exponencialisan kétoldaltian csok- Csak a k=1 szignifikans
-1<®<0 ken, ACF(1) a negative csucs
ARIMA (0,0,1) | Csak a k=1 szignifikans, negative | Exponencidlisan csokken, az elsd kettd
1>0>0 csucs k, vagy tobb is szignifikans.
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ARIMA (0,0,1)| Csak a k=1 szignifikans, pozitiv | Exponencidlisan kétoldaltian csokken,
-1<0<0 csucs PACF(1) a pozitiv csucs

3.8.3 Az ARIMA modellek becslése

Ezutan a modellezés 1épései alapvetden megfelelnek a mar ismert linedris regresszids modellezésnek. A
valasztott modell paraméterbecslese utan a modell ellendrzése kovetkezik. A modell ellenérzése soran
vizsgaljuk azt, hogy paraméterei szignifikdnsak-e, illetve véletlen valtozoik fehér zaj folyamatot kovet-
nek-e. Ezutan dontiink arr6l, hogy felhasznalhato-e az illesztett modell elemzésre, elorejelzésre, vagy mas
modell vélasztasaval kell probalkoznunk.

A modell ellendrzésére a szokasos eljarasok alkalmazhatok:

. a becsiilt paraméterek standard hiba szdmitasa €és szignifikancia vizsgalata (pl. t-probaval),

. az ¢, tapasztalati reziduumok alapjan az ¢, véletlen valtozok véletlen jellegének vizsgalata.

Mindezek mellett specialis tesztelési eljarasok alkalmazasara is sor keriil, amelyeket a szamitégépes prog-
ramok is tartalmaznak. Amennyiben a vélasztott €s szamszertsitett modelliink megfelel mindazon feltéte-
leknek, melyekkel az illesztett modell "josagat" ellendrizhetjiik, a modell felhasznalhato elemzésre és a
tulajdonképpeni legfontosabb felhasznalasi teriiletére, az elorejelzések készitésére. Ha modelliink nem fe-
lel meg a fenti feltételeknek (nem szignifikansak a paraméterei, vagy az €, id0sora nem véletlenszeriien
alakul) a modellazonositas fazisatol Ujra indulva, mas modelltipusok alkalmazasaval probalkozhatunk.
(hasznalhat6 a regresszio.xls parancsfajl.)

Az ARIMA modellek igen széles valasztékabol, most csak az alacsonyabb rendi tiszta, valamint vegyes
modellek legfontosabb jellemzoit ismertetjiik.

Az els6- (p=1) és masodrendii (p=2) autoregressziv modell felirhat6 az alabbi formaban:

ARIMA (1, 0, 0) vagy AR (1) modell Y.=% v, e

ARIMA (2, 0, 0) vagy AR (2) modell Yi=01 Y t92 Yoo+ &

Az autoregressziv folyamat mindenkori értéke kifejezhetd sajat késleltetett értékeinek linearis kombinaci-
0ja és egy fehér zaj folyamat 6sszegeként.
A stacionaritasi feltétel teljesiilése érdekében az autoregressziv paraméterekre specialis korlatok érvénye-

sek. p=1 esetén |¢1|(1, mig p=2 esetén a kovetkez6 harom feltételt kell kielégiteni:

02[<1 b+ (1 by — (1

Altaldban az AR (p) folyamatok elméleti ACF értékei p >2 esetén exponencialis csdkkenés és/vagy csil-
lapod¢ szinusz gorbe szerint alakulnak, a ¢; és ¢, paraméterek eldjelétdl fiiggden. Az AR (1) folyamat
elméleti ACF értékei exponencidlisan csokkennek, ha ¢, eldjele pozitiv, és csillapodd szinusz gorbe sze-
rint csokkennek, ha ¢;negativ.

Az AR (p) folyamatok elméleti PACF értékei p késleltetés utan zérusok, tehat p=1 esetén csak az elso,
p=2 esetén az elso kettd parcialis autokorrelacié nem nulla.

A két legegyszerilibb sztochasztikus modell, nevezetesen a fehér zaj, illetve a véletlen bolyongasi modell,
az autoregressziv modellek specidlis eseteként is felirhatd. Ha ¢; =0, az Y, értékei fehér zaj folyamatot
kovetnek, melyet ARIMA (0,0,0) modellnek lehet tekinteni. Ha ¢, =1, az Y, értékei véletlen bolyongas

szerint alakulnak, akkor a folyamatot ARIMA (0,1,0)-ként lehet osztalyozni.
Az elso- (q=1) és masodrendii (q=2) mozgoatlag modell telirhat6 az alabbi forméban:

124



ARIMA (0, 0, 1) vagy MA (1) modell Yi=¢€ — 018
ARIMA (0, 0, 2) vagy MA (2) modell Yi=¢€— 018 =058,
A mozgoatlag folyamat mindenkori értéke kifejezhetd kiilonbozo késleltetésti fehér zajok linearis kombi-

naciojaként. A negativ eldjelezést konvencionalisan hasznaljak a mozgdatlag folyamatoknal.
Az invertibilitasi feltétel teljestilése érdekében az mozgdatlag paraméterekre is ugyanazon specialis korla-

tok érvényesek, mint amelyek az autoregressziv modellek vonatkoznak. g=1 esetén |61|(1, mig q=2 ese-

tén a kdvetkezd harom feltételt kell kielégiteni: [0,[(1 6, +6,(1 6, —6,(1

Az ACF és PACF sémaja pontosan a forditottja annak, amit az autoregressziv folyamatoknal lattunk.

Az MA (q) folyamatok elméleti ACF értékei q késleltetés utan zérusok, tehat q=1 esetén csak az elsd, g=2
esetén csak az els6 kettd autokorreldcié nem nulla.

Az MA (q) folyamatok elméleti PACF értékei g >2 esetén exponencialis csokkenés és/vagy csillapodd
szinusz gorbe szerint alakulnak, a 6, és 6, paraméterek eldjelétdl fiiggéen. Az MA (1) folyamat elméleti
ACEF ¢értékei exponencialisan csokkennek, ha 0,eldjele pozitiv, és csillapodd szinusz gorbe szerint csok-

kennek, ha 6, negativ.

.....

rendl vegyes ARMA modellek az alabbi modon irhatok fel:

ARIMA (1,0, 1) Y =¢Y  +& -0¢,,

ARIMA (2,0, 1) Yi=¢Y_ +dY ,+¢ -0,
ARIMA (1, 0, 2) Y =¢Y  +&-0¢,_, -0,
ARIMA (2, 0, 2) Yi=¢Y_  +Y ,+& -6¢_ -0,

Az autoregressziv mozgoatlag folyamat mindenkori értéke kifejezhetd sajat késleltetett értékeinek és kii-
16nb6z0 késleltetésti fehér zajok linearis kombinacioja dsszegeként.
Amennyiben a vegyes modellek valamelyikét az idésor differencidira irjuk fel, ARIMA (p, d, q) modell-
hez jutunk. A legegyszeriibb ARIMA (1, 1, 1) modell az alabbi mddon irhato fel:

Y -Y_ =4 (Yt—l -Y., )+ & -0,
A paraméterekre vonatkoz6 megszoritasok és az elméleti ACF, PACF sémadk altalanosan a vegyes model-
lekre vonatkoznak, mivel fliggetlenek a differencialis fokatol.
A vegyes modellek paramétereire vonatkoz6 megszoritdsok megegyeznek a modellek tiszta AR és MA
részeire megallapithato korlatozasokkal.
Az elméleti ACF és PACF sémak is nagyon hasonloak a tiszta AR és MA modellekre jellemzékhoz.
A szezonalis ARIMA (p, d, q) (P, D, Q)s modellek, a szezondlis ingadozast is tartalmazé iddsorokban
meglévo kettds fiiggdségi rendszer leirasara két ARIMA modell épitenek egymasra. Az egymas utan ko-
vetkezo iddsori értékek Osszefiiggését a modell (p, d, q) dimenzidival rendelkezé része mutatja, hasonléan
a szezonalitdst nem tartalmazé modellekhez. Az egyes évek azonos szezonjai kozotti 0sszefliggéseket a
modell Un. szezonalis része képviseli, (P, D, Q) dimenzidkkal, ahol s a szezonok szamat jelenti. A sze-
zonalitas kezelését az egyik leggyakrabban alkalmazott ARIMA (0, 1, 1) (0, 1, 1);» modell példdjan mu-
tatjuk be. Az egyenlet bal oldalan a ,kétszeres” differenciaképzést gy végezziik, hogy elészor a D=1
szezondlis els6 differencidkat a kiilonb6z6 évek azonos hdnapjainak adatai alapjan szdmitjuk, és igy s=12
adattal (az elso év teljes adatsoraval) rovidiil az adatsorunk. Ezutan Gjabb d=1 els6 differencidkat szami-
tunk, most az egymas utan kovetkezd szezondlis differenciakbol, igy egy tovabbi adattal révidiil az adat-
sorunk. A ,kétszeres” differenciaképzés kdvetkeztében dsszesen (d+sD) (estiinkben 13) taggal rovidiil az
adatsorunk. Az egyenlet jobb oldalan ,,kétszeres” mozgoatlag folyamatot irunk fel az €, véletlen valtozo-

ra. E16szor a k=1 késleltetésnek megfeleléen a 6 paraméterrel, majd ebbdl az s=12 szezonalis késlelteté-
s véletlen valtozora ® paraméterrel.

(Yo = Yio)= (Y = Ys) =& —0e —Ofe 1, — 08 _3)
A magasabb rendli modellek, ¢és kiillondsen a szezonalis modellek, a fenti médon mar igen nehezen kezel-
hetdk, ezért altalaban az ARIMA modelleket az un. operator jelolésmoddal szokas felirni. A késleltetd
(visszaléptetd) operatort, B-t, a kovetkezOképpen hasznaljuk: BY, =Y,
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A B miivelet hatasa Y, -re, az adat visszaléptetése egy periodussal. A B miivelet kétszeres alkalmazasa Y, -
re, két periodussal 1épteti vissza az adatot: B(BY,)=B’Y, =Y, ,

Havi adatok esetén az el6z6 év azonos honapjanak adata a B2 jeldléssel érheté el, BY, =Y, ,.
A differencia képzés egyszeriien leirhaté a B operator segitségével. Példaul az elséfoku differenciaképzés
a kovetkezSképpen jelolheté: Y, —Y,_ =Y, —BY, = (1- B)Y,, ahol (1-B) jeldli az elsé differenciat. Hason-
l6an a méasodfoku differenciakat (az els6 differencidk differenciait) az aldbbi modon jeldlhetjiik:
(0 =%)= (0 ~¥)=Y,-20, +7,, = (1-2B+ B )y, = (1~ BYY,
Altalanosan a d-ed foku differencia a kivetkezoképpen irhato: (1-B)'Y, .
A szezonalis differencidk elsé differencidinak jelolése a kovetkezo:
(1-B)1-B),=(1-B=B +B" ), =Y, ¥, -Y,_ +Y,_,
Az ARIMA (0, 1, 1) (0, 1, 1);2 modell az operator jelolésmoddal felirva a kdvetkezo:
(1-B)1-B2)y, =(1-0B)1 -0 B2)e,
(1- B)(1 - B”)Yt =0(B)® (Blz)st
Az éltalanos ARIMA (p, d, q) (P, D, Q)s modell operatorokkal:
dp (B)CDP(BS Xl -B)’ (1 - BS)D Y, = eq(B)®Q(BS)st

Néhany gyakran alkalmazott szezonalis ARIMA modell elméleti ACF sémédjat szakirodalmi leiras alapjan
kozoljiikk Abraham, B. — Ledolter, J. (1986) p.

1. modell: (0,d, 0) (0, D, 1), v, =6(B k,
Szignifikans ACF a p;, , azaz a k=12 késleltetésii autokorrelacios egyiitthato.
2. modell: (0, d, 0) (1, D, 0)» 0By, =¢,

Szignifikans ACF a p,, pos , exponencialisan, vagy csillapod6 szinusz gorbe szerint csdkkenve.

3. modell: (0,d, 0) (1, D, ) 0By, = (B2,

A p; =1, ¢és szignifikans ACF a p;, pas. » P3e,...» eXxponencidlisan, vagy csillapodo szinusz gorbe sze-
rint csokkenve.

4. modell: 0,d,1)(0,D, )y Y, =0(B)O(B,

Szignifikans ACF a py, p;1, P12,€sa py3, (pll =pP13 ) Elgjeliik pozitiv és negativ is lehet a modell pa-
raméterek eldjelétdl fiiggden.

5. modell: (0,d, 1) (1, D, 0);, (I)(BIQ)Yt = G(B)st Szignifikans ACF a py, p11, P12,P13 (p13 = 911)3
P23> P2as P2s» (P25 =P23)s Pass P36» P37- (P37 = P3s); exponencidlisan, vagy csillapodo szinusz gorbe
szerint csokkenve.

6. modell: (0,d, 1) (1, D, 1), CD(Blz)Yt = G(B)(B(Blz)st Szignifikans ACF a p;, p11, p12.6sa
p13» (P11 = P13 ). Egyébként az 5. modell szerint alakul.

7. modell : (0,d,2) (0,D, 1), Y, =0,(B)o[B'2 k, Szignifikans ACF a
P1> P25 P105P115P125P13> (913 = Pn)a P14 (Pl4 = Plo);

A szezondlis modellek PACF sémadjardl altalanosan elmondhato, hogy a szezonalis és nem szezonalis
mozgo6 atlagolasti komponens behozza az exponencialis és csillapodd szinusz gorbe szerinti csokkenést, a
szezondlis és nem szezonalis késleltetésnél is. Az autoregressziv folyamatok PACF-je pedig véges sok
értéket tartalmaz.

JMulti ingyenes, bonyolult sztochasztikus idésorkutatasi modszereket (ARCH, ARIMA, VAR, VECM,
stb) becslo szoftver:

http://www.jmulti.de/

JMulTi egy nyilt forraskodu interaktiv szoftver, ami az 6konometriai elemzés ¢és a tobbvalto-
z0s iddsorok elemzése céljabol késziilt. Ez egy Java grafikus felhasznaloi feliilet.
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Statisztikai programcsomagok 6sszehasonlitésa:
http://en.wikipedia.org/wiki/Comparison_of statistical packages

AdaMSoft ingyenes szoftver:
http://sourceforge.net/projects/adamsoft/files’ADaMSoft/3.16.1/InstallADaMSoft.jar/download
ARIMA-t becsl6 statisztikai szoftverek

Product Ar
BMDP $1095
EViews $1075
GRETL Free
JMP $1895
Mathematica $1095
Minitab $1395

Lite version (Free),

NumXL Professional edition ($300)

R Free

RATS $500

Sage Free

SAS $6000
SHAZAM $1600
Stata $595
Statgraphics $1495
STATISTICA $695
StatPlus $150
SPSS $1599
SYSTAT $1299
TSP $1200
UNISTAT $895
YMulti Free

EXCEL megoldasok
http://forecast.umkc.edu/ftppub/BDS545/

3.8.4 EXCEL-parancsfijlok az ARIMA modellezés témakorébol.

Az ARIMA modellezés harom 1épésben, harom Excel parancsfajl haszndlataval torténik.

El6szor a Stacionaritds-biztositdsa.xIsm parancsfajl alkalmazasaval megvizsgaljuk, hogy stacionarius-e az
iddsor vagy nem. Ha nem akkor a differencialas fokanak valtoztatasaval illetve Box-Cox transzformacio-
val kivalasztjuk azt a transzformalt id6sort, ami grafikusan leginkabb eleget tesz a stacionaritas kovetel-
ményeinek. Itt csak a grafikus dbra megszemlélésére illetve vizsgalatara van lehetdség, pl. lathato, ha az
eredeti vagy transzformalt idGsor atlaga és szorasa konstans-e vagy nem. A kovetkezo 1épés a tesztelés.
Masodszor a kivalasztott eredeti vagy transzformalt iddsort atmasoljuk az ACF-PACF-Qszamitasa.xIsm
Excel parancsfijl Adatok-Szamitdsok munkalapja adatok oszlopaba (B3-B1048576) Az ACF és PACF
korrelogramok illetve autokorrelacios- és parcidlis autokorrelacids egyiitthatok vizsgalata és a Q* statisz-
tikak alapjan eldontjiik, hogy az atalakitott id6sor valdoban stacionariusnak tekintheté-e. Ha igen, akkor
elvégezhetjiik az ARIMA modellezést.

Harmadik 1épésben az ARIMA xls parancsfajlba beméasoljuk az eredeti vagy a Box-Cox-transzformalt
adatokat. A differencialt idésort nem kell hasznalni, mert az ARIMA.xlsm parancsfajlban a differencialas
foka (amit mar ismeriink az elso 1épés szamitasai alapjan) beallithato, és a becslésnél ezt figyelembe ve-
szi. A Box-Cox-transzformalt adatok hasznélata esetén a legjobb modell kivalasztasa utan lehetdség van
az eredeti- és becslilt adatok visszatranszformalasara. (ARIMA.xIsm Adatok visszatranszformaldsa mun-
kalapon). Az ARIMA becslés utan sokoldaltian lehet ellendrizni a modellt, pl. a becslési és foleg a teszt-
iddszak hibainak (pl. MAPE) alapjan, ha megosztottuk az idésort becslési €s teszt iddszakra, vizsgalhat-
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juk a reziduumokat, hogy az ARIMA modell eleget tesz-¢ a linearis regresszios modell szokasos feltétele-
inek. A feltételek a véletlen valtozéra vonatkoznak, igy a modell ellendrzése az et reziduumok véletlen
jellegének a vizsgalatat jelenti. A kivalasztott ARIMA modell esetében ez azt jelenti, hogy az et véletlen
valtozo fliggetlen véletlen folyamatot, fehér zaj folyamatot kdvet, normalis eloszlassal, nulla varhat6 ér-
tékkel és konstans szorassal. Ezeket a teszteket kozli az ARIMA.xIsm parancsfijl, viszont a fehér zaj
tesztelésére (pl. az autokorrelacidés egyiitthatok nem szignifikdnsak) ismét az ACF-PACF-
Qszamitasa.xIsm parancsfajlt kell hasznalnunk.

Stacionaritas-biztositasa.xlsm Excel parancsfajl miikodése.

Eves illetve egyéb (pl. napi adatok) esetében (nincs szezonalitas) Eredeti adatok és d=1, d=2 és d=3
szédmitasa €s grafikus abrazoldsa. A masik lehetdéség Box-Cox transzforméacio és ebbdl d=1 €s d=2 szami-
tasa és grafikus dbrazoldsa. A differencia képzés az ismert képletekkel torténik:

d=1=AY, = (Yt -Yt_l)
d=2=AY,=(Y,- Y, )~ (Y. -Y,)=Y,-2Y, + Y,
d=3=A%Y,=Y,-2Y_, +Y,,
Box-Cox transzformacid. A A-t meg kell adni és a célszerli intervallum:
Yo :{(Y* /A, A#0
In(Y), A=0
—2<A1L2
A Box-Cox transzformaci6 utan az adatok visszatranszformalasa:
Y =(YOr+1)""

Y>0

Havi adatok esetében: szezonalis és nem szezonalis differencia képzés.

Szezonalis differencia képzés:

D=1 (yyw12), az id6sor 12 adattal rovidiil.
D=1=A"Y,=Y,-2Y_+Y_,

Ezutan nem szezondlis differencia képzés:

d=1 és d=2 szamitasa, az idosor tovabbi 1 illetve 2 adattal rovidiil.

A masik lehetdség itt is a Box-Cox transzformacid elvégzése és utdna a szezondlis €és nem szezonalis
differencia képzés.

ACF-PACF-Qszamitasa.xlsm Excel parancsfajl mikodése.'"!

Tetszoleges méretli adatallomanyt fel tud dolgozni, amit az Excel megenged. (Maximum: 1048576)
Tetszb6leges max k késleltetés, a gyakorlatban ez max=60

Az 1) adatbevitel eldtt a régi adatokat tordlni kell, az ,,Adatok torlése” ikonra kattintva. A PACF —
értekeket a Yule-Walker egyenletek modszerével becsiili.

ACF,PACF ikonra kattintva szdmol (ACF, PACF, Q%*-statisztika, p-érték) és korrelogramokat készit.
(ACF ¢és PACF munkalap). Ha pl. 0,05-nél kisebb a p-érték akkor 5 %-os szignifikancia szinten elutasit-
juk a nullhipotézist, miszerint a reziduumok fehér zajok. Ha nagyobb 0,05-nél a p-érték, akkor akkor 5
%-os szignifikancia szinten elfogadjuk a nullhipotézist, miszerint a reziduumok fehér zajok.

Az alkalmazott képletek:

Az autokorrelacios egyiitthatok becslése k késleltetéssel:

" Forras: Kidolgozta Lu Wang PHD 2007. UCDAVIS University of California, Department of Statistics

anson.ucdavis.edu/~luwangl/acf pacf.xls Mddositotta és kiegészitette Kehl Daniel és Sipos Béla.
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(T-m)-k

Y (- -7)

t

.=

T—m 9 Ligeeey

> (v.-¥)

t=1

T= az adatok szdma, a minta nagysaga

m= a tesztidészak szdma: m

T-m (t=1,2,....T-m) a becslésre hasznalt adatok szama Osszesen
K = a szamitott autokorrelacios egyiitthatok elére meghatarozott szama, pl. 36.

A k késleltetés kiilonbozd értékeihez (k= 1,2,3,...,K) rendelt autokorrelacids egyiitthatok, az
autokorrelacios fiiggvényt alkotjak.

Az autokorrelacids fliggvényt értékei matrixba foglalva:

1 4 5 Lo
f, 1 1, f_,
R, = 1 4 1 L3
[ G2 B 1]
A parcialis autokorreldcios egytitthatok becslése a Yule-Walker egyenletekkel torténik:
1y o e o ]
5 1 5 R S 4
®=R"r=| 1, f, 1 - 1,
_rkfl rk*Z rk73 T l J _rk J

i=1,2,3.. .k késleltetett értékekre kiiliin-kiilon kiszdmolja a parancsfajl a szorzatokat (R™r)és a parcialis
autokorrelacios egyiitthato (k=1,2....K) a szdmitott vektor ® utols6 eleme lesz.

A Ljung - Box portmanteau-proba (LJB vagy Q*-teszt):
k=K 2
o -r-mir-me ] ]

| n—k

Ahol:

k = a szamitott autokorrelacios egyiitthatok elére meghatarozott szama, pl. 36.

A becslésre hasznalt adatok szama 6sszesen T-m (t=1,2,....T-m),

Hp=a reziduumok fehér zajok,

H, =a reziduumok nem fehér zajok,

Q* y*-closzlast kdvet (K) szabadsagfokkal.

Ennek alapjan a hipotézis rendszer:

A Hy-t elfogadjuk, ha:

Q*<k)0.05

A H, alternativ hipotézist fogadjuk el, ha:

Q*>k30.05

A szignifikancia-érték (p-érték) az a legkisebb szignifikancia szint, amin a Hy mar éppen elvethetd a H;-
gyel szemben. Ha pl. 0,05-nél kisebb a p-érték akkor 5 %-os szignifikancia szinten elutasitjuk a
nullhipotézist, miszerint a reziduumok fehér zajok.

Az ACF ¢és PACF munkalapokon a tesztelés:

A konfidencia als6 és fels6 hibahatar altal meghatarozott sav kiszdmitasa 5 %-os szignifikancia szinten
az alabbi képlettel torténik:

+1,96/+/T—m
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A J_r1,96/ VT —m hibahatar altal meghatarozott savon beliili autokorrelacios- és parcialis egyiitthatok 5
%-os szignifikancia szinten, zérusnak tekinthetok, kiilonben nem.

ARIMA xIs Excel parancsfjl mitkddése.'**

Beallitasok Office 2007

Nyisson meg egy lires EXCEL f3jlt.

Makrok bedllitdsa: Kattintson a Microsoft Office gombra, majd a Programnév beéllitdsai gombra (Excel
Options), ahol a Programnéy az éppen hasznalt alkalmazas neve, példaul Az Excel beallitasai (alul talal-
hat6). Kattintson az Adatvédelmi kozpont (Trust Center) elemre, majd Az Adatvédelmi kdzpont beallita-
sai (Trust Center Settings) gombra végiil a Makrobeallitasok (Macro Settings) elemre. Kattintson a kivant
beallitasra, a valasztas: Az 6sszes makro engedélyezése. (Enable all macros) Minden valasztas utan Ok.
Kattintson a Microsoft Office gombra, majd a Programnév beéllitasai gombra, (Excel Options) ahol a
Programnév az éppen hasznalt alkalmazas neve, példaul Az Excel beéllitasai (alul talalhato). Kattintson a
Bévitmények (Add-Ins) gombra, majd valassza a Kezelés — Excel bévitményeket alul, az ugrast valasztva
a Bovitményeket bejeldlheti (Manage: Excel Add-Ins, Go, megjelenik: Analysis Tool Pak, érdemes a
tobbit is bejeldlni.). A Bévitményeket az Excel installalja. A Bévimények megjelennek: Adatok - Adat-
elemzés ikonnal. (Data — Data Analysis)

Az ARIMA xIs esetében még a kdvetkezd beallitdsokra van sziikség:

Eszk6zok — Bévitménykezeld - Solver beikszelni, vagy ha be van jelolve kiszedni a bejeldlést, kilépni,
lementeni, belépni és Gjra bejeldlni a Solvert. (A tobbi bovitményt is célszerli bejeldlni) Tovabba:
Eszk6z0k — Makré - Visual Basic Editor - Tools (feliil) - References - Solver legyen bejelolve. Megoldha-
to gy is, hogy Alt+F11 Tools, Preferences, és ki kell jelolni (pipa jel) a SOLVER feliratot, ha nem volt
bejelolve.

A masik elérési lehetdség: Kattintson a Microsoft Office gombra, majd a Programnév bedllitasai gombra,
(Excel Options) ahol a Programnév az éppen hasznalt alkalmazas neve, példaul Az Excel beallitasai (alul
talalhato). Jelolje be: Fejlesztéeszkozok lap megjelenitése a szalagon. Megjelenik a Fejlesztd eszkdzok
szalag, azon beliil Visual Basic-Tools-References-Solvert be kell jelolni. Kilépés utan mindig menteni
kell. El6fordulhat olyan hibaiizenet, hogy Eszk6zok — Makré - Visual Basic Editor - Tools (feliil) -
References — Solvermissing, kijellést (pipa jel) ki kell szedni és a szolvert be kell (pipa jel) jelolni.
Korkoros hivatkozas esetén, ha iteraciot végez az Excel, az Excel altal javasolt médositas: Az Excel beal-
litasai — Képletek - Kozelités engedélyezése.

Uj adatallomany bevitele:

Az adatsor kivalasztasa. A program elvégzi a differencia-képzést, de ha In-transzformaciora, vagy Box-
Cox transzforméaciora van sziikség, azt el kell végezni és a transzformalt adatokkal kell a tovabbiakban
dolgozni. Erre szolgél a stacionaritds - biztositdsa Excel parancsfajl. A megfeleld6 ARIMA modell (para-
méterek beallitdsa) kivalasztasara szolgal az ACF-PACF-Q* Excel parancsfijl. (Ld. ARIMA modellek
jellemzése tablat) Ellendrizni kell, hogy a transzformalt adatsor stacionarius-e, mert csak ebben az eset-
ben lehet alkalmazni az ARIMA modellt. Ha nem stacionarius az iddsor, akkor gyakran valamelyik pa-
raméter vagy paraméterek 1 vagy -1 értéket vesznek fel.

Az s érték beallitasa. E16szor az ARIMA munkalapon a szezonok (s) szamat kell beirni. Lehetdségek: 1,
4,7, 12. Ha nincs szezonalitas, s=1, pl. éves adatok vagy napi t6zsdeindexek, ha negyedéves a szezonali-
tas, s=4, negyedéves adatok, ha havi a szezonalitds, s=12 havi adatok, s=4 és s=12 esetében a peridusok
az évek, heti szezonalitas, s=7 napi adatok, ahol a peridusok a hetek. Ha 6rankénti adatok vannak, akkor
s=1 ahol a periddus a nap.

Adatbevitel: Ctrl+a,
Megfigyelések szamanak mddositasa. ? x

12 Kidolgozta: Mongkol Temrangsitornrat (UMKC, University of Missouri-Kansas City), atalakitotta, leforditotta
és atprogramozta Kehl Daniel és Sipos Béla (PTE KTK).
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A kovetkezd szoveg jelenik meg: A munkalap jelenleg .... hosszisagu adatsort tamogat. Adja meg, hogy
hany megfigyelést kivan illesztésre felhasznalni! (36 megfigyelésnél tobbnek kell lennie!)

Be kell irni az 0j id6sor becslésre felhasznalt adatainak a szdmat. Ezt kdvetden a kdvetkezd szoveg jele-
nik meg:

A munkalap jelenleg ... eldrejelzési megfigyelést tamogat. Adja meg, hogy hany eldrejelzési periddust
kivan hasznalni. (Legalabb 1 periddusnal tobbnek kell lennie) Ha nem kozli a korabbi beallitdsokat, akkor
solver hiba van, s a solvert az el6zdekben leirtak szerint Gijra be kell allitani.

A Ctrl+a tehat kozli a jelenlegi becslésre felhasznalt idésor hosszat, a korabbi szdmitas alapjan €s kéri az
Uj becslésre szolgalo idésor adatainak a szdmat (az argumentumban, egy oszlopban szerepld cellak ma-
ximalis sorszamat, ami elméletileg 1048576 sor lehet. A program akar 35 ezer adat, pl. DJA napi index
1896-2011 esetében is miitkodik kb. 10 perc alatt megoldast ad).

Megfigyelések szamanak mddositasa. ? x

Ezt kovetden kéri az elérejelzés hosszat, kozolve a jelenlegi, korabbi szamitas értékét, aminek csak szak-
mai korlatja van, ha ex-post ellendrzést illetve ex-ante elérejelzést kériink. Ebben az esetben az iddsort
becslési és teszt iddszakokra bontjuk. Lehet pl. ex-post ellendrzésnél a becslési iddszak az iddsor fele, (a
teszt idészak akkor szintén az iddsor fele) kétharmada, (a teszt idészak akkor az idésor egyharmada)
négyotdde (a teszt iddszak akkor az iddsor egydtode) vagy becslési iddszak az idésor hossza minusz az
utolsd év, ami havi adatoknal pl. 12, negyedéves adatoknal pedig 4. Hibaképleteket akkor szdmol a prog-
ram, ha azt megadjuk, tehat az dsszes bemasolt adat szamanak és a becslésre szolgald adatok szdmanak a
kiilonbsége egy vagy egynél nagyobb érték.

Ex-post ellenérzésnél az ARIMA illesztést (becslést) végzi el a program a becslési iddszak adatainak az
alapjan ¢€s kiszamitja az illesztett hibakat a becslési iddszakra, tovabba az ARIMA modell eldrejelzéseket
készit, ha megadtuk a megfeleld eldrejelzési idészakot, vagyis a teszt iddszak adatainak a szdmat és mivel
a tényadatokat is megadtuk a teszt idészakra, a program hibaképleteket tud szamitani, amit az eldrejelzett
hibak néven kozol. A hibaképletek az ARIMA munkalapon a szamitasok elvégzése (Ctrl+b és Ctrl+k)
utan a szdmsorok utan az O (Illesztett hibak) és R (Eldrejelzett hibak) oszlopban jelennek meg.

Az adatok moddositasa (Ctrl+a) utdn a régi adatsort torli a parancsfijl és be lehet masolni az 0j adatsort.
Ha az idésort megosztjuk becslési €s teszt idOszakra, akkor célszerli igy megadni az adatokat, pl. a teszt
idészak hossza megegyezik az elérejelzés hosszaval. (pl. havi adatok, az id6sor hossza 456 honap adata,
az elorejelzés hossza 12 honap, akkor az 0j idésor hossza kérdésre a valasz 444 honap, €s ebbdl szamol,
az id6sor bevitel eldrejelzés cellaiba be lehet mésolni a tesztiddszak 12 adatat. Az eldrejelzés hosszanak
lehet kérni 24-t, ebbdl 12 adat az ex-post eldrejelzés ellendrzéséhez sziikséges és 12 lesz az ex-ante eldre-
jelzés, amikor mar tényadatokkal nem rendelkeziink. A hibaképleteket a program kiszamolja az illesztett
(becslési) és ebben az esetben az eldrejelzett (teszt) idoszakokra is.

Hibaiizenetnél Debug-t kell valasztani és a sarga mezdben 1évd utasitadsnal shift 1, aposztrofot (°) kell be-
irni és menteni. A masik lehetdség a solver bedllitdsa az el6zéekben leirtak szerint.

Célszerii elészor ex-post elemzést végezni €s a legjobb ARIMA modell ismeretében ex-ante eldrejelzése-
ket késziteni.

Az ARIMA munkalapon a kiindulé ARIMA modell felirasa (azonositasa, identifikacioja) és az
ARIMA modell paramétereinek a becslése.

A felhasznaloknak meg kell hatarozniuk a (p-d-q-C-P-D-Q-S) ARIMA valtozok értékét a sarga cellaban
(A3:H3). A valtozok felvehetd értékei: d és D: 0-3, p: 0-12, P: 0-2, q: 0-12, Q: 0-2, C: 0-1. S: 1, 4,7,12.
Hibas adat beirasa esetén a program hibat jelez, ilyenkor csokkenteni kell a beirt értéket 1-gyel, és ha ak-
kor is hibat jelez, mindaddig csokkenteni kell a beirt valtozo értékét, amig hibat nem jelez.

Havi adatok esetén S 12 kell legyen, és ha az adatok negyedévesek, S 4 kell legyen, és heti adatoknal S 7
kell legyen. A sziirke cellak szamitasi teriiletek, igy oda adatokat nem szabad irni, csak a sarga cellakba.
Az ARIMA paraméter értékének beirasa utdn, a paraméterek modositasat végrehajtd Solvert futtatni kell.
(Ctrl+b). A koefficiensek értékének meghatarozdsahoz a felhasznaloknak futtatniuk kell az ARIMA mo-
dell becslését végzd Solvert, ami iteraciokkal (feltételezéses maximum likelihood (CML) modszerével)
elvégzi a szamitasokat. (Ctrl+k)

A valtozo cellak a sarga celldk, melyek tartalmazzak szdmitasok eredményét, értelemszertien, ha kivalasz-
tasra kertiltek, tehat nem 0 paramétert jeloltiink be.

00 =X28, ¢ (1-12) AA 28-39, ¢s (1-2) AE 28-29, 6 (1-12) Al 28-39, O (1-2) AM 28-29.
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A 0 (theta) és ¢ (phi) koefficiens korlatai, kisebbek, mint 1, de nagyobb, mint 0, kivéve a 0,-t (theta 0-t)
amely barmely valos szam lehet.

ARIMA modellek jellemzése tabla segit a modell kivalasztasaban.

Az ARIMA modell paramétereinek becslése a feltételezéses maximum likelihood (ML) (conditional ma-
ximum likelihood ~ feltétételes legnagyobb esélyesség) modszerével torténik. Ennek lényege, hogy a
becslofiiggvény készitdje ismerettel rendelkezik az alapsokasag eloszlasara vonatkozoan, pontosabban
ismeri az alapsokaséagi eloszlas tipusat, de nem ismeri a konkrét alapsokasdgi paraméterek értékét. Ez a
feltételezés az ARIMA modellek esetében az, hogy a megfigyelések normalis eloszlast kdvetnek és eleget
tesznek a stacionaritasi ké')vetelményeknek.143 A kezdéértékek szamitasanal a feltételezéses (conditional)
ML modszert hasznélja, vagyis a kezddértékek nullak. Példaul a ¢ paraméter maximum likelihood (ML)

becslése az a ¢?= ¢(Y) paraméterérték, amelyre ¢ — f,(Y) (tehat a likelihood-fliiggvény) maximalis. Te-

hat azt a paramétert valasztjuk becslésnek, ami mellett az Y minta bekovetkezésének ,,valoszerlisége” a
legnagyobb.

Az ARIMA mukafiizeten, a leirtak szerint:

Meg kell adni a paraméterek szamat. ARIMA (p, d, q). C (konstans, van=1, nincs= 0) Ha van szezonali-
tas: (P, D, Q)s

Ctrl+b moédositja az ARIMA modell paramétereit, amiket a sarga cellakba beirtunk.

Ctrl+k iteracids eljarassal becsiili a paramétereket (Ctrl+b utani paraméterek szerint) és kiszamitja a be-
csiilt paramétereket valamint a kovetkezd statisztikakat:

A rendelkezésre 4116 adatok szama: T

A teszt id6szak szdma: m

A becslési idészak szdma: T-m

A becslésre hasznalt adatok szama 6sszesen T-m (t=1,2,....T-m), minimum 36.

Kies6 adatok szama= Kiesd adatok szama=p+d+s(P+D)

Felhasznalhat6 adatok szama= Az adatok szama - Kies6 adatok szama = (T-m) - [p+d+s(P+D)]
Szabadsagfok (df) szdmitasa: df=(T-m)—[p+d+s(P+D)] - (p+q+P+Q)

Szamtani atlag (Yy):

Sz6rasP (Yy):

Hibanégyzet-6sszeg (SSE):

A rezidualis szoras (s):

T-m

SSE > (YY)

t=1

df (T-m)-[p+d+s(P+D)] - (p+q+P+Q)

R? tobbszords determindcios egyiitthato:
T-m A2
> (Y.-Y)
2 t=1

R [s] _;_ (T-m)-[prd+s(P+D)] - (p+q+P+Q)

-0 - T-m _

a2 (%Y)

T-m t=1

Az R? negativ is lehet, ha s > o, de a megfelel6 modell kivalasztasa esetén egyhez kozeli érték, kiilono-
sen ha sok magyarazovaltozo szerepel a modellben.

' 1.d. Pintér-Rappai szerk. Statisztika.PTE, KTK. 2007. 309-313.
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DW statisztika. (Durbin-Watson d-préba) A probafiiggvény:

Z (et —Cu )2

d — t=2
Qe
t=1
A program, a tobbi szoftverhez hasonldan kozli a DW statisztika értéket, ami nem hasznédlhaté az AR

modelleknél, ahol a magyardzdovaltozok valamelyike az eredményvaltozd egynél tobb késleltetettje,
vagyis Y1, Yio... alak(."* Ha a késleltetés 1, (Y1) akkor viszont hasznalhato a DW statisztika.

Az ARIMA modellek diagnosztikai ellenérzése.

Az R” nem alkalmas az illeszkedés mérésére, mert a paraméterek szamanak novekedésével gyakorlatilag
1-hez tart. A modell alkalmassaganak vizsgalatara a legjobb mddszer a mintan kiviili elorejelzés, vagyis a
minta egy rész¢ét visszatartjuk (nem hasznaljuk fel a becslés sordn, ez a teszt idészak), ezekre ex post el6-
rejelzéseket készitlink, majd Osszehasonlitjuk az eldrejelzett értékeket (Y”t) az Y ismert értékeivel. A
becslési idoszak alapjan készitjiik az eldrejelzéseket. A ,,mi lett volna ha” feltételezés mellett nagy valo-
szinliséggel a legjobb modell kivélaszthato. Természetesen feltételezziik, hogy az ex-ante iddszakban je-
lentésebb tendencia valtozas pl. valsag nem kovetkezik be. A mintan kiviili elérejelzéshez az adatbevitelt
(Crtl+a) kell megfelelden beallitani.

Az ARIMA parancsfijl az ,,Eredeti ¢s becsiilt” illetve a ,,Reziduum” munkalapokon a szdmitasok alapjan
a grafikus abrékat is kozli.

Az alkalmazott hibaképletek.

Kiszamitja a hibaképleteket a becsiilt ( t=1,2... T-m) értékekre minden esetben, a becslésre szolgdlo
megadott adatok (Y,) és az ARIMA modell alapjan becsiilt adatok (\A(t) alapjan.

Kiszamitja tovabba a hibaképleteket az ex-post elérejelzett (T, T-1, T-2,..T-(m+1)) értékekre is, ha az
id6ésort megosztottuk becslési (cellak szama: T-m) és teszt (cellak szdma: m) id6szakra és megadtuk a
teszt iddszak értékeit.

Ex-ante eldrejelzést készit az M-m id6szakra, amikor mar megfigyelésekkel nem rendelkeziink: (T+1,
T+2, ... T+M-m). Ellendrzése akkor lehetséges amikor az ex-ante idszak bekovetkezik és igy ex-post
iddszakka valik.

Az alkalmazott jel6lések:

A hiba (e = Error):

€ = Yt - ?t

Yt

1, T-2,...T-m-1) hasznalt megfigyelt adatok.

A

Y, = az illesztett (becsiilt) (1,2,....T-m) és az ex-post elorejelzett (T, T-1, T-2,...T-m-1) értékek.

= az illesztésre (becslésre) felhasznalt megfigyelt értékek (1,2,....T-m) és az ex-post becslésre (T, T-

Az illesztett hibdk szdmitasa a fenti jelolések felhasznalasaval:
t=1,2,3,...T-m

Atlagos hiba. [ME=MEAN ERROR]

T-m A
>Y Y,
ME="-——
T—-m
A hibak (reziduumok) négyzetosszege. SSE (SUM oF SQUARED ERRORS)
T-m T-m 2
SSE=Y ¢! =D (Y,-Y,]
t=1

t=1

144 Ramanathan i. m. 406.
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Relativ [%-os] hiba [PE; = PERCENTAGE ERRORJ:
Yr — v?t

PE, = x100

t

Relativ [%-o0s] abszolut hiba [PE; = ABSOLUTE PERCENTAGE ERROR]:

Yt — §t

PE,| = x100

t

A hiba abszolut értéke:
Yt _?t
Atlagos relativ [%-os] abszolut hiba szorasa, [RSE=ROOT SQUARE ERROR of MEAN ABSOLUTE
PERCENTAGE ERROR]:

€, =

Y. -Y, x100
Y

t

T-m

2

RSE ={|—=
(T-m)- p+d+s(P+D)

Atlagos abszolut eltérés [MAD=MEAN ABSOLUTE DEVIATION OF ERROR]
T-m
z ‘Yt - Yt
MAD=-"“—
T-m

Atlagos relativ [%-o0s] hiba [MPE = MEAN PERCENTAGE ERROR]

T-m _

Z Y - Y, x100
MPE=T_ %t
) T-m
Atlagos relativ [%-os] abszolut hiba [MAPE = MEAN ABSOLUTE PERCENTAGE ERROR]:
T-m Y,
S Y Y00
t=1 Yt

(%)

T-m

MAPE =

Az ex-post elorejelzett (T, T-1, T-2,...T-m-1) értékek hibaszamitasa hasonlé moédon torténik, csak az in-
dexek kiilonboznek: T, T-1, T-2,...T-m-1 értékeket vesznek fel.
Pl. az elorejelzett MAPE szamitasa a teszt periodusra:

m

2

MAPE = t=T—(m-+1)

L %100

t (%)
m
Tobb ARIMA modell koziil azt valasztjuk, amelyre a MAPE, a MAD, RSE hibak kisebbek.

or ey s e o r . r o r r 14
Szelekciods kritériumok alapjan torténo valasztas. >

Akaike — féle informécios kritérium. (Akaike Information Criterion = AIC)

Schwartz-féle bayesi kritérium (Schwarz Bayesian Criterion = SBC) vagy bayesi informacios kritérium
(Bayesian (Schwartz) Information Criterion = BIC vagy SIC).

Hanan-Quinn kritérium (Hanan-Quinn Criterion = HQC)

Az ARIMA modellek dsszehasonlitasara szolgalnak és egyszerre figyelembe veszik az illeszkedés josa-
gat és a becsiilt egyiitthatok szamat.

A jelolések:

A becsiilt paraméterek szama: P =p+q+P+Q

Az adatok szama, a minta nagysaga: T

A tesztiddszak szdma: m

145 Ramanathan i. m. 173-174..
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Az illesztésre (becslésre) felhasznalt adatok szama T-m
A hibék (reziduumok) négyzetdsszege.'
T-m T-m A 2
SSE=Y ¢! =D (Y,-Y,]
t=1 t=1
Rezidualis szorasnégyzet (variancia) (sz)

T-m

(v.-¥)

- (T-m)

2 t=1

A becsiilt paraméterek szama: P =p+q+P+Q
Az AIC, BIC ¢és HQC mutatok eredeti és logaritmizalt forméakban:
2P

— 2aT-m
AIC(I;) =s"eT

LN(AIC

~ ,. 2P
&) =LN(s") + -

P

— (T — m)T-m
BIC(P)—S (T-m)?

LN(BIC ; ) =LN(s*) + P
T—-m
2P

HQC,;, =s*(LN[T —m])""™

LN(HQC ;) =LN(s*)+ 2P
T—-m

) LN(T - m)

" LN(LN[T —m])

Tobb ARIMA modell koziil azt valasztjuk, amelyre az AIC-, BIC- a HQC - érték a legkisebb. A szelek-
cios kritériumok miikddésiik elve a kdvetkezd: a kisebb hibdju modellt preferaljak, de ezek kozil is azt
valasztjdk, amelyik a kevesebb paramétert hasznal. A kétféle kritérium egymasnak ellentmondo6 ered-
ményre is vezethet. A magyardz6 valtozok szdmanak ndvekedését a Schwartz-féle bayesi kritérium
(BICp) jobban biinteti. A szelekcios kritériumok kivalasztasa arra vonatkozik, hogy mely koefficienseket
hasznaljuk (tartjuk meg) a modelliinkben. Minél egyszeriibb ARIMA modellel tudunk jo prognézist ké-
sziteni, annal megbizhatobb prognézist tudunk késziteni.

Az (SSE/T-m), egy megfigyelési idésor egységre vetitve az atlagos hiba. Igy kezdddik mind harom muta-
to. A hiba minél kisebb anndl jobb, tehat ez a modell ugy fog miikédni, hogy minél kisebb a hiba, annal
jobb a mutato, de a javulast ellensulyozza a paraméterek szamanak novekedése. Ezt fejezi ki az e a (T-m)
illetve In(T-m) alapt hatvany, amit biintetdfaktornak neveziink.

A véletlen valtozo, (reziduumok e;) vizsgalata.

A modell ellendrzése annak a vizsgalatat jelenti, hogy a becsiilt ARIMA modell eleget tesz-e a linearis
regresszids modell szokasos feltételeinek. A feltételek (Id. regresszio.xls parancsfijl leirasat) a véletlen
valtozora vonatkoznak, igy a modell ellendrzése az e, reziduumok véletlen jellegének vizsgalatat jelenti.
Ezeknek a szamitasoknak egy részét mar elvégeztiik a modell azonositdsa munkafazisban, amikor azt el-
képzés, d €s D) nyert transzformalt valtozok eleget tesznek-e a stacionaritds kovetelményének illetve,
hogy a valtozd, a megfigyelt iddsor (Y;) hibai, vagyis az autokorrelacios egyiitthatok fehér zajt alkotnak-
e. Ezt Q*-teszttel ellenOriztik.

Most viszont becsiilt ARIMA modellel rendelkeziink ¢és ellendrizniink kell azt, hogy a becsiilt
reziduumok véletlen jellege igazolhato-e.

A linedris regresszios modell feltételeit az ARIMA modellre felirva: az €, véletlen valtozo fliggetlen vé-
letlen folyamatot (fehér zaj folyamatot) kovet, nulla varhat6 értékkel és konstans szorasnégyzettel. A
konstans szorasnégyzet allandosdgara vonatkozé feltétel teljesiilését ellendrizhetjiik a reziduumok grafi-
kus abraja alapjan. Ld. Reziduum munkalapot.

146 Masik neve az SSE-nek a nemzetkozi irodalomban: Residual Sum of Squares (RSS)
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Az ARIMA munkalapon az O oszlopban kozli a program a reziduum (e;) értékeket, ezekbdl kell el6szor
autokorrelacids egylitthatokat szamitani pl. k=36 késleltetéssel.

Z (& - &)@, — &)

rk(ét) _ t= k+1

m —
Z (é[ - é)2
t=1

Az a 1, (¢,) stadard hib4janak a kozelitése:

n 1
S|L (€ =
[ k ( t )] ﬂ
Az elozbek alapjan:
r, (&)= ACF

A rezidualis valtoz6 fiiggetlensége esetén az autokorrelacios egyiitthatok r, (€,) (k=1,2,...K) nem szigni-

fikansak. Célszerli, a mar ismertetett Ljung-Box portmanteau-proba (LJB vagy Q®*-teszt) haszndlni az
autokorrelacios egytitthatok tesztelésére.
Y }

Q =(T-m)T- m+2)Z{T o

A reziduumok (et) az ARIMA .xls parancsfijl ARIMA munkalapjan az O oszlopban talalhatdok, ezeket a
parancsfajl bemasolja a ,,Modell ellendrzése munkalap™ B oszlopaba, a sorszdmokat az A oszlopaba. Az
et reziduumokat bemasoljuk ”az ACF-PACF-Qszamitasa Excel parancsfajlba, a ,,Reziduumok mésolasa”
cellara kattintva, ami kiszdmitja az autokorrelacios egylitthatokat a megadott K késleltetéseknek megfele-
18en, a parcialis autokorrelacids egyiitthatokat, a Q*-statisztikdkat és a p-empirikus szignifikancia érté-
keket. A szamitdsok eredményét visszamasoljuk az ARIMA xls f3jl ,,A modell ellenérzése” munkalapja-
ba. A régi adatokat elotte kitoroljiik.

A becsiilt rezidualis valtozé atlaganak [M(e;)] nullahoz kozel kell esni. A nullhipotézis ellendrzése:

A reziduumok (e;) atlaga, a rezidualis szérasnegyzet [variancia s*(ey)] és a rezidualis valtozo (e,) standard
hibajanak s(e;) becslése:

T-m
e,
gl _ _t=l
T-m
T—m’\2
et
S(Z t=1
*(T-m) - (ptqtP+Q)
@)= e
S(€) =
T—m

Az egymintas t-proba, nem koveteli meg a sokasagi eloszlas szorasanak ismeretét, de annak normalis vol-
tat tovabbra is kikoti. :

e-0

G
H, : M(e,) =0
H, : M(e,) =0

A probafiiggvény a nullhipotézis fennallasa esetén:

—

t= S(é) <t(1—u/2)(T—m—l)

A prébafiiggvény a nullhipotézis elutasitasa esetén:

t =

= > t(l—a/Z)(T—m—l)
s(e)
A reziduumok (et) Jarque-Bera féle normalitési-tesztje.
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A reziduumok szédma:

Becslésre felhasznalt adatok szama (T-m)
Kies6 adatok szdma k=p+d+s(P+D)
Reziduumok szdma n = (T-m)- [p+d-+s(P+D)]

Ahol:
Reziduumok szama n = (T-m)- [p+d+s(P+D)]
S= a ferdeség mérésére szolgald S mutato:

n

5= (n—l)IEn—Z)[Z_:‘(et ;E]

A S - mutat6 értéke 0, ha az eloszlas szimmetrikus, pozitiv eldjel esetén jobb oldali, mig negativ elgjel
esetén bal oldali aszimmetriara kovetkeztethetiink.
K = a csticsossag mutatdészama:

_ n(n+) = ~ 3(n-ly
~ (n=1)(n—2)(n—3) o' (n—2)(n—3)

|
o

A (K-3) relativ csticsossag mutatd értéke 0, normadlis eloszlas esetén. Ennél kisebb érték esetén lapultnak,
nagyobb érték esetén csticsosnak tekinthetjiik az eloszlast.

A szabadsag fok (df) mindig az S és K paraméterek miatt =2

A tesztstatisztika 2 szabadsagfoku y*-eloszlast kévet. Minél magasabb az értéke, annél biztosabban (ala-
csonyabb szignifikancia-szint mellett) tudjuk elutasitani a nullhipotézist, miszerint a megfigyelések nor-
malis eloszlast kdvetnek. Normalis eloszlas esetén a JB=0, mert S=0 és (K-3) =0, tehat alacsony értéke
normalitasra utal. Ha a p-érték kisebb mint 0,05 akkor 5 %-os szignifikancia szinten elutasitjuk a
nullhipotézist, miszerint a megfigyelések normalis eloszlast kovetnek.

Ennek alapjan a hipotézis rendszer:

Hy = az adatsor normalis eloszlast kovet,

H, = az adatsor nem kovet normalis eloszlast,

A Hy-t elfogadjuk, ha:

JB<2X20,05

A H; alternativ hipotézist fogadjuk el, ha:

JB>2X20,05

A szignifikancia-érték (p-érték) az a legkisebb szignifikancia szint, amin a Hy mar éppen elvethetd a H;-
gyel szemben. Ha pl. 0,05-nél kisebb a p-érték akkor 5 %-os szignifikancia szinten elutasitjuk a
nullhipotézist, miszerint a megfigyelések normalis eloszlast kdvetnek.

ACF-PACF-ARIMAszamitas144adattal.xlsm Excel parancsfajl miikodése.

Az Adatbevitel munkalapra 144 adat masolhat6. Ctrl+a utasitassal az adatallomany bdvithetd, kéri az
adatallomany novekedésének a nagysagat. Pl. az 0j adatallomany 200, a régi 144, a boviilés, amit be kell
irni. 200-144=56. Nyomon kovethet6 az ACF, PACF, Q* szamitésa és tesztelése, az ACF és PACF korre-
logramok készitése. A PACF — értékeket a Yule-Walker egyenletekkel modszerével becsiili. A
szamitasok képletei a munkafiizetekben megtalalhatok, maguk a szdmitasok nyomon kovethetok és az
elméleti részben az elozdekben leirasra keriiltek. Az ARIMA munkalap 144 adattal miikédik, a pro-
gramozas lathat6. Ennek a parancsfajlnak az a célja, hogy a szamitasok menetét lehessen latni, az ne le-
gyen “fekete doboz”. AZ ACF-PACF-Q* szadmitasat az el6zéekben bemutattuk. Az ARIMA modellezés
1épéseit ismertetjiik. A parancsfajllal csak a megadott ARIMA valtozokkal végzi el a szdmitasokat, tehat
iteraciokat nem végez.

Bevezetés:
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Ez a munkalap bemutatja az ARIMA mddszert, amely képes kezelni heti, havi negyedéves adatokat.

Az ARIMA moddszerrel a modell 3 f6 komponenst tartalmaz, nevezetesen autoregresszids, differencia és
mozgoatlag. Minden komponensnek két alkomponense van, azaz egyszert €s szezonalis alkomponens.
Az autoregresszios komponens altalanos formdja:

a szezonalis az egyszeru

m (1- g1 B'- ¢ B%Yt =

ahol p-t és P-t az ARIMA paraméter p és P értéke hatdrozza meg
B jeloli a visszaléptetd operatort és S jeldli a szezonalitast

A differencia komponens altaldnos formaja:

szezondlis egyszeri

(1-B) (1-BY) Y =¢,

ahol d-t és D-t az ARIMA paraméter d és D értéke hatarozza meg
B jeloli a visszalépteto operatort és S jeldli a szezonalitast

A mozgdatlag komponens altalanos forméja:

w lis az egyszerli k|0nstans

Y =(1-0;5B'- 05 B®- ... - 00s B¥) (1-0, B'- 0, B>~ ... - 6, BY) e, + 09
ahol g-t és Q-t az ARIMA paraméter q és Q értéke hatdrozza meg
B jeloli a visszaléptetd operatort és S jeldli a szezonalitast

és 9 jeloli a konstanst az ARIMA modelben (ha a C ARIMA paraméter 1)
Ezen harom komponenst egyesitve az ARIMA altalanos formaja pdqCPDQS paraméterrel az alabbi lesz
(1- d1s B'>- os B*- ... - ¢ps B™) (1- 01 B'- ¢ B> ... - ¢, B") (1- B”®) (1-BY) Y,
= (1-0,s B'"- 0,5 B®- ... - 00s B¥® ) (1- 0, B'- 8, B*- ... - 6, BY) e, + 0,
Hogyan hasznaljuk a munkatéblat?
A felhasznaloknak meg kell hatdrozniuk a (p-d-q-C-P-D-Q-S) ARIMA paraméterek értékét a sarga cella-
ban (A3:H3). A késleltetési adatok korlatozottsaga miatt p €s d értéke 0-36 kozott kell legyen. P és D ér-
téke 0-15 kozott kell legyen. q és Q értéke 0-2 kozott kell legyen. C értéke 0 vagy 1 kell legyen. Havi
adatok esetén S 12 kell legyen, és ha az adatok negyedévesek, S 4 kell legyen, és heti adatoknal S 7 kell
legyen. Kérem, vegye figyelembe, a sziirke cellak szamitasi teriilet
Az ARIMA paraméter értékének meghatarozasa utan, a munkalap kivalasztja, milyen konstans és koefti-
ciens vesz részt a szamitasban a meghatarozott ARIMA paraméternek megfeleléen. Ha a koefficienset
vagy konstanst kivalasztottak, a mellette levd cella 1-re valtozik. Es 0 ha nem valasztjak ki.
A koefficiensek értékének meghatarozasadhoz a felhasznaloknak futtatniuk kell a megoldot. A célcellak
lehetnek ME vagy SSE. Ezek az értékek a D95 illetve a D96-ban vannak. A valtozo cellak a sarga cellak,
melyek tartalmazzak a konstanst és phi-t és theta-t azaz M28 a 0, (theta0) konstansot, Q28:Q63 cella a ¢;
...0036 (phil ...phi36) autoregressziods koefficienst, V28:V42 a ¢s; ...¢s1s (phiS1 ...phiS15) szezonalis
autoregresszios koefficienst, Y28:Y29 tartomany a 6, ...0; (thetal ...theta2) mozgoatlag koefficienst,
AC28:AC29 tartomany a Os; ...0s; (thetaS1 ...thetaS2) szezonalis mozgdatlag koefficienst. A theta és phi
koefficiens korlatai, kisebb, mint 1, de nagyobb, mint 0, kivéve a theta 0, amely barmely valos szam lehet
A havi és negyedéves eldrejelzési munkafiizet ARIMA modulja kissé kiilonbozik ARIMA .xIs-étol. A kii-
16nbségek a kovetkezok:
1) A havi és negyedéves eldrejelzési munkafiizet ARIMA modulja csak havi adatokkal tud dolgozni, mi-
vel a Szezonalis MA-t specialisan havi adatok feldolgozasara tervezték. Ugyanez érvényes a negyedéves
munkafiizetre
2) Az ARIMA .xIs makroja nem regeneralja a munkalapot. Egyszeriien noveli a megfigyelések szamat. A
havi és negyedéves eldrejelzési munkafiizet ARIMA moduljat regeneraltak Ctrl+a megnyomasaval.
Ezen munkalap Szamitasi Folyamata
A Szamitasi Folyamatot 6 f6 modulra osztottuk:

1. egyszert differencialas modul
2. szezonalis differencialas modul
3. egyszerl autoregresszios modul
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4. szezonalis autoregressziés modul

5. mozgodatlag modul (egyszerii €s szezonalis kombinalva)

6. 0Osszegz0 modul

Mindegyik modul szamitasi eredményét tovabbitjuk a masik modulba. Az egyes modulok miikodése
1 Egyszerli Differencialas Modul
Ez a modul az AG - BT oszlopban talalhat6 a 21. sort6l kezdve. Az AG - BQ oszlop tartalmazza a késlel-
tetett adatokat 1 késleltetéstdl kezdve 36 késleltetésig. Es az AD oszlop tartalmazza a & matrixot, amely
megmondja, milyen késleltetést valasztunk a d ARIMA paraméter értékének megfelelden. A BS oszlop
tartalmazza matrix szorzas eredményét. Ezeket az eredményeket érvényesitjiik a BT oszlopban, és DIFF;-
nek nevezziik
(1- BY) Y, := DIFF,

A & matrix Az Y, matrix
| 1]
| O]
| o]
|
|
|

1] X [Y. Yo Yo ... Yuse]:=DIFF,

2 Szezonalis Differencialas Modul
Ez a modul a BV - CN oszlopban taldlhat6 a 21. sortél kezdve. A BV - BQ oszlop tartalmazza a késlelte-
tett DIFF, (Y-t egyszer(i differencialas utan) 1 szezonalis késleltetéstél kezdve 15 szezonalisig. Es az AE
oszlop tartalmazza a ds matrixot, amely megmondja, milyen szezonalis késleltetést valasztunk a D
ARIMA paraméter értékének megfeleléen. A CM oszlop tartalmazza matrix szorzas eredményét. Ezeket
az eredményeket érvényesitjiik a CN oszlopban, és SDIFF-nek nevezziik:
(1- B”®) DIFF, : = SDIFF,

the 8g matrix  the DIFF; matrix

DIFF.;s DIFF.s ... DIFF.ss]:= SDIFF;

1
=
)
—
]

e

| 0]
3 Egyszerli Autoregresszios Modul
Ez a modul a CP oszloptol EQ oszlopig talalhato a 21. sortol kezdve. A CP - DZ oszlop tartalmazza a
késleltetett SDIFF-t (Y-t egyszerii és szezondlis differencialas utan) 1 késleltetéstdl kezdve 36 késlelteté-
sig. Es az N oszlop a 28 sortdl kezdve a 63 sorig tarolja az autoregresszios koefficiensek értékeit a ¢,
...036 (phil ...phi36) tartomdnyban. Az M oszlop N-t6l balra mutatja, melyik koefficienst valasszuk a p
ARIMA paraméter értékének megfeleléen Ez az M és N oszlop kombinélva alkotja az AB oszlopnal ta-
lalhato ¢ matrixot. Ez a ¢ matrix mutatja, melyek az autoregresszids koefficiensek (¢n) ebben a szamitas-
ban. Az EB oszlop tartalmazza matrix szorzas eredményét. Ezeket az eredményeket érvényesitjiik az EC
oszlopban, és AR-nek nevezziik
(1- ¢1 B'- ¢, B ... - ¢, B?) SDIFF, := AR

a ¢ matrix  az SDIFF; matrix

5 /
- 01
$2 |

X [SDIFF; SDIFF.; SDIFF., ... SDIFF3]:=AR;
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4 Szezonalis Autoregressziés Modul
Ez a modul EE oszloptol EW oszlopig talalhat6 a 21. sort6l kezdve. Az EE - ET oszlop tartalmazza a
késleltetett ARt (Y egyszerili és szezonalis differencidlas utan) 1 késleltetéstol kezdve 15 késleltetésig.
Es az R oszlop a 28 sortél kezdve a 42 sorig tarolja a szezonalis autoregresszids koefficiensek értékei a
O1s ...01ss (philS ...phil5S) tartomanyban. A Q oszlop N-t6l balra mutatja, a p ARIMA paraméter érté-
kének megfeleléen melyik koefficienst valasszuk. Ez a Q és R oszlop kombindalva alkotja az AC oszlop-
nal talalhato ¢s matrixot. Ez a ¢ matrix mutatja, melyek az autoregressziods koefficiensek (¢ns ) ebben a
szamitasban. Az EB oszlop tartalmazza matrix szorzas eredményét. Ezeket az eredményeket érvényesit-
juk az EC, oszlopban, és SAR-nek nevezziik
(1- d1s B'- ¢os B- ... - ¢ps B™) AR, :=SAR

a ¢s matrix  az AR, matrix

1| /
is |
s |

|
| -0
| - (I)z X [ARt ARt-lS ARt_zs ARt_15s ] — SARt
o

| - d1ss |

5 Mozgoatlag Modul

Ez a modul az FU oszloptol FY oszlopig talalhaté a 21. sortol kezdve. Az FV oszlop szamitja ki a moz-
goatlag komponenst szezonalis alkomponens nélkiil (MA). Az FW oszlop szdmitja ki a mozgoatlag kom-
ponenst negyedéves szezonalis alkomponenssel (SMA4). Az FX oszlop szamitja ki a mozgdatlag kompo-
nenst heti szezonélis alkomponenssel (SMA7). Es az FY oszlop szamitja ki a mozgoatlag komponenst
havi szezondlis alkomponenssel (SMA12)

A V oszlop a 28 sort6l a 29 sorig tarolja az egyszerii mozgodatlag koefficiensek 0; és 0, (thetal és theta2)
értékeit. A Z oszlop a 28 sortol kezdve a 29 sorig tarolja a szezonalis mozgodatlag koefficiensek 0,5 and
0,5 értékeit (thetalS and theta2S). Az U és X oszlop a V és Y oszloptol balra mutatja, a q és Q ARIMA
paraméter értékének megfelelden melyik koefficienst valasszuk. Ez U és V oszlop kombinalva és az X és
Y oszlop kombinalva alkotja az FR illetve FS oszlopban talalhato 6 and és 6s matrixokat. Példaul ha a q
¢s Q ARIMA paraméter értéke 0 vagy tires, ez azt jelenti, a felhasznalok mozgoatlag komponens nélkiili
ARIMA-t akarnak, akkor ez a két matrix ( 0 and 65 ) 0

A J21 cella tarolja 0y (theta0) konstans értékét mutatja. A 121 cella a J21 cellatol balra mutatja, valaszt-
juk-e ezt a koefficienst a C ARIMA paraméter értékének megfeleléen

SARt:/(l- 015 Bis- 025 Bas) ((1- 01 By- 02 By) etb

[ei-01en1-02er - Oisers + 01015 ersi1) 702015 €rs+2) - O2s €as T 01025 €2s+1) T 02025 €1 25+2) |
a moggodatlag komponens

e=SAR(—[- 01 e.1-02e2 -O1sers + 01015 €1y 102015 €st2) - Oas €ras + 01025 eras+1) + 02025 €
@s+2) ] + 0o
Az MA szezondlis komponense miatt, SMA4, SMA 7 és SMA12 kiilonb6zd. A késleltetett hiba kiilonbo-
z6képpen jelenik meg. A mozgoatlag komponens elsé tagj (- 0, e ) el6szdr a 23. sorban jelenik meg, és
folytatodik a kdvetkezd sorban. A masodik tag ( - 0, e, ) el6szor a 24. sorban jelenik meg, és folytatodik
a kovetkez6 sorban. A harmadik és negyedik tag, melynek szezonalis alkomponense van, eldszor a 25 €s
26 sorban jelenik meg, és folytatddik a kdvetkezd sorban SMA4-re, a 28 és 29 sorban SMA7-re, és 34
sorban SMA12-re
Kovetkezésképpen lesz e, minden S-re GB - GE oszlopban But only the one that corresponds to the value
of S in ARIMA parameter will be selected as the final e; in column GF
e = SAR{— MA;+ 6,
5 Osszegz6é modul. A GA oszloptél a GH oszlopig tart a 21-ik sortol. Az ARIMA paraméterek alapjan
becsiili a hibat (e;), amibdl az Y”t becsiilt értéket hatdrozza meg.
Y™ =Y - e (Coszlop, a kiesd adatoknal nincs becsiilt érték.)
Az A4-14 cellakban lathatok a kivalasztott ARIMA valtozok. A D5-D14 cellak a szamitott értékeket és
statisztikékat kozli.
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Kies6 adatok szama=
ptd+q+s(P+D+Q)
Megfigyelések szama (n)
Szabadsagfok (df)

R2

Szamtani atlag(Yt):

Teljes négyzetdsszeg
Hibanégyzetosszeg (SSE)
Korrigalt rezidualis szoras
(s*)

Durbin-Watson statisztika
Késleltetések szama 36

3.8.5 Spektralanalizis.xls parancsfajl miikodése.

Az elméleti hatter részletesebb ismertetésétol eltekintiink, az megtalalhato Pintér Jozsef ta-
nulmanyéaban.'*’
Adatbevitel: Ctrl+a,
(Ctrl+a) a szezonok szdmanak, az illesztéshez megadott megfigyelések szamanak, és az eldrejelzés hosz-
szanak a valtoztatésa.
(Ctrl+k) a Fourier modell becslése
(Ctrl+g) a grafikonok ujrajarzolasa.

A Ctrl+ utasitasokat az elsé munkalapon kell végrehajtani!
Ex-post ellendrzésnél az FOURIER illesztést (becslést) végzi el a program a becslési idészak adatainak az
alapjan és kiszamitja az illesztett hibakat a becslési iddszakra, tovabba az FOURIER modell eldrejelzése-
ket készit, ha megadtuk a megfeleld elorejelzési id6szakot, vagyis a teszt idoszak adatainak a szamat és
mivel a tényadatokat is megadtuk a teszt iddszakra, a program hibaképleteket tud szdmitani, amit az
elorejelzett hibak néven kozol. A hibaképleteket a program kiszdmolja az illesztett (becslési) és ebben az
esetben az eldrejelzett (teszt) iddszakokra is. Célszerli eldszor ex-post elemzést végezni €és a legjobb
FOURIER modell ismeretében ex-ante elorejelzéseket késziteni.
A rendelkezésre all6 adatok szdma: T
Szezonalitas (periddikus ingadozas) hossza = s (4 vagy nagyobb szdm)
A teszt id6szak szdma: m
A becslési idészak szdma: T-m
A becslésre hasznalt adatok szama 6sszesen T-m (t=1,2,....T-m)
A szamitasok menete. Az alabbi szamitasokat végzi el a program:
Y= a megfigyelt adat a t-edik iddpontban
Y: - Yis a t-dik megfigyelt érték és a (t-s) idépontban megfigyelt érték kiilonbsége.
Szamtani atlag (Y):

_ 1 T-m
Y="—")>Y,
T-mS
Trend szamitasa és kisziirése:
T, =a,+b,t
b0 — & (Yt _Yt—s)
t=s+1 S
a,=Y-b,t
T-m

Trendkisziirve=Y, - T,

7 Pintér Jozsef [2007]: A spektralanalizisrol. Statisztikai Szemle. 85. évf. 2.
http://www ksh.hu/statszemle_archive/2007/2007_02/2007_02_130.pdf
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A program kiszamitja az aldbbi trigonometrikus fiiggvényeket:

cos(mt), sin(wt), cos(2mt), sin(2mt), cos(3mt),sin(3wt), cos(4mt), sin(4mt)
ahol:

f = frekvencia,

o = korfrekvencia

A = amlitudo, a legnagyobb kitérés

Y = a fliggvény altalanos alakja

s = a periodus (rezgésido)

2 2nf
N=—=
s (T-m)
po (T—m)
S
Y = Asin(wt)

Az amplitudé megbecsléséhez a kovetkezd linearis regresszidoszamitast kel elvégezni, konstanssal:

Y=Trendkiszlirve=Y, — T,

X valtozok: X;=cos(wt), X,= sin(mt), X3= cos(2mt), X4= sin(2mt), Xs= cos(3mt), Xs= sin(3mt), X;=

cos(4mt), Xg= sin(4mt)

A kapott regresszids egyiitthatok: a;, a, a3, a4, as, ag, a7, as.

(Y, —T,) =a, +a,cos(mt)+a,sin(mt)+a, cos(w2t)+a, sin(w2t)+as cos(m3t)+a, sin(m3t)+a, cos(w4t) + a, sin(w4t)
H, :a,=0

g %20

o 1 b;=0

b #0

T T T

A fenti hipotézisrendzert teszteljiik.

Ha 5 %-os szignifikancia szinten elutasitjuk (p<0,05) azt a Hy hipotézist, hogy az a; (i=1,2,...8) paraméter
egyenld 0-val, akkor a paramétert felhasznaljuk az amplitud6 szamitasdhoz, ha a Hy hipotézist fogadjuk
el, (p>0,05) akkor nem szamitunk ampltuddét. Az A; amplitudd szamitasahoz sziikséges, hogy az a; és a
b is, szignifikansan kiillonbozzon 0-t6l. Ugyanez érvényes az A,, Az és A4 amplitudokra is. Természete-
sen donthetiink gy is, hogy a szignifikancia szint 10 %-os, akkor ha a p<0,1, elutasitjuk a nulhipotézist.
Az elfogadas esetén 1-t, az elutasitas esetén 0-t kell beirni a sarga celldkba.

Az amplitudok szamitésa:

AFW
A, = a§+b§
A= a§+b§
A, =4ja; +b]

A becsiilt Fourier egyenlet:
\A(t =T, + A, cos(ot)+A,sin(wt)+A, cos(w2t)+A, sin(w2t)+A, cos(w3t)+A, sin(m3t)+A, cos(w4t) + A;sin(w4t)
Az illesztett és az ex-post hibaszamitas megegyezik az ARIMA .xls parancsfajlnal leirtakkal.

Kidolgozta: Mongkol Temrangsitornrat és Stephen DeLurgio (UMKC, University of Missouri-Kansas Ci-
ty), atalakitotta, leforditotta és atprogramozta Kehl Daniel €s Sipos Béla (PTE KTK).
forecast.umkc.edu/ftppub/BDS545/xls/Expos.xls

forecast.umkc.edu/ftppub/BDS545/xls/Fourier.xls

forecast.umkc.edu/ftppub/BDS545/xls/Winters.xls

forecast.umkc.edu/ftppub/BDS545/xls/Decomp.xls

forecast.umkc.edu/ftppub/BDS545/xls/forecast.xls
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3.8.6 R+ interneten elérhetd: Free Statistics Software (Calculator)

Adatcsere utan (DATA torlendd, utdna be lehet masolni az adatallomanyt, csak szdmokat akéar 10 ezer
adatot is) paramétereket be kell allitani €s szdmol, hibas paraméterezés esetében iizenetet ad, Excelbe is
lehet exportalni, a vesszoket ki kell cserélni, ha az adatokkal tovabbi szamitdsokat végziink az Excelben,
pl. diagram készitése. Az eredményeket masolni is lehet Excelbe, ez célszerlibb, az abrakat egyenként
menteni kell utana be lehet illeszteni a dokumentumokba.

A szamitasokat harom Iépésben lehet elvégezni:

1. ACEF ¢és PACF szamitésa ¢és tesztelése t-probaval. A stacionaritas biztositasa.

(Partial) Autocorrelation Function - Free Statistics Software (Calculator):
http://www.wessa.net/rwasp_autocorrelation.wasp#output

Kiildje az eredményeket (Send output to:) a kivalasztott paramétereknek megfelelden:

Bongészd kék/fehér, grafikonok fehérek (Browser Blue — Charts White) alapbedllitas, maradhat.

Minta terjedelem, Sample Range: (hagyja liresen, hogy tartalmazza az 6sszes bemasolt adatot)

A késleltetés értékének (K=Number of time lags) megadasa, alapértelmezés (default) K=21, legnagyobb
érték K=60, éves adatoknal célszerti ha K=21, havi adatoknal ha K=36.

A stacionaritas biztositasa paraméterezéssel, Box-Cox transzformdaci6, Lambda (L) lehetséges értékei: 2
¢s -2 kozott, A=0, logaritmikus transzformacio, a tobbi esetben az aldbbi képlet szerint szamol:

YOy = (Y"-1)/k, L#0
log(Y), A=0

Nem szezonalis (d=0,1,2) differenciaképzés (Degree of non-seasonal differencing, d=0,1,2) Ha d=0, az
konvencionalisan azt jelenti, hogy nincs nem szezondlis differenciaképzés, ha d=1, akkor az idésor elsd
differencidit (y, - y,,) képezi, ami az idésor szomszédos adatai kozotti kiillonbséget jelenti. Az idésor egy
adattal rovidiil.

Ha d=2, akkor a masodik differencidkat [(y, - y,,)- (Y., - ¥.,)] szdmitja. Az id6sor két adattal rovidiil.

A szezondlis (D=0,1,2) differenciaképzés, (Degree of seasonal differencing (D=0,1,2). Ha D=0 az kon-
venciondlisan azt jelenti, hogy nincs szezondlis differencia képzés, ha D=1 akkor szezonalis differencia-
kat (y, - y,.,,) képeziink, havi adatokndl az idOsor 12 adattal rovidiil, negyedéves adatoknal a differencia-
képzés eredményeképpen (y, - y,,) az idésor 4 adattal rovidiil. Ha D=2, akkor a differencialast [(y-y,,,) -
(Y., -Y.13)] folytatjuk, és az id8sor példaul havi adatok esetében 13 adattal rovidiil.

A szezonalitas periddusa (Seasonality) (nincs szezonalitas, tehat éves adatok esetében S=1, havi adatok-
nal S =12, negyedéves adatoknal S =4, fél éves adatok=2, maximalis értéke S=12)

Lehetdségek: s=1,2,3,4,6,12.

A konfidencia intervallumot (CI type) kiszamitja két mddon (The confidence interval can be computed in
two different ways):

Y>0

o Feltételezziik, hogy a vizsgalt iddsor fehér zaj folyamatot kdvet, (assuming a white noise time se-
ries (CI type = White Noise) Ez az alapeset.
o Feltételezziik, hogy a vizsgalt idésor egy MA (k-1) folyamatot kdvet amikor az ACF (k) szamita-

sa ennek alapjan torténik (CI type = MA) (assuming that the series is a MA(k-1) process when the CI of
ACF(k) is computed (CI type = MA) Ez félrevezetd lehet.

A konfidencia intervallum (Confidence Interval=CI) alapesetben 0,95, tehat 5%-os a szigifikancia szint.
Ezt lehet valtoztatni, pl. 0,99, akkor ez 1 %-os szignifikancia szint. A CI nagysaganak novelésével, a kon-
fidencia intervallum is nd. Az alapmodell esetében, ha nem alkalmazunk transzformaciot, csak a CI érté-
két valtoztatjuk, az alabbi mddon véltozik a konfidencia intervallum, ha CI=0,95, 0,99 és 0,80:
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Ugyanis: ha szignifikancia - szint (o) a kétoldalu a standard normalis eloszléas esetében, akkor, ha meg-
keressiik a z értékeket a tdblazatban, az alabbi konfidencia intervallumokat kapjuk:

4=0,05, CI=0,95, z= 1,96, a konfidencia intervallum: +1,96//n =+1,96/~/144 =+ 0,163

a=0,01, CI=0,99, z=2,587, a konfidencia intervallum: +2,587//n =+2,587//144 = 40,216

4=0,2, C1=0,80, z=1,280, a konfidencia intervallum: +1,280//n =+1,280//144 =+0,107

Ha nem akarjuk hasznélni a Box-Cox transzforméaciot, akkor a logaritmus alapjat be kell irnunk, pl. 10, e

alapunal 2.71, a tizedesvessz6 helyett pontot kell valasztani.
Kiszamit (Compute) elvégzi a szamitasokat.

Meghatarozza a K értékeknek megfelelden az ACF és PACF értékeket, a t-statisztikakat és a p-értékeket.
A nullhipotézis értelmében az y; €s az y.x valtozok kozott nincs szignifikans autokerrelacio, ennek elveté-
se az autokorrelacios kapcsolat szignifikdns voltat igazolja. Ha a p nagyobb, mint 0,05 akkor 5 %-os
szignifikancia szinten elfogadjuk a nullhipotézist, ellenkezd esetben az alternativ hipotézist fogadjuk el. A
stacionaritds biztositdsa szempontjabol 5 %-os szignifikancia szinten az a kedvezd, ha p nagyobb, mint
0,05. A p-érték az a legkisebb érték, ami mellett a nulhipotézis elutasithatd. Kozli a program az eredeti €s
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transzformalt adatok abrait és a korrelogramokat is, ahol feltiinteti a valasztott paramétereket (lambda, d,
D, CI, type). Nem kozli viszont a transzformalt adatokat.

2. ARIMA Backward Selection - Free Statistics Software (Calculator)

ARIMA becslés, az interneten. Backward eliminacios modszer, visszafelé torténd valasztas.
http://www.wessa.net/rwasp_arimabackwardselection.wasp#output

Kiildje az eredményeket (Send output to:) a kivalasztott paramétereknek megfelelden:

Bongészo kék/fehér, grafikonok fehérek (Browser Blue — Charts White) alapbeallitas, maradhat.

A paraméterek (Lamda, d, D, s, CI type) bedllitasa, az 1. ponban kiprobalt azon paraméterek beéllitasaval
torténik, amelyek esetén a stacionaritas legjobban biztosithatd. Az ARIMA paraméterek beallitasanal, ha
a stacionaritas biztositott, az ACF ¢és PACF abrak alapjan meg kell nézni, hogy milyen modellel [AR(p),
MA(q), SAR(P), SMA(Q)] célszerli probalkozni, a lehetdségeket az ,,ARIMA modellek jellemzése” tab-
lazat tartalmazza. Meg kell jegyezni az 1. pont ,,legjobb” paramétereit, (lambda, d, D, CI, type). és a becs-
1ésnél ezeket kell hasznalni.

A masik megoldas. Erdemes a legnagyobb megadhaté paraméterekkel indulni és kihagyni a nem szignifi-
kans paramétereket, ahol pl. a p-empirikus érték nagyobb, mint 0,05.

Minta terjedelem, Sample Range: (hagyja liresen, hogy tartalmazza az dsszes bemasolt adatot)

Benne legyen az atlag, Include mean? A valasz alapesetben nem, fehér zajt (white noise) feltételeziink
(False), ha igen True, véletlen bolyongési folyamatot (random walk) feltételeziink.

A stacionaritas biztositasa paraméterezéssel, Box-Cox transzformacid, Lambda (1) lehetséges értékei: 2
¢s -2 kozott, A=0, logaritmikus transzformacio. (Box-Cox lambda transformation parameter (lambda).
Nem szezonalis (d=0,1,2) differenciaképzés (Degree of non-seasonal differencing, d=0,1,2)

A szezondlis (D=0,1,2) differenciaképzés, (Degree of seasonal differencing (D=0,1,2).

A szezonalitas peridodusa (Seasonality=s) s=1,2,3,4,6,12

AR(p) = p az autoregresszivitas rendjét jeloli (Maximum AR(p) order) lehet: 0,1,2,3.

Ha p=0, nem hasznaljuk az AR modellt.

Ha p=1, akkor ARIMA (1, 0, 0) vagy AR (1) modellt becsiiliink:

Yt = (I)|Yt—l + 81

Ha p=2 akkor ARIMA (2, 0, 0) vagy AR (2) modellt becsiiliink:

Yt = ¢|Yt-l +d)2Yt-2 +8t

Ha p=3 akkor ARIMA (3, 0, 0) vagy AR (3) modellt becsiiliink:

Y =Y, T,Y, tdY,  te,

MA(q)= q a mozgdatlag folyamat rendjét jeloli. (Maximum MA(q)=order) lehet: 0,1.

Ha g=0, akkor nem hasznaljuk az MA modellt.

Ha g=1 akkor: ARIMA (0, 0, 1) vagy MA (1) modellt becsiiliink:

Yt =& -elgt-l

.....

vegyes ARMA modellek az alabbi modon irhatok fel:

ARIMA (1, 0, 1) Y, =Y, +e -0¢,
ARIMA (2,0, 1) Y, =Y, Y, e -0g,,
ARIMA (3,0, 1) Y, =Y+ Y, Y, e -08,

SAR(P) P az autoregresszivitas rendjét jeloli a szezonalis modell esetében (Maximum SAR(p) order) le-
het: 0,1,2.

SMA(Q) Q a mozgoatlag folyamat rendjét jeldli a szezondlis modell esetében. (Maximum
SMA(Q)=order) lehet: 0,1.

Az eredményeket a kijelolt paraméterekkel és p-értékekkel iterdcioként adja meg. (ARIMA Parameter
Estimation and Backward Selection) A paraméterek szignifikancidjat kell vizsgalni. Kozli a program a
reziduumokat (Estimated ARIMA Residuals) és az ACF és PACF abrakat konfidencia intervallummal.

A paraméterek (p, q, P, Q) kombinalasaval ellendrizhetd, hogy melyik paraméter esetében kisebb a p-
értek pl. 0,05-nél (5 %-os szignifikancia szint), tehat a paraméter szignifikansan kiilonbozik 0-t6l, és
amelyik paraméternél nem kiilonbozik szignifikdnsan a becsiilt paraméter 0-t6l, mert a p-érték nagyobb,
mint 0,05, ott valtoztatni érdemes ¢€s ki kell hagyni a paramétert vagy modositani kell, a megadott lehetd-
ségeken beliil. A szamitasok gyorsan elvégezhetOk, az elméletileg lehetséges valtozatok szédma
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4*2*3%2=48, tehat elméletileg 48 féle modell futathato le. A valos valtozatok szama ennél 1ényegesen ki-
sebb, ha figyelembe vessziik azt, hogy kiilonb6z6, stb. A, d, D paraméterek esetében megnézziik az ACF
¢s PACF kolleogrammokat (1. 1épés) és kivalasszuk azt a paraméterkombindciot, ami mellett a
stacionaritas biztosithatd. Ha nem biztosithato a stacionaritas, akkor az ARIMA becslést mar nem célsze-
rl elvégezni.

3. ARIMA eldrejelzés, az interneten.

http://www.wessa.net/rwasp_arimaforecasting.wasp

Ugyanazon paramétereket [lambda, d, D, s, AR(p), MA(q), SAR(P) SMA(Q), include MEAN,
FALSE/TRUE] kell megadni, mint az 1 €s 2 pontban ismertettiink, értelem szertien a legjobb valtozatot
kell kivalasztani, ahol az elméleti feltételek biztositottak. Plusz adat a tesztperiddus megadasa (Testing
Period=TP) maximalis értéke 24, lehet, célszerti havi adatoknal 12-t valasztani, ez egy €v, negyedéves
adatoknal 4-t megadni, ami szintén egy év.

A szémitasok elvégzése (compute) utdn, kozli a becsiilt értékeket, a konfidencia intervallumot, a p-
értéket, a nullhipotézist: (Ho: Y[t] = F[t]) és a valosziniiségeket az alabbi esetekre:

P(F[t]>Y[t-1])

P(F[t]>Y[t-s])

P(F[t]>Y[n-TP]

F a becsiilt és Y a tényleges adat.

A teszt periddusra pl. t=1,2,...24 megadja a hibaképletek nagysagat. Y(t) az eredeti adatok, F(t), a becsiilt
adatok.

Kies6 adatok szama, a korabban megadott képlettel szamol a program=p+d+q+s(P+D+Q)

PE: relativ hiba, PERCENTAGE ERROR:
& _ (YIU-FIt)

F[t]

Négyzetes hiba: SQUARE ERROR:
e/ =Sq,E = (Y[t]-F[t])’

MSE: Atlagos négyzetes hiba: MEAN SQUARE ERROR:

t

¢l

MSE == —
t

el = (Y[t]-F[t])’

RMSE, a hiba szorésa, az atlagos négyzetes hiba gyoke, ROOT MEAN SQUARE ERROR:

e = (Y[t]-F[t])’
MAPE, Atlagos relativ abszolut hiba, MEAN ABSOLUTE PERCENTAGE ERROR:

t
2.[PE|

MAPE = %
g, - (YIOFI)
F[t]

Kozli végiil az eldrejelzés grafikonjat is.

Wessa P., (2009), ARIMA Forecasting (v1.0.5) in Free Statistics Software (v1.1.23-r7), Office for Re-
search Development and Education, URL http://www.wessa.net/ rwasp _arimaforecasting.wasp/
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The R code is based on :

Borghers, E, and P. Wessa, Statistics - Econometrics - Forecasting, Office for Research Development and
Education, http://www.xycoon.com/

Leiras:

http://www.stat.pitt.edu/stoffer/tsa2/R time series quick fix.htm

4. A korrelacio- és regresszioszamitas

A regresszios modell készitésének '*® els6 1épése a specifikacid, amin a jelenséget leird, modellben sze-
repld valtozok, az eredmény- és a magyardzo valtozok kivalasztasat, valamint a fiiggvény konkrét forma-
janak meghatarozasat értjiik. Fontos szerepet jatszik a specifikacid szakaszaban az adatbazis, amelynek
mindsége, szerkezete nagymértékben befolydsolja a specifikacid eredményességét. A gyakorlati munka-
ban iddsoros €s keresztmetszeti adatokkal dolgozhatunk, ennek a modell feltételrendszerének ellendrzé-
sekor lesz jelentdsége. Panel adatbazisokkal jelen anyagunkban nem foglalkozunk.

A specifikacié munkafazisanak lezarasa utan a szamitasokat a regresszio.xls parancsfajllal lehet elvégez-
ni. Ennek fontosabb Iépései a kovetkezok:

A regresszids paraméterek becslése a klasszikus legkisebb négyzetek modszerével, melynek feltételei:

1. A magyardz6 valtozok nem sztochasztikusak, tehat mérési hibat nem tartalmaznak és lineérisan fiig-
getlenek (multikollinearitas hidnya), a hibatényezdk (hibatagok, reziduumok) varhat6 értéke 0, variancia-
juk konstans, normalis eloszlasuak és nem autokorrelaltak.

2. A modell feltételrendszerének ellenérzése. Ez a munkafézis visszahat mind a specifikaciora, mind a
paraméterbecslésre. Ebben a munkaszakaszban a modellezd megallapitja, hogy egy adott megbizhatosag
mellett mennyire fogadhato el a modell. A fontosabb hipotézisellendrzések: a regresszidés modell paramé-
tereinek globalis és parcialis tesztelése (a paraméterbecslés pontossaganak vizsgalata, a paraméterek stan-
dard hibaja, konfidencia intervalluma stb.), valamint a reziduumok vizsgalata: az autokorrelacio ¢és a
homoszkedaszticitas tesztelése, ¢és a magyardzd valtozok kozotti kapcesolat szorossaga, a
multikollinearitas ellendrzése. A probakkal nyert informaciok alapjan dontést lehet hozni a modell esetle-
ges megvaltoztatdsarol, vagy a becslési modszer mddositasardl. Ezek a dontések természetesen visszahat-
nak a specifikdciora és indokolt esetben az egész eljaras (specifikacid, becslés, hipotézisellendrzés) meg-
ismétlését igényelhetik.

3. A regresszios modellek felhasznaldsa elemzésre és elorejelzésre.

4. A verifikéléas, aminek sordn a modellt szembesitjiik valosaggal.

Az altalunk vizsgalt regresszios modellekben egy eredményvaltozo és egy vagy tobb magyarazd valtozo
van. A modell alapjan megallapithato, hogy a tényezdvaltozo(k) milyen mddon €s milyen térvényszeri-
ség mellett fejti(k) ki hatasat (hatdsukat) az eredményvaltozora.

A tobbvaltozos regresszios modell altalanos forméja:

Y =1(X. X500 X X )

ahol :

Y = az eredményvaltozo,

X;= az j-edik tényez6 (magyarazo) valtozo; (j=1,2,...,k),
¢ = avéletlen valtozo ; maradéktag ; reziduum,

n = a megfigyelések szdma, i=1,2...n

f= fiiggvény tipusa, alapesetben linearis fiiggvény.

Feltételek az € véletlen véltozora (hibatényezdre, rezidudlis valtozora), az Y eredmény- és az X; tényezo-

valtozokra vonatkozoan:

1. Az g véletlen valtozod varhato érteke nulla, vagyis a modellben szerepld valtozok nem hoznak létre
szisztematikus hatast a hibatényezdben, a pozitiv és negativ értékek kiegyenlitik egymast.

2. A véletlen valtozo értékei paronként nem korreldlnak egymassal (idésoroknal nincs autokorrelacio);
ellenkezd esetben autokorreldlt a modell, ebben az esetben elemzésre és elérejelzésre nem hasznalha-
to.

'8 Hajdu O. - Herman S. - Pintér J. - Rappai G. - Rédey K. [1994-95]:110-111.
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3. A wvéletlen valtozod (hibatényezd) szoérasnégyzete (varianciaja) allando, tehat a véletlen valtozo

homoszkedasztikus; ellenkez6 esetben heteroszkedasztikus a modell. Keresztmetszeti adatoknal jelent
els@sorban problémat a heteroszkedaszticitas, ebben az esetben a modell elemzésre és eldrejelzésre
nem hasznélhato.

A magyarazo valtozok linedrisan (sztochasztikusan is) fiiggetlenek, értékiik rogzitett, mérési hibat
nem tartalmaznak €s nem korreldlnak a hibatényezdvel. Tehat: a magyarazé valtozok szama kisebb
mint a megfigyelések szdma (k<n), a magyaradzo6 valtozok matrixanak rangja megegyezik k-val, a té-
nyez6- (magyarazo-) valtozok szamaval, azaz az X X matrix invertalhato, mivel a matrix rangja '** és
rendje '** egyenl6, vagyis a matrix nem szingularis. Ha ez a feltétel nem 4ll fenn, akkor a modellben a
multikollinearitas jelenlétével kell szamolni ', ami zavarja a modell helyes specifikalasat és altalaban
csokkenti a modellbdl nyerhetd informécido mindségét. Elemzésre nem, eldrejelzésre viszont felhasz-
nalhat6 a modell, ha feltételezziik, hogy a multikollinearitas mértéke, iranya a jovoben nem valtozik.
Az eredményvaltozo megfigyelt értékei (Y; 1= 1,2,3,....n) normalis eloszlasuak, fliggetlenek egymas-
tol, érvényesiil a linearits, vagyis a regresszids paraméterek egyértelmiien meghatarozzak a regresz-
szi0s egyenest.

A fent emlitett feltételek teljesiilése esetén a regresszids modellt multikollinearitastol mentes standard li-
nearis regressziés modellnek tekinthetjiik. Belathato, hogy ezek az igen "szigoru" feltételek, a modell-
¢épités alapelvét képezik, amire a munka soran fokozottan figyelniink kell. Mindez azt jelenti, hogy a mo-
dell konkretizalasa soran a feltételeket folyamatosan kell ellendrizni, az eredményeket hipotetikus jellegii-
eknek kell tekinteni. Amennyiben a mintabeli adatokkal nem igazolhatok empirikusan az elméleti varako-
zasok, a specifikacido modositasara, dvatos értelmezésre, illetve sajatos, j becslési modszer megvalaszta-
sdra van sziikség.

A feltételek teljesiilése esetén a linedaris regresszids modell paraméter-becslésére a klasszikus legkisebb
négyzetek modszere (KLNM) alkalmazhato.

A modellalkotas folyamatat az aldbbi dbra mutatja.

Adat- Elétanul-
bazis manyok

Specifika-
cio -

i

Param éter-
becslés

Hipotézis-
ellendrzés

Elem zés, ‘
eldrejelzés

i

Verifikacio

4.1 abra: A regresszios modellezés 1épései

' fiiggetlen oszlopvektorainak szama.

1

*% 2 magyarazé valtozok szama

11 s7¢81s8séges esete, ha a matrix szingularis, tehat nem invertalhato.
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4.1 A regresszio.xls parancsfajl miikodése

A program'> a bemutatasra keriil§ regresszidszamitast maximum 16 magyarazovaltozo és 2000 megfi-
gyelés esetében végzi el '*°. A programban megjelend szineknek kiilon jelentése van. A halvanysarga cel-
lak véltoztathatok, itt torténik meg az adatok bevitele, a kivant szignifikancia-szint beallitdsa, valamint a
becslés/eldrejelzés adatainak megadasa. A tesztek végeredményei szines szdmokkal jelennek meg a f4;jl-
ban. A modell ellen6rzésénél haromféle szint alkalmaztunk, a modellezést zavard eredmények piros, a
megfeleld eredmények zold, a nem egyértelmli eredmények kék szinnel jelennek meg.

Tanulmanyunkban az elméleti hattér részletes ismertetésétdl eltekintiink (kivéve a homoszkedaszticitas
tesztjeit, ahol a felsdoktatasban kevésbé ismert teszteket alkalmazunk), mert ezek az ismeretek az iroda-
lomjegyzékben is felsorolt szak-, illetve tankdnyvekben, tanulmanyokban megtaldlhatok, célunk csupan a
szoftver bemutatasa, gyakorlati, oktatasi célokra vald kdzreadasa.

A f4jl nyolc munkalapbdl all, amelyek rendre:
- Adat
- Matrix
- Maradék
- Multikollinearitas
- Autokorrelacio
- Homoszkedaszticitas
- Iddsoros adatok-példa
- Keresztmetszeti adatok-példa

Az alédbbiakban a fenti munkalapok tartalmat ismertetjiik, majd szemléltetd példdkon mutatjuk be a fajl
alkalmazésat. Mivel a program képes az autokorrelacié és a homoszkedaszticitas tesztelésére is, ezért két
példan keresztiil szemléltetjiik a szamitasokat. Az elsé példa idésoros adatdllomany, a masodik pedig ke-
resztmetszeti, az adatdllomanyokat elhelyeztiik a regresszio.xls fajlban.

4.1.1 Az Adat munkalap

A munkalap két nagyobb egységbdl all. A bal oldali, sargaval jelolt teriilet az adatok tarolasara, bevitelére
szolgal, itt kell rogziteni az aktuélis adatallomanyt. Uj adatok bevitele eltt a megjelené mintafeladat
adatallomanyat az adatok torlése gombra vald kattintassal torolhetjiik. Az (1j adatok beillesztése a szoka-
sos modon torténhet, &m sziikséges az adatok értékként valo beillesztése, annak érdekében, hogy a pa-
rancsfijl formatuma megmaradjon.
A jobb oldali egység a regresszios modell alapstatisztikait kozli.
Regresszids statisztika:

- R: tobbszords korrelacids egylitthato;

- R?: tobbszords determinaciods egyiitthato;

- R?:korrigalt determinacios egyiitthato;
s: modell standard hibéja;
n: megfigyelések szdma.

Varianciaanalizis: a tobbvaltozds regresszids modell varianciaanalizis tablaja.
Regresszios egylitthatok:
- egyiitthatok értéke és standard hibaja, t-értékei, p-értékei és konfidencia intervallumai (tetszéleges
megbizhatdsagi szinten);
- valtozok bevondsardl/kihagyasardl donto jelolonégyzetek.

132 Az alapotletet adta: Kiss Tibor [1988-1992]: REGAL, Szakértéi rendszer tobbvaltozos regresszid- analizisre
(DOS program). Ld. még leirasat: Kiss Tibor — Sipos Béla [1998]: REGAL.

33 A magyarazovaltozokra vonatkozo korlat az Excel sajatja. A megfigyelésekre vonatkozo korlat igény szerint
bévithetd, a korlatozas oka a gyors szamitasi sebesség megtartasa.
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A formatum tehat koveti az Excel adatelemzé meniipontja altal hasznaltat, azzal a kiilonbséggel, hogy az
egyes cellak most Excel fliggvényeket tartalmaznak, igy az adatok megvaltozasanak hatdsa azonnal nyo-
mon kovethetd az alaperedményeken. Szintén eltérés a beépitett funkcidohoz képest, hogy az eredeti ada-
tok meghagyasa mellett is kihagyhatunk, illetve Gjra bevonhatunk valtozokat a paraméterek soraiban ta-
lalhato jelolonégyzetek segitségével.

A varianciaanalizis tabla segitségével a modell globalis probajat végezhetjiik el. A hipotézisrendszerrdl
valé dontés — didaktikai okokbol — két modon is elvégezhetd: tetszélegesen bedllithatd szignifikancia-
szinthez tartozod kritikus érték, valamint p-érték alapjan is.

A gyors parcialis tesztelés lehetdséget biztosit a backward eliminacios modszer alkalmazasara. A mod-
szer 1ényege, hogy az elsd 1épésben olyan regresszios fliggvényt hatdrozunk meg, amely az Gsszes meg-
figyelt magyarazo valtozot tartalmazza, majd az igy meghatarozott regresszio fiiggvénybdol kihagyjuk 1¢-
pésenként azokat a valtozokat, amelyek nem jarulnak hozza szignifikdnsan a rezidudlis négyzetdsszeg
csokkentéséhez. A valtozok szelektalasahoz a p-értékeket hasznaljuk: ha a p-érték magasabb, mint amit
megengedtiink (pl. 0,05), akkor elfogadjuk azt a nullhipotézist, hogy a regresszids paraméter nem kiilon-
bozik szignifikdnsan a nullatdl. Amennyiben tobb valtozo p-értéke is a kivantnal magasabb, ugy a leg-
magasabb értékkel rendelkezd valtozot hagyjuk ki. Az eliminéciot addig folytatjuk, mig valamennyi be-
vont paraméter szignifikans nem lesz.

A valtozok szelektalasat természetesen elvégezhetjiik a multikollinearitds, vagy a homoszkedaszticitas
parcidlis tesztjei, vagy szakmai ismeretek alapjan is.

A felhasznalt képletek:

R=a korrelacios matrix '>*, amely négyzetes és mérete (k+1)*(k+1), az elsd sor és oszlop az eredmény-
valtozo, a tobbi sor és oszlop pedig a magyarazd valtozo korrelacids egylitthatéit tartalmazza, a matrix
szimmetrikus, a matrix az egyszerl, kétvaltozés korrelacids egyiitthatokbdl all, szamitdsukat a matrix
alatt tlintettiik fel, a diagonalis elemek (adott valtozo dnmagaval szamitott korrelacioja) 1-gyel egyenlok.

1 £, 1, f
fy 1 ) Ly
R=|1

Az y és x; kozotti linedris korreldcios egyiitthato jele 1y, az x; és x; kozottié pedig ;1.

Z(Xi _i)(yi _?)

nGC,
- Z(X] —K)(X] —i)
! nG,c,
R = a tobbszoros korrelacids egylitthato:
1
R=[1-—
q)’)’

Ahol qyy a korrelacios matrix inverzébdl (R'=Q) nyerheto:

3% A Matrix munkalapon talélhato.
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_qyy qyl qu .” qyk ]

Qy 90 492 0 i

R'=Q= By 921 9 7 Gax
| Qy Qo e 7 Qi

A tobbszords korrelacids egyiitthatd (R) azt méri, hogy a magyardzé valtozok az eredményvaltozoval
egyiittesen milyen szoros kapcsolatban vannak.

R’ = a tobbszoroés determinacids egyiitthato (jele: R?) kifejezi, hogy mekkora hanyadban magyarazzak
meg egylittesen a magyarazo valtozok az eredményvaltozd variancidjat (szordsnégyzetét). A kapcsolatok
jellegének mindsitésén til fontos szerepet tolt be a tobbszords determindcids egylitthatd a regresszids
modell megitélésében. A mutatd nagyobb értéke egyben azt is jelenti, hogy jobban illeszkedik a modell.

Rzzl_i

Qyy

R™? = a korrigalt determincios egyiitthato: a tobbvaltozos regresszios modellek esetében gyakran fellép-
het egy olyan jelenség, amely félreinformalhatja az elemzét. Az R* ugyanis nagyobb magyarazo erbvel
bir, ha tobb magyarazd valtoz6 hatdsa szerepel benne, fliggetleniil attol, hogy valdban relevans hatast
fejt-e ki mindegyik magyarazo valtozo. (Példaul megtéveszt6 lehet az R* alapjan két modell 6sszehason-
litdsa, ha az egyik harom, a masik hét magyarazo valtozot tartalmaz.) A modellek 6sszehasonlitdsa eseté-
ben a kiilonb6z6 szamu magyarazo valtozobol eredd problémat probalja feloldani az un. korrigalt vagy a
szabadsagfokokkal korrigalt determinacios egyiitthato (jele: R™):

R =1-—"L (1-Rr?)

n-k-1

Az s = a modell altalanos standard hibdja, jelzi az illeszkedés josagat, a modell annal pontosabban illesz-
kedik, minél kisebb az értéke. Meghatarozasara a regresszios paraméterek ismeretében keriilhet sor, ami-
kor kiszamitva az y eredményvaltozo becsiilt értékeit (7) képezhetjiik a reziduumokat (e=y—7).

/yy X
n-k-1 n-k-1

A regresszios modell egészének tesztelése, a globalis F-proba

A varianciaanalizis az Adat munkalapon jelenik meg. A varianciaanalizis 0sszefoglalja az alabbi
nullhipotézis ellenérzésére vonatkozo eredményt. Nullhipotézisiink az, hogy a magyarazo valtozok reg-
resszios egytitthatoi mind 0-k, az alternativ hipotézis szerint 1étezik legalabb egy 0-t6l eltérd egytitthato.
H,: B,=p,=..=B,=0
H, :3B; #0
Az ellenhipotézis elfogadasa esetén azt allithatjuk, hogy van legaldbb egy olyan magyarazé valtozo,
amely szignifikans hatdssal rendelkezik, tehat létezik legalabb egy nullatol eltérd értékii paraméter. A
nullhipotézis a linedris regresszio fennallasanak tagadasat jelenti és amennyiben igaz, ugy az eredmény-
valtozo kizardlag a véletlen hatasara szorddik; az alternativ hipotézis fennalldsa esetén a regresszios mo-
dellt elfogadhatonak itéljiikk. A nullhipotézis ellendrzését az alabbi varianciaanalizis 4-1. tadbla alapjan
végezhetjiik el.

151



4-1. tabla: Varianciaanalizis '>°

Osszetevé Négyzetosszeg Szabadsag Szorasnégyzet becs-
(SS) fok lése
(df) (MS)
Regresszio  |§ = Z . -y)* k B S%
(SSR) y 5= /k
Maradék Se=>.(y;-3)’ n-k-1 2 _S,
(SSE) S = k1)
Teljes S = Z(yi -y) n-1 _S,
(SST) ’ 5= n-1)
A probafiiggvény:
B S, /k
S, /(n-k-1)

A tobbszords determinacids egyiitthatd segitségével is ellendrizhetjiik a modell magyardzo erejét, az
alabbi modon:
R*/k
(1-R?*)/(n-k-1)

Ha a szamitott F érték nagyobb, mint a tblabeli érték Foos i, n-k-1)) ahol a szignifikancia-szint 5%, a
szamlalod szabadsagfoka k, a nevez6é (n-k-1), akkor a regresszidos modellt elfogadhatonak itéljiik. Ellen-
kezd esetben elvetjiik. Az F-probaval az egész modellt teszteljiik, mert arra a kérdésre keressiik a valaszt,
hogy érdemes-e a regresszid-szamitast, mint elemzési modszert alkalmazni. Ha nem jé a modell, tehat
esetiinkben a modelliink egészében rossz, akkor a regressziés modell alkalmazasat elvetjiik, és egysze-
ribb eljarasokkal, pl. atlagszamitassal kell dolgozni. Elfogadjuk tehat a regresszidés modellt pl. 5%-os
szignifikancia-szinten, ha:

R?/k
(1 _R2 )/(n k- 1) > FO,OS[k,(n—k—l)]

Nem fogadjuk el a regresszios modellt pl. 5%-os szignifikancia-szinten, ha:
R*/k
(1-R?*)/(n-k-1)
Az F-szamitott érték nagysaga az R? nagysagatol fiigg, pl. ha az R?= 0, az F-érték is nulla, az R noveke-
désével, a szamitott F-érték is nd, ha az R>=1, akkor az F-érték tart a végtelenhez. (F—)
A varianciaanalizis tdbla segitségével tehat a modell globalis probajat végezhetjiik el. A hipotézisrend-
szerr6l vald dontés — didaktikai okokbdl — két moédon is elvégezhetd: tetszOlegesen beallithatd

szignifikancia-szinthez tartozoé kritikus érték, valamint p-érték alapjan is, ezért mindkét eredményt kozol-
juk..

FO,OS[k,(n—k—l)]

Regresszios egyiitthatok:
- egyiitthatok értéke és standard hibaja, t-értékei, p-értékei és konfidencia intervallumai (tetszoleges
megbizhatdsagi szinten)
- valtozok bevondsardl/kihagyasardl donto jelolonégyzetek

Az alkalmazott képletek:

A regresszios paraméterek (egyiitthatd: Ehatd) konfidencia-intervallumait (Alsé 95%) (Fels6é 95%) ki-
szamitja a parancsfajl, alapesetben a konfidencia intervallum 95% ¢és tii=5%.

135 Az eltérés-négyzetosszeg angol megfeleléje (Sum of Squares) alapjan SS szimbélummal jel5ljiik, R=Regression,
E=Error, T=Total, df= degrees of freedom, MS=Mean Square.
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A bj regresszios paraméter konfidencia intervalluma (1— (1) x100 valoszinliségi szinten %-ban:

b+t

(1-a/2)(n—k-1) Sbj

Ahol:
" s, —a j-ik paraméter standard hibéja (St hiba),

ti-w2yn-k-1y — @ Student-féle t-proba kritikus ertecke az (n-k-1) szabadsagfoknal, az o/2

szignifikancia-szinten.

Az altalunk elére megvalasztott szignifikancia-szint alapesetben 5%-os (p=0,05) valdszintiség (konfiden-
cia intervallum 95%), ami valtoztathatd a sarga celldban: pl. 1% (konfidencia intervallum 99% ¢&s
twi=1%., p=0,01), 10 % (konfidencia intervallum 90% és tyi=10%, p=0,1).

Az a szignifikancia-szint valoszinliségének csokkentésével illetve a konfidencia intervallum valoszint-
ségének novelésével az adott (n-k-1) szabadsagfok esetén a Student-féle t-eloszlas kritikus értékei is na-
gyobb szdmok lesznek és igy a regresszids paraméterek konfidencia intervallumai is novekednek. Pl. ha
az alapeset 95%-o0s konfidencia intervallum valdszinliségét 99%-ra noveljiik. Ez forditva is igaz, az o
szignifikancia-szint valoszintiségének novelésével illetve a konfidencia intervallum valdszintiségének
csokkentésével az adott (n-k-1) szabadsagfok esetén a Student-féle t-eloszlas kritikus értékei is kisebb
szamok lesznek és igy a regresszids paraméterek konfidencia intervallumai is csokkennek. Pl. az alapeset
95%-o0s konfidencia intervallum valdszintiségét 90%-ra csokkentjiik.

A Backward eliminacidés modszer

A paraméterek szeparalt tesztelésénél tehat a nullhipotézisiink az, hogy a j-edik (j=1,2...k) regresszids
paraméter értéke 0, az alternativ hipotézisiink pedig az, hogy nem, azaz

H, : B;=0

H, :B;#0

A nullhipotézis elfogadasa azt jelenti, hogy a j-edik magyarazé valtoz6 nem magyardzza az eredményval-
tozot, tehat a modellben vald megtartasa felesleges, esetleg karos.
A prébafiiggvény a nullhipotézis fennalldsa esetén

t=—-

S
b;

(1-a/2)(n-k-1)
A prébafiiggvény a nullhipotézis elutasitasa esetén

b,
t= >t
S (1-0/2)(n—k~1)
b;

Ahol
* b;=]j-edik regresszios egyiitthat6 becsilt értéke, (egytitthato: Ehato)

" ST j-edik regresszios egylitthat6 becsiilt standard hibaja, (St hiba)

Ezt a probat parcidlis t-probanak, vagy roviden csak regresszids t-probanak hivjuk. A probat kiilon-kiilon
valamennyi regresszids becsiilt paraméterre el kell végezni, és ennek alapjan képet kapunk arrol, hogy az
egyes valtozok lényeges mértékben jarulnak-e hozzd az eredményvaltoz6 magyarazatdhoz, vagyis az
eredményvaltozoé rezidualis variancidjanak csokkentéséhez.

Az elsd 1épésben tehat minden valtozot bevonunk, és ha a p-értékek (szignifikancia-szint 5%) mindegyi-
ke 0,05-nél kisebb akkor a regresszios fiiggvényt optimalisnak tekintjiik. Ha taldlunk olyan paramétert,
ahol a p érték nagyobb, mint 0,05, amit a piros szin is jelez, akkor donthetiink a valtozé kihagyésarol, ha
pedig tobb ilyen paraméter talalhatd, akkor célszerti eldszor azt a valtozot kihagyni, amelyiknél a p értéke
a legnagyobb. Ezt addig folytatjuk, amig a p értékek mindegyike 0,05-nél kisebb lesz és a modell az el-
méleti feltételeknek is megfelel.

4.1.2 A Matrix munkalap
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A Matrix munkalapon a tobbvaltozos regressziészamitassal kapcsolatos matrixok, valamint az ezekhez
kapcsolodo statisztikak talalhatdak meg. A matrixok maximalis mérete a magyaraz6 valtozok maximalis
szamaval dsszhangban van. Az alabbi matrixok jelennek meg a munkalapon:
A B oszloptol kezdddden rendre:

- teljes korrelacids matrix (valamennyi valtozora);

- bevont korreldcidos matrix (a meghagyott magyarazo valtozdkra, ha valamennyi magyarazé valto-

70 szerepel a végleges modellben, akkor megegyezik az el6z0 matrix tartalmaval);

- bevont korrelacidés matrix inverze;

- determindcios egyiitthatok a teljes adatmatrixra;

- determindciods egyiitthatok a bevont adatmatrixra;

- bevont valtozok parcialis korrelacioit tartalmaz6 haromszogmatrix;

- X'X mitrix a teljes adathalmazra;

- X"X matrix a bevont valtozokra;

- (X'X)" abevont valtozokra.

Az U oszloptol kezdédden rendre:
teljes korrelacids matrixhoz tartoz6 t-értékek, szignifikancia alapjan szinezve;
bevont korreldcids matrixhoz tartozé t-értékek, szignifikancia alapjan szinezve;
bevont magyarazo6 valtozok korrelacids matrixanak inverze;

- bevont valtozok parcialis korrelacidihoz tartozo t-érték, szignifikancia alapjan szinezve.
Az AO oszloptol kezdédéen rendre ';

- teljes adatmatrixra a sajatértékek €s sajatvektorok;

- bevont adatmatrixra a sajatértékek és sajatvektorok;

- asajatértekek megoszlasi és kumulalt megoszlasi viszonyszamai;

- fékomponenssuly-matrix;

- fékomponenssulyok négyzete.

A fentiekben felsorolt matrixok koziil tobb dnmagaban is fontos informécidkat hordoz a regresszidval
kapcsolatban, néhany kiszamitdsa pedig a tovabbi vizsgalatok miatt sziikséges. Didaktikai okokbol mind-
egyik matrix bemutatasat sziikségesnek tartottuk.

Az alkalmazott képletek:

R(teljes) az Osszes valtozd bevondsa esetén kozli a korrelaciés matrixot és a valtozok neveit. Mellette
megtalalhaté a korrelacids egyiitthatok felhasznaldsaval szamitott t-értékek matrixa, sarga mezOben a
szignifikancia-szint, alapeset 5%, amit lehet valtoztatni.
Ha a kapcsolat 1étérdl kivanunk donteni, az eredményvaltozo (y) és barmelyik magyarazo véltozo (x;)
kozott, akkor adott szignifikancia-szinten ellendrizhetjiik, vajon van-e kapcsolat a két ismérv kozott. Hi-
potézisrendszeriink:

Hy: =0

H:r;=0
Hasonlo modon tesztelhetjiik két magyarazovaltozo (x; és xi) kozotti kapcesolatot.

Hi: =0

H: =0

X #X,

A nullhipotézis értelmében a két ismérv fiiggetlen, ennek elvetése a korrelacids kapcsolat szignifikans
voltat igazolja.
A becsiilt korrelacios egyiitthatora épiild probafiiggvényiink:

136 A 4.1.4 pontban (a multikollinearitas kikiiszobolése) és az F2 pontban (Matrix.xls parancsfajl mitkodése) tar-
gyaljuk.
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Ahol:

* n=mintaclemszam

* k=magyarazo valtozok szama

* 1, =azy ¢sx; kozotti ketvaltozos linearis korrelacios egyiitthatot jeloli.
A nullhipotézis teljesiilése esetén (n-2) szabadsagfoku kétoldalu t-eloszlast kovet. Ha a szamitott érték
nagyobb mint a Student-féle t-eloszlas tablabeli értéke, akkor adott szignifikancia-szinten a korrelacios
kapcsolat szignifikans.
A kapcsolat nem szignifikéns, 5%-o0s szignifikancia-szinten, tehat a Ho-hipotézist elfogadjuk, ha:

3

I'yj n

|t| = > <t)025(n-2)
I-15
A kapcsolat szignifikans, 5%-os szignifikancia-szinten, tehat a H;-alternativ hipotézist fogadjuk el, ha:
r.Nn—-2
|t| = > to.025
025(n-2)
1-r

Y

Az R(bevont) a bevont valtozok esetén kozli a korrelacidés matrixot €s a valtozok neveit. Mellette megta-
lalhatd a korrelacios egyiitthatok felhaszndlasdval szamitott t-értékek matrixa, sarga mezOben a
szignifikancia-szint, alapeset 5%, amit lehet valtoztatni.

Parc. korr. A parcialis korrelacios egyiitthatok matrixa a bevont valtozok esetében, mellette a parcialis
korrelacios egyiitthatok felhasznalasaval szamitott t-értékek matrixa, sarga mezOben a szignifikancia-
szint, alapeset 5%, amit lehet valtoztatni.
A parcialis korrelacios egyiitthatok nullatol valod kiillonbozdsége, ugyanugy, mint a korrelacios egyiittha-
tok esetében, t-probaval tesztelhetd, bar a probafiiggvény némiképp modosul:

Hyrgn ipx=0

Hir, o 0

Lo jot e, VI k-1

2
1- Lo e,k

t=

A nullhipotézis teljesiilése esetén a probafiiggvény (n-k-1) szabadsagfokt kétoldalu t-eloszlast kovet.

A Hy nullhipotézist elfogadjuk, ha:

Tk VT k-1

t > < t0,0ZS(n—k—l)
1- L1214,k
A H; alternativ hipotézist fogadjuk el, ha:
Ty g n—k-1
_ yil2.-1541,0 k
t= > t0,025(n—k—1)

2
1- ryjAIZMjfl,jJrl,mk

Ha tehat a szamitott érték nagyobb, mint a Student-féle t-eloszlas tablabeli értéke, akkor adott
szignifikancia-szinten a korrelacids kapcsolat szignifikans.

X"X (telj) és X"X (bev) a Teljes és a Bevont esetekben az adatmatrix transzponaltja szorozva az adatmat-

rixszal. A matrix transzponaltjanak (az eredeti matrixot elforgatjuk, az elsé oszlop lesz az elsd sor, a ma-
sodik oszlop lesz a masodik sor stb.
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_Xkl Xk2 an _1 Xln X2n an_

n n n
2
Sxe Yxex Yxex . XX
| i=1 i=1 i=1

(X"X)" az el6z6 matrix inverze a bevont véltozok esetében.
(X"X)*(X"X)'=E, ahol E az egységmatrix.

A fentiekben felsorolt matrixok koziil tobb 6nmagaban is fontos informacidkat hordoz a regresszioval
kapcsolatban, néhany kiszdmitasa pedig a tovabbi vizsgalatok miatt sziikséges. Didaktikai okokbdl mind-
egyik matrixok bemutatdsat sziikségesnek tartottuk.

4.1.3 A Maradék munkalap

A Maradék munkalapon az aktudlis modell empirikus maradékaibdl képzett oszlopvektorok talalhatoak
meg, valamint lehetdség van becslés, eldrejelzés elvégzésére is. A munkalapon taldlhato oszlopvektorok
az alabbiak:
- y: avizsgalt eredményvaltoz6 értékeinek vektora;
- y:az eredményvaltozo értékeinek becsiilt vektora, a bevont magyarazovaltozokkal tortént pont-
becslés;
- ¥7: az eredményvaltozo becsiilt értékeinek négyzete;
- e: empirikus reziduum(e =y - §);
- ewp: az empirikus maradék p-vel (p=1,2,...,12) késleltetett ért€ke (p nagysagat az Autokorrelaciod
munkalapon lehet megadni, jellemzéen p =1);
- ¢’ a maradék négyzete.

Eldrejelzést (idésorok esetén), illetve pontbecslést (keresztmetszeti adatbazisok esetén) készithetiink a H
oszloptdl kezdddden, a sdrga mezdkbe a magyarazovaltozok kivant értékeit kell beirni. Technikai okok-
bol valamennyi (bevont €s be nem vont) valtozéhoz meg kell adni értékeket, ezekbdl csak azokat fogja a
program figyelembe venni, amelyek bevont valtozokhoz tartoznak. Egyszerre maximum 20 becslés, il-
letve eldrejelzés hajthato végre. A helyesen kitoltott magyarazo valtozé értékekhez tartozo becsiilt ered-
ményvaltozo érték a H oszlopban olvashato le.

4.1.4 A Multikollinearitas munkalap

A Multikollinearitds munkalap a magyardzo valtozok 0Osszefiiggésének problémajat vizsgalja. A
multikollinearitds témakdre hatalmas irodalommal rendelkezik, a téma egyik legfrissebb és legatfogdbb
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magyar nyelvii sszefoglalojat adja Kovacs Péter 7. Az elvégezhetd tesztek koziil nem hasznaltuk va-
lamennyit, csupan az oktatasban gyakran alkalmazott, altalanosan elterjedt probakat. Az alabbiakban
nagyvonalakban bemutatjuk a beépitett probakat:
e a multikollinearitas globalis tesztelése:
0 7’ —proba;
0 Kondicidindex ¢és kondiciészam (gyokos formula);
0 Petres-féle RED mutat6 °%;
e a multikollinarités lokalizalasa:
0 parcidlis korrelacids egyiitthatok tesztelése;
0 F-proba;
0 VIF-mutat6 (variancia inflalo faktor);
0 tolerancia mutato;

e a multikollinaritas kikiiszobdlése. FGkomponens regresszié ™.

Az alkalmazott képletek:

A multikollinearitas globalis tesztelése, a xz— préba "¢

A multikollinearitas jelenlétére kdvetkeztethetlink a magyarazé valtozok korrelacios matrixdnak determi-
nansabol is. Igazolhatd ugyanis, hogy amennyiben a magyarazo valtozok linedrisan fliggetlenek egymas-
tol a modellt ortogondlisnak (az ortogonalis matrix kvadratikus, transzponaltja egyenld inverzével, a mat-
rix €s a matrix transzponaltjanak a szorzata az egységmatrixot adja €s determindnsa: *1) tekinthetjiik. Az
ortogonalis rendszert leir6 matrix determinansa 1-gyel, teljes multikollinearitds esetén viszont 0-val
egyenld. Minél kozelebb van a determinans nulldhoz, annal nagyobb mérvii fliggdéség van a magyarazo
valtozok kozott.

Ervényes tehat az alabbi relacio:

0<|R,[<1

ahol |Rk| a magyaraz6 valtozok korrelacios matrixa determindnsanak abszolut értéke.

A multikollinearits szignifikancidja az R matrix determinanséhoz kapcsolodva y’-probaval tesztelhetd.
Az igy képzett probafliggveény annak a H,, hipotézisnek a tesztelésere szolgal, amely szerint a magyarazo
valtozok linearisan fiiggetlenek.

Ay’ -teszt tehat azt vizsgalja, hogy a valtozok az alapsokasigban korrelalatlanok-e (nullhipotézis), azaz

azt teszteli, hogy a korrelacids matrixnak a f64tlon kiviili elemei csak véletlenil térnek-e el a nullatol.
A prébafiiggvény az alabbi:

T Y

A fenti fliggvényben a magyarazé valtozok korrelacids matrixa determinansénak |Ry| tizes alapt logarit-
musaval szdmolunk. A prébafiiggvény szabadsagfoka:
szf. = 2k (k-1)
2
ahol:
= n=amegfigyelések szama
* k=magyarazo valtozok szama

7 Ld.: Kovacs Péter [2008a].
138 L.d. Kovacs-Petres-Toth [2004, 2005]
59 A szamitasok elvégzéséhez sziikség van a matrix.xls parancsfajlra.
10 Bartlett illetve Farrar—-Glauber-teszt. A x* probafiiggvény kidolgozasa M. S. Bartlett nevéhez fiiz6dik. (Bartlett,
M. S. [1937]: Properties of sufficiency and statistical tests. Proceedings of the Royal Statistical Society Series A
160, 268-282. ) A multikollinearitas y*-proban alapuld tesztjét Farrar és Glauber publikalta elszor. Farrar D. E. és
Glauber R. R. [1967].
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Adott szignifikancia-szint mellett a > tablaban megkeressiik a megfeleld kritikus értéket. Amennyiben a
fenti probafiiggvény alapjan szamitott érték nagyobb, mint a tablabol vett, szdmottevonek tarthatjuk a
modellben a multikollinearitast. Ellenkezd esetben, Hy hipotézis elfogadasa esetén elfogadjuk a
nullhipotézist, vagyis azt, hogy a magyarazé valtozok linearisan fiiggetlenek. A program kozli, hogy van,
vagy nincs multikollinearitas.
Kondiciéindex és kondiciészam szamitasa '®' 162+

A multikollinearitas mérdszamanak egy csaladjat alkotjak a tényezdvaltozok korrelacios matrixdnak sa-
jatértékeire épiild mutatok. E mutatok hatranya, hogy értelmezésiik szubjektiv, azaz nincs egy olyan egy-
értelmii kiiszobszam, ami mar ers multikollinearitast jelez. '® A sajatértékek meghatarozasanal felhasz-
naljuk azt az Osszefiiggést, hogy a standardizalt magyarazé valtozok X’X matrixa egyenlé a magyarazo
valtozok korrelacios matrixaval. A kondicidszam (vagy allapot mutaté, CN=condition number) annak
mutatoja, hogy milyen kozel van a magyarazo valtozok matrixa (X’X), ahhoz, hogy szingularis legyen. A
becslésre vonatkozdan, ha a becsld értékek matrixa kozel szingularis, tehat az adatok kozel kollinearisak,
akkor nehéz pontos vagy preciz inverzt eldallitani, és a linedris regresszid becsiilt paramétereinek nagy
standard hib3ja lesz.

A kondicidindexek '** (CI — condition index) a magyarazo valtozok korreldcios matrixanak legnagyobb

(kmax) és j-dik (k j) 1=1,2,...,k sajatértékei alapjan hatarozhatéak meg:
A

Cl= |/,
kj
Ha a legkisebb sajatértéket A . -nel jeloljiik, akkor a kondiciészam (CN — condition number):
CN e )\'max ,
A

azaz a legnagyobb kondicidindex neve kondicidszam.

Ha a magyaraz6 valtozok linearisan fliggetlenek, valamennyi sajatérték egy, akkor a CN-mutato értéke is
eggyel egyenld. Minél nagyobb a mutatd nagysdga, anndl erésebb a multikollinearitas mértéke. A
multikollinearitas mértéke, gyenge, ha a 1<CN<S5, zavar6, ha 5<CN<10, , igen zavaro, ha CN>10.

A Petres-féle Red-mutato. Az adatallomany redundanciajanak a mérése*

Ha a magyaraz6 valtozok kozott szoros kapcesolat van, akkor a nagymennyiségii adatokat tartalmazo 4l-
lomanyok gyakran kevés informaciot hordoznak, szamos felesleges adatot tartalmaznak, tehat redundan-
sak. A multikollinearitas a lineéris regresszios modellek esetén a redundancia egyik fajtdjaként értelmez-
hetd.

Mérésére a Petres-féle RED-mutatot hasznaljuk ' 1% 197,

R ED(%) = —=2

Jk-1

ahol o, = a magyarazo valtozok korrelacios matrixa (R) sajatértékeinek (1) a szorasa és k a magyarazo

x100

valtozok szama.
Ha minden sajatérték egy, akkor RED(%)=0%. Ez azt jelenti, hogy a sajat értékek szorzata, vagyis a ma-
gyarazo valtozok korrelacios matrixdnak a determinansa 1-gyel egyenld. Ebben az esetben a matrix or-

! Encyclopedia of Statistical Sciences, 16 Volume Set, [2006] 2nd Edition. 2. kétet: 1239-1240
12 A SAS programja is igy szamol: http://www.ats.ucla.edu/stat/sas/ webbooks/reg/ chapter2/ sasreg2.htm (2010
01 14)
15 Kovacs Péter [2008]: 49.
'* Encyclopedia of Statistical Sciences, 16 Volume Set, [2006] 2nd Edition. 2. kétet: 1239-1240.
195 Kovacs Péter — Petres Tibor — Toth Laszl [2004]: 598.
1% peter Kovacs — Tibor Petres — Laszlo Toth [2005]: 405-412.
17 Kovacs Péter [2008]: 57-58.
158



togonalis, tehat nincs multikollinearitds, mert a magyarazé valtozok fliggetlenek egymastol. Amennyi-
ben a sajatértékek tavolodnak ettdl az esettdl, akkor a RED-mutato6 értéke novekszik.

A redundancia hidnya esetén a RED-mutat6 értéke nulla szazalék, mig maximalis redundancia esetén
szaz szazalék. Ha pl. RED(%)=30%, akkor ez azt jelenti, hogy az adott méretli €s minimalis redundancia-
ju adatallomanyhoz képest a hasznos tartalmat hordozé adatok aranya 70%, azaz az adatok atlagos
egylittmozgasanak a maximalishoz viszonyitott mértéke pedig 30%.

A RED-mutat6 kifejezhetd a magyarazo valtozok korrelacids matrixanak féatlon kiviili elemeinek négy-
zetes atlagaként is. Ez azt jelenti, hogy a mutatdo nem csak a becslofiiggvény szempontjabol hasznos tar-
talmat hordoz6 adatok aranyéat mutatja, hanem a magyarazé valtozok egyiittmozgasanak atlagos mértékét
is.

A redundancia kritikus értéke, ha k=1,2...16 és a sajatértékek szama 1, akkor a kritikus értékek:

D,, = |— %100
T =Dk -1)

120%
100% -

80% \
60% \

40% -

20% S ——

0 % T T T T T T T T T T T T T T

4.2. abra: A RED-mutaté kritikus értékei, mint 1 darab sajatérték zéro voltanak sziikséges feltétele.
A k=a magyarazo valtozok szama (k=2-16)

Ha:
RED(%) <RED, ;(%) (z6ld szam)
Akkor a linearis regresszids modell illesztése utan kapott becsiilt paraméterek szordsnégyzeteinek az 6sz-

szege illetve atlaga biztosan véges. (z6ld szam)
Ha:

RED(%) > RED, ; (%) (piros szdm)

Akkor a linedris regresszios modell illesztése utan kapott becsiilt paraméterek szorasnégyzeteinek az 6sz-
szege illetve atlaga nem biztos, hogy véges. Ezért a hatarpont kritikus értékként is értelmezhetd. (piros
szam)

A multikollinearitas lokalizalasa

A korrelacios egyiitthatok vizsgalata

A magyarazo valtozok (x; és x;) kozotti kapcsolat is tesztelhetd, az a kedvezd, ha nincs szignifikans kap-
csolat a két valtozo kozott, (1d. alabb az elsd egyenldtlenséget, z61d szam) de ha szignifikans a kapcsolat,

(Id. alabb a masodik egyenldtlenséget, piros szam) még ez még nem jelenti feltétleniil azt, hogy karos a
multikollinearitas mértéke.
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|t|_ |- <t0,025(n—2)
jl
r,vn-2
|t|: Jll_rz > Lo.025(n-2)

A parcialis korrelacios egyiitthatok vizsgalata

Szignifikans kapcsolat esetén, normalis eloszlast feltételezve, kdros a multikollinearitas a két magyarazo
(x és x1) valtozo kozott ha a parcialis korrelacios egyiitthatok kozott szignifikans a kapcesolat:

L pxpyl2ictisl,.k VI k-1

2
\/1 T xpyl 2Ltk

Ha nem szignifikans a kapcsolat, akkor a a multikollinearitds mértéke nem karos a két magyarazo (x; és

x1) valtozo kozott ha:
Lexpyl2ictisl,. k VI k-1

2
\/1 T xpyl 2Ltk

> o 025(n-k-1)

< Lo,025(n-k-1)
F-préba

A magyarazé valtozd kozotti kapcsolatokrdl hasznos informaciot nyerhetiink, ha kiszamitjuk az egyes
magyarazo valtozoknak a tobbi magyarazd valtozora vonatkozo tobbszords determinacids egyiitthatoit.
Ez azt jelenti, hogy a k magyardzo valtozot tartalmazd regresszidos modellben k tijabb regresszio-
fiiggvényt és tobbszords determindcios egyiitthatot kell meghatarozni. Ebben az esetben mivel: y=x; ezért
xi=1,2,...k-1, tehat a magyaraz6 valtozok szama (k) eggyel csokken.

Regresszio-fiiggvények:

X, =f(X,, ... X, s X, €)
X, = (X, Xy s X 5o Xy €)

X = (X, s X s Xy o Xy €)

j LR

IR EA'SE

Xk = (X}, o0 X s X0 €)

Az egyes felsorolt fiiggvények tobbszoros determinédcids egyiitthatoit (sz) megbecsiiljik, majd F-
probaval, a varianciaanalizisnél leirtaknak megfelelden teszteljiik. Ha az F-proba alapjan szignifikans a
kapcsolat az adott magyardazé valtozd és a tobbi magyardzo valtozd kozotti modellben, akkor a
multikollinearitéast lokalizaltuk.

Nullhipotézisiink az, hogy a magyarazd valtozok regresszids egyiitthatéi mind 0-k, vagyis nincs
multikollinearitas, az alternativ hipotézis szerint 1étezik legalabb egy 0-tol eltérd egyiitthatd vagyis van
multikollinearitas.

Hy: B,=B,=...p;,=B;.,= .. =B, =0
H :3B; #0
Az F-proba alapjan szignifikans a multikollinearitas, ha:
R’ /(k-1) S
(l—Rz)/(n—k) (0,05[k—1,n-k1])

Az F-proba alapjan nem szignifikans a multikollinearités, ha:
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R?/(k-1)
F= (1 —-R? )/(Il _ k) < F((),OS[k—,n—k])

A varianciat inflalo faktor (variancianovelo tényezo VIF; mutato = Variance Inflator Factor)

A magyarazo valtozok kozotti determinacids egyiitthatokra épiil a varianciat inflalo faktor (VIF) mutato-
Jja. A mutatdészam — melyet altalaban kettonél tobb magyarazé valtozo esetén hasznalunk — azt méri, hogy
a multikollineritas jelenléte milyen mértékben ndveli a becsiilt paraméterek standard hibdinak a négyze-
tét, vagyis a variancidjat. Ez a mutat6 tehat azt mutatja, hogy a j-edik valtozo6 becsiilt egyiitthatdjanak
tényleges variancidja hanyszorosa annak, ami a multikollinearitas teljes hidnya esetén lenne kaphato. Ki-
szamitasa:

A varianciat inflalo faktor (VIF)

VIF, = —
1-R’

ahol Rf — a j-edik magyaraz6 valtozo6 és a tobbi magyarazo valtozd kozotti tobbszords determinacios
egyiitthato.

A VIF mutat6, konnyen meghatdrozhat6 a redukalt (csak a magyarazo valtozok kozotti kapcsolatot muta-
t0) korrelacids matrix inverzébdl, ugyanis az inverz matrix diagonalis elemei a VIF; mutatokat adjak. 168

Ebbdl hataroztuk meg az R? értékeket, ugyanis:
VIF, -1

2

' VI,

A mutato6 hatarai:
1< VIFJ. <o

A B; paraméter standard hibanégyzetének, varianciajanak becslése:
2

2
. S 1 B S 1
Sy = =

| E e -xy ) ORY) B -x) (7RG

Ahol:
A\2
e _2-9)
n-2
Amennyiben a j-edik magyaraz6 valtozo linearisan fliggetlen a tobbitdl, a VIF mutato értéke 1, mivel az
Rj2 értéke 0, ha viszont az Rj2 érteke 1, akkor nem lehet értelmezni a mutatot, mert a végtelenbe tart. Ha
valamelyik valtoz6 VIF mutatoja 1 és 2 kozott van, akkor gyenge, (z0ld szam), ha 2-5 kozott van, akkor
erds, zavaro, (kék szam) ha pedig 5 felett van, akkor nagyon erds, karos (piros szam) a multikollinearitas.
A B; paraméter standard hibanégyzetének nagysaga harom tényez6tdl fiigg, akkor lesz nagyobb, ha:
1. s°, tehat a reziduélis variancia nagyobb,
2 .
2. Z(x i —i) az x; valtozo atlagtol valo eltérés - négyzetosszege (az x; valtozo szorasnégyzete) ki-
sebb,
2
3. Rj; nagyobb.

Ha az s” értéke kisebb és az Z(X i —i)z nagyobb akkor, nem lesz probléma a magas standard hibakkal,

r 2
még akkor sem, ha az R};nagyobb lenne.

A tolerancia mutato

A VIF mutato reciprokat tolerancia mutatonak (jele T;) hivjuk, amelynek hatarai:

168 1 d. F2.-t a mellékletben.
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0<T <1

A tolerancia mutaté minél kézelebb van az 1-hez, annal kevésbé zavar6 a multikollinearitas.
Ha valamelyik valtozé T, mutatdja 0,5 és 1 kdzott van, akkor gyenge, (z6ld szdm), ha 0,2-0,5 kozott van

akkor erds, zavaro, (kék szdm) ha pedig 0 és 0,2 kozott van, akkor nagyon erds, karos (piros szam) a
multikollinearitas.

A multikollinearitas kikiiszobolése. Fékomponens regresszié '® '7* 1!

A fokomponens-elemzés (PCA: Principal Components Analysis) az adatok leegyszerlsitését teszi leheto-
vé, a kiindulasi adatmatrix dimenzidjanak csokkentésével. A régi magyarazd valtozok linearis kombina-
ciojaval 0j valtozokat allitunk eld a sajatérték probléma megoldasaval. A fokomponenselemzés mogottes
gondolata az, hogy kisszdmu hattérvaltozo “underlying factor” segitségével a teljes matrixot viszonylag
jol (adott hibaval) reprezentalni lehet. Az ij mesterséges valtozok korrelalatlanok (ortogonalisak, tehat
egymastol linedrisan fiiggetlenek), és csokkend sajatértékek (eigenvalue) sorrendjében szokas sorban rak-
ni Oket. Az eljaras az eredeti, egymassal szorosan korrelald k szdmu valtozot azok ugyancsak k szdmu
fokomponensével helyettesiti, és ezek segitségével készit immaron jo tulajdonsagi becsléseket. Az 1j reg-
resszio az igy képzett j valtozokra vonatkozik, igy a szokéasos becslési kritériumok nagy része (torzitat-
lansag, konzisztencia) nem értelmezhetdk.

Alkalmas lehet becslésre, a fokomponens regresszio, ha:

* a kevés szamu fokomponens minimalis informacid vesztéssel képes helyettesiteni a valtozokat,

* a mesterséges valtozok szakmailag jol értelmezhetd tartalmuak,

* els6sorban nem a regresszids paramétervektorra, hanem az y becslésére vagyunk kivancsiak

A f6komponens regresszid paramétereinek meghatarozasa X' X matrix sajat értékeinek (1) és sajat vekto-
rainak, (faktorstlyainak, loadings: a;) a meghatarozasat jelenti.

Altalaban kiilonboz6 mértékegységili valtozokbol allitjuk elé a mesterséges valtozokat, ezért a mértékegy-
ségeket ki kell kiiszobolni. Ezt a standardizalas miiveletével lehet biztositani:
B X;; -X . .
X, =-= i=1,2...n j=1,2,.. .k

(e
Az eredeti regresszid n*k méretli X valtozomatrixot egy k*k méretli A matrixszal egy ugyancsak n*k mé-
reti Z = XA matrixsza transzformaljuk. E Z matrix oszlopvektorait fokomponenseknek vagy
fékomponensvektoroknak nevezik. Az A matrix tehat az X"X matrix sajatvektoraibol épiil fel. Az A mat-

rix elemeit az X; standardizalt valtozOk variancia-kovariancia matrixanak sajat vektorai adjak. A standar-

dizalt valtozok variancia-kovariancia matrixa az eredeti valtozok korrelaciés matrixaval (R) azonos, igy
ebbdl a matrixbdl is meghatarozhatjuk a sajat értékeket és sajat vektorokat. Az A matrix tehat becsiilhetd
a korrelacidos matrixbol szamitott sajat értékekhez tartozo sajat vektorokkal, és ezért a program ennek
alapjan végzi el a szamitasokat. Egy-egy sajat érték azt mutatja, hogy a vizsgalt fokomponens az X mat-
rix varianciajanak hany %-t hatarozza meg. A sajat értékek Osszege a magyarazo valtozok szamaval (k)
egyezik meg. Ennek alapjan a sajat értékekbdl megoszlasi illetve kumulalt megoszlasi viszonyszamokat
képezhetiink. Altaldban néhany fokomponens az X matrix varianciajanak igen jelentés hanyadat képvi-
selheti, ezért eljarhatunk ugy is, hogy nem a multikollinearitast okozé X; magyarazé valtozot zarjuk ki a
modellbdl, hanem az alacsony sajat értékekkel rendelkezd fOkomponenseket. Arra nincs egyértelmii sza-
baly, hogy hany uj fokomponens valtozot célszerli a modellben tartani. Az egyik megkozelités az lehet,
hogy akkor jelentds egy fOkomponens, ha a sajatértéke nagyobb mint egy illetve ha nem nagyobb mint
egy, de a figyelembe vett sajat értékek az 6sszes variancia legalabb 80% -at megmagyarazzak.

A szamitasokhoz sziikséges adatokat a Matrix munkalapon kozoljiik.

A f8komponensek (sajat vektorok a;i,j=1,2...16) és a magyarazo valtozok kozotti 6sszefliggés 172,

1 Mundruczé Gyorgy [1981]: 71-73.
0 Hunyadi Laszl6 [2001]: 179-181.
1 Petres Tibor-Toth Laszlo [2008]: 245-246.
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z,=a; X, ta, X, +..ta, x,

zZ, =a;,X, Ta,x,t..ta,x,

z, =a, X, ta,x,t..ta, X,

Majd a megtartott j szamu komponensre ¢és az y eredményvaltozokra regresszios 0sszefiiggést hatdrozunk
meg:
y=bz +byz, +..+b;z,
A becsiilt b; paraméterek segitségével az eredeti valtozokra transzformalhatjuk vissza a modellt:
y=b,(a,x, ta,x, t..ta,x)+
+b,(a,x, ta,Xx, +..ta x, ) +...+
erj(aljx1 ta,X, t..+ aijk)
Atrendezve az egyenletet:
y=(ba, tbya,+..+ba)x, +
t(ba, +b,a,, ... +bay)x, t..+

Hbja, +bya, t..tbay)x,

A fent leirt fokomponens transzformacidval felhasznalhatok a fékomponensek kdvetkezd elényds tulaj-
donsagai:
* a fokomponensek paronként ortogonalis rendszert alkotnak,
« a fokomponensek variancidinak dsszege megegyezik az eredeti valtozok variancidinak dsszegével,
MM Fo A =0 (xl)Jrcs2 (x2)+...+02 (xk)
* a fokomponensek csokkend varianciaik szerint vannak sorba rendezve.
2 2 2
o’ (A)z20*(4)=...20°(4)

A fokomponens sulyok (loading valtozok) szamitasa

A fékomponens sulyok, a sajatvektorok elemeinek és a megfeleld sajatértekek négyzetgydkének szorza-
tai:

d; = a7,
1,j=1,2,...k

A fOkomponenssulyokat tartalmaz6é D matrix, az Gin. flkomponenssuly-matrix, dimenzidja k*k ¢és az
alabbi tulajdonsagokkal rendelkezik:
e A fokomponenssulyok abszolut értékei 1-nél nem nagyobbak.
e Az oszloponkénti négyzetdsszegiik a sajat érték (A;), soronkénti négyzetdsszegiik pedig egy.
e A fékomponenssulyok megadjak a vizsgalt magyardzovaltozok €s a fokomponensek kozotti lined-
ris korrelacids egylitthatot.

A kommunalitasi mutatéok szamitasa

A fékomponens suly négyzetek felhasznalasaval a kommunalitasi mutatok szdmithatok ki:
d>=a’\,
ij

§j
A D matrix k-adik sora els6 w darab elemeinek négyzeteit kumuléljuk, akkor a k-adik magyarazovaltozo
kommunalitasdhoz jutunk.

172 A szamitasok a matrix.xls matrixok szorzasa munkalapon elvégezhetd. A sajat értékeket és a sajat vektorokat a
bevont valtozokra a regresszio.xls parancsfajl a a matrix munkalapon kozli.
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1<w<k
A kumulalt fékomponenssuly-négyzetek azt fejezik ki, hogy az egyes foékomponenseknek milyen jelentd-
sége, stlya van a magyarazovaltozok variancidjaban.

A fékomponensek varianciai az adatok kovariancia matrixanak sajatértékei (A,), az egyiitthatoi pedig a

megfeleld sajatértékhez tartozé sajatvektor egyiitthatoi.

4.1.5 Az Autokorrelacio munkalap

Amennyiben egy regresszidos modellben nem teljesiil a modellekkel szemben megfogalmazhat6 azon fel-
tétel, amely szerint a hibatényez0 értékei paronként nem korreldlnak egymadssal, akkor a modell
autokorrelalt. Az autokorrelacié mértékét a rezidudlis autokorrelacids egyiitthatoval mérhetjiik. A p-ed
rendl (p idoegységgel késleltetett, a parancsfijl esetében p=1,2,...,12) elméleti autokorrelacios egylittha-
tot az egymastol p idéegységnyi tavolsagra allé maradéktagok korrelacids egytitthatdjaként becsiilhetjiik.
A gyakorlatban az els6 rendi autokorrelacios egyiitthatot szoktak tesztelni. A fajlban kozoltiink tobb kés-
leltetésre vonatkozo6 adatokat is, amire példaul szezonalitast mutatd adatsorok esetén lehet sziikség.
Az altalunk hasznalt modell:
€ = [Sp et—p + A

Ahol:

» p ' =a p-endrendii autokorrelacios egyiitthatd becsiilt értéke, ami az egymastol p tavolsagra le-

vO rezidualis tagok kozotti korrelacios egytitthato
= v =0 varhato6 értékii, konstans szorasu valtozo
= t=1,2,...n

Képletben:

n

Z (eI —Et)(elfp —Etfp) zn: e,

A t=p+1 . t=p+l

Pp re‘;e(,p - " 0 T
\/z (et _5)2\/2 (etfp _Etfp )2 Z e?’p

t=p+1 t=p+1 t=p+1

Az Excel parancsfajlban az eredeti, és nem a kozelitd p-ed rendii rezidudlis autokorreldcios egylitthatoval
szamoltunk. A p-ed rendli autokorrelacids egyiitthatot a Student-féle t-préba felhasznalasaval teszteltiik.
A hipotézisrendszer az alébbi:

H, :p=0
H, :p#0
A tesztstatisztika szamitasi modja:
(=Pyn-p-1 t
1-p? '
azaz a probafiiggvény n-p-1 szabadsagfokut t-eloszlast kovet, ennek megfelelden kell a kritikus értékeket

meghatarozni.
Ha p=1, elsorendii rezidualis autokorrelacios egyiitthatordl beszéEliink.

n

pIAN
A — t=2
P~

2
Z C
t=2

' A gorog 16 betiivel jeloljiik.
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A fenti autoregressziv modellben, amennyiben a p autokorreldcios egyiitthatonak az értéke eltér nullatol
a regresszios modell autokorreldlt, mig ellenkezd esetben a regresszids modellben szerepld rezidudlis val-
toz6 megegyezik a tiszta véletlen hatdssal, tehat a modell jol specifikalt és autokorrelalatlan. Az
autokorrelacié tényének eldontése tulajdonképpen az aldbbi hipotézis tesztelésének felel meg:

H, : p=0
H :p20
Szignifikans autokorrelacid esetén (5%-os szignifikancia-szinten, a piros szdm jelzi) az alabbi feltétel tel-
jestil:
pn-2
|t| = ) >t 025n-2)
I-p

Ha nincs szignifikdns autokorrelacid (5%-os szignifikancia-szinten, a zold szam jelzi) akkor az alabbi
feltétel teljestil:

\S)

|t|=ﬁL<t

\/ﬁ 0,025(n—2)
A nullhipotézis elfogadasa azt jelenti, hogy a rezidualis valtozd véletlen jellegili, a szomszédos értékek
egymastol fliggetlenek. A fenti kétoldalu probaval természetesen tesztelhetd p pozitiv és negativ értéké-
nek szignifikancidja is. Az elsd esetben H1:p>0, mig a mésodik esetben a H1:p<0 a megfeleld alternativ
hipotézis.
Az Excel parancsfijl kiszamitja és értékeli a Durbin-Watson d-préba alapjan az autokorrelaciot.
Durbin-Watson teszt: az elsérendli D-W-statisztika értékét szamitja ki és értékeli (a dontési lehetdségek:

1. pozitiv autokorrelacio,

2. negativ autokorrelacio

3. bizonytalansag, tehat nem lehet donteni

A probafiiggvény eldallitasahoz elsd 1épésben ki kell szamitani a tapasztalati reziduumokat (e,), amelye-
ket a klasszikus legkisebb négyzetek modszerének alkalmazasaval nyeriink. A probafliggvény:

n

Z(et —Cu )2
d — t=2
2.8’
t=1
A d-probafiiggvény értelmezéséhez hasznos segitséget ad a p elsérendli autokorrelacios egyiitthatd és a
d-mutato6 kozott - eléggé nagyszami megfigyelés (n>30) esetén - felirhato alabbi kozelitd osszefliggés.
d~2-2p=2(1-p)
Iletve:
A d
pr1-3
A fenti Osszefiiggésbdl nyilvanvalo, hogy amennyiben a modell autokorrelalatlan (p=0), a kiszamitott
d=2. Pozitiv autokorreldcio erdsddése esetén d értéke kozelit nullahoz, mig erds6dd negativ
autokorrelacio esetén a 4-hez tart. A d-proba elvégzéséhez a mintabol egy klasszikus legkisebb négyze-
tek modszerével tortént becslés segitségével meghatarozzuk d értékét, majd az egyenletben szereplé ma-
gyarazd valtozok és a megfigyelések szamanak, valamint a proba adott szignifikancia-szintjének megfe-
leléen megkeressiik a Durbin-Watson tablabol a megfeleld értékeket '™, A tablazatban szerepld értékek
kozvetleniil a pozitiv autokorrelacié tesztelésére (H:p>0) alkalmasak, amelyeket df, (als6) és dyy (felsd)

értékekkel valosithatunk meg. A negativ autokorrelacié (H1:p<0) tesztelése, illetve a kétoldala hipotézi-

'7* Savin, N. E.-White K. J. [1977]: 1989-1996. alapjan az 1 és 5 %-os szignifikancia szinten meghatarozott kritikus
értékekkel szdmoltunk. Ld.: tovabba Ramanathan Ramu [2003]: Durbin-Watson-proba, az 5 %-os d;. és dy értékek
egyoldali probahoz. 614-617.
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sek ellendrzése ujabb értékek kiszamitasat igényli, amelyek d eloszlasanak szimmetrikus jellege miatt
nem okoznak kiilonds gondot:

d; =4-d,

d, =4-d,
A proba lehetséges kimeneteleit, a dontési savokat jol szemlélteti az alabbi abra:

+ bizony- bizony-
talansagi talansagi -
autokorrelacio tartomdny tartomény autokorrelacio
elfogadasi
tartomany
] ] ] ] ] ]
T T [ T T T
0 d d 4-d 4-d 4
L U 2 u L

4-3. abra: A Durbin-Watson d-proba dontési savjai

A proba alkalmazasdnak viszonylagos hatranya az Un. bizonytalansagi tartomany megléte, amely a gya-
korlatban sok gondot okoz. Az irodalomban tobbféle mddon igyekeztek a problémat feloldani, amelyek
koziil a legegyszeriibbnek tiind megoldas az, amikor a bizonytalansdgi tartoméanyt az elutasitasi tarto-
manyhoz csatoljak.

Amennyiben egy regresszids modellben nem teljesiil a modellekkel szemben megfogalmazhat6 azon fel-
tétel, amely szerint a hibatényez6 értékei paronként nem korreldlnak egymassal, tudjuk, hogy a modell
autokorrelalt ',

Altalanossagban elmondhatjuk, hogy az autokorrelacio jelenléte mellett készitett paraméter-, és pontbecs-
lések ugyan torzitatlanok maradnak, de nem lesznek hatdsosak. Kiilondsen ovatosan kell kezelni az
autokorrelalt modellt, ha segitségével eldorejelzéseket kivanunk késziteni. Autokorrelalt modellek esetében
az egyiitthatok standard hibai torzitottak, igy sem a standard hibakhoz kapcsoldédd probak, sem az eldre-
jelzésekhez kapcesolodo konfidencia intervallumok nem hasznalhatok fel.

A program abrazolja e, fliggvényében az e alakuldsat. Az 4bra alapjan vizudlisan is kovetkeztethetiink
az autokorreldcié meglétére vagy hidnyara.

4.1.6 A homoszkedaszticitas munkalap

Az id6ésorok esetében, mint azt az el6z6ekben bemutattuk, az autokorrelaciot, a keresztmetszeti adatok
esetében viszont a hibatényezd variancidjanak allandosagat szoktuk tesztelni. Ha konstans a hibatényez6
variancidjanak varhato értéke, akkor:

E(e))=0c" i=1,2,...n.
Keresztmetszeti adatok esetén homoszkedaszticitds szempontjabol is tesztelniink kell a modelleket, hi-
szen elméleti feltétel, hogy a hibatényezé varianciaja allando. '

A nullhipotézis:
H,:c’'=..=0c.
Az alternativ hipotézis:
H, :Gf;écsf 1i=]),

ahol 1,j=1,2,...,n.
A nullhipotézis azt fogalmazza meg, hogy a hibatényezd szorasnégyzetei (varianciai) allanddak. A

nullhipotézis teljesiilése egyben azt is jelenti, hogy a modell homoszkedasztikus, mig az alternativ hipoté-
zis a heteroszkedaszticitas feltételezését szimbolizalja. A heteroszkedaszticitas jelensége esetén a regresz-

175 Kovécs Ilona [1977]: 605.
17¢ Pintér Jozsef [1991]: 18.
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szios egylitthatok becslése torzitatlan, ugyanis tovabbra is feltessziik, hogy a hibatényez6 varhat6 értéke
nulla. Ugyanakkor a paraméterek variancidjara vonatkozé becslés nem lesz hatdsos'’’, a paraméterek
standard hibai torzitottak lesznek, hasznalatuk megkérddjelezhetd, a segitségiikkel elvégzett probak (pl. t-
¢s F-probak) és becslések félreinformalhatnak.

Globalis (csoportos) Breusch-Pagan-Godfrey (BPG)- és Glejser-proba '™

A BPG-préba esetében a nullhipotézis megegyezik az el6zéekben leirtakkal, az alternativ hipotézis pedig
kissé altalanosabb formaban '":
H,:0’=..=0,
H, =E()=0" [h(Zoc + V)], vagy:

ahol:

e h: a rezidualis valtozo fliggvénye, a fliggvény alakja lehet pl. linearis, hatvanykitevos, vagy expo-

nencialis,
e 7. a heteroszkedaszticitast magyarazo valtozok n><(k+1) tipust matrixa,
e o avéletlent becsldo modell (k+1) x1 tipust paramétervektora,

e v: nxl tipusuy, véletlen elemeket tartalmaz6 vektor.

A Glejser-proba esetén a teszt lényege '* az, hogy linedris regresszios kapcsolatot 1étesit a hibatényezd
abszolut értéke és a heteroszkedaszticitast feltehetden el6idézé magyaraz6 valtozok kozott.

le| = o + 0, X, + 0%, o 0 X+ V;
A null- és - alternativ hipotézisek:
H,: 0= a,=...= a,=0
H,:do; #0
Az F-probaval teszteljiik a nullhipotézist, aminek elfogadasa esetén a modell homoszke- dasztikus, eluta-
sitdsa esetén pedig heteroszkedasztikus.

A globalis probéak az aladbbiak:
e Glejser "*!-proba:
le)| = 0ty + X, + 00X, + o 0 X +V
A regresszio.xls fajlban a potlolagos regresszid tobbszords determindcids egylitthatdjat
R’ (|e
e Breusch-Pagan-Godfrey (BPG)- proba:
el =0ty + 0 X, +0L,X, Fat O X, +V,

;x) jeldléssel lattuk el.

A regresszio.xls fajlban a podtlolagos regresszid tobbszords determinacids egyiitthatojat
R’ (ez;x) jeloléssel lattuk el.

0 Harvey '*-Godfrey '*-préba, ahol exp(), az " exponencialis fiiggvényt jelli:

" Ez azt jelenti, hogy a klasszikus legkisebb négyzetek médszere (KLNM, angolul Ordinary Least Squares: OLS)
alkalmazasa esetén a becslések ebben az esetben nem lesznek hatdsosak, vagyis talalhaté egy masik torzitatlan li-
nearis becslés, aminek kisebb a variancidja, mint az KLNM (OLS)-becslésnek. Ld.: Ramanathan Ramu [2003]:
365-366. és 397-398.
8 Ld.: Glejser H. [1969]: 316-323. Godfrey, L. [1978]: 227-236. Breusch, T. S.; A. R. Pagan [1979]: 1287-1294.
tovabba: Ramanathan R. [2003]: 367-369. Pintér Jozsef [1991]: 21-24. Gujarati Damodar N. [2003]: 411-412.
Maddala G. S. [2004]: 244-246.
% Ld.: Pintér Jozsef [1991]: 21.
%0 Mundruczé Gyorgy [1998]: 178.
'8 Glejser H. [1969]: 316-323.
82 Harvey A. C. [1976]: 461-466.
'8 Godfrey, L. [1978]: 227-236.
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In(e}) = o, + 0o X, + 0L, X, +...+ X, +V;
e’ = exp(a, +0,X, +0,X, +ota X, +V))
0 A Park '®-préba, ahol a fiiggvény (h) hatvanykitevés:
2 _ o o, O oy v,
€ =X X, X, "e

In(e)=Ino, +o, Inx, +o, Inx, +..+0, Inx +v,

e Koenker-Bassett (KB) 183 proba:
el =a,+o,y +v,
A regresszio.xls fajlban a podtlolagos regresszid tobbszords determinacids egyiitthatojat
R’ (ez; 92) jeloléssel lattuk el.

A fenti képletekben:
= k= az eredeti regresszios fliiggvényben a magyarazé valtozok szama,
= i=1,2,...,n amegfigyelések szama;

* |e;|= az eredeti modell rezidualis valtozdjanak abszolit értéke;
» ¢’ = az eredeti modell rezidualis véltozojanak négyzete;

» {7 = az eredeti fiiggvénnyel becsiilt eredményvaltozé négyzete;
= a becsiilt paraméterek (aj, j= 0,1,2,...,1() szama: k+1

= v,:apotlolagos regressziod rezidudlis véltozoja.

A regresszio paramétereinek egyiittes szignifikancidja a globalis F-proba segitségével mindegyik bemu-
tatott teszt esetében vizsgalhat6. Ha a szamitott F-érték nagyobb, mint a tablabeli érték, akkor az alterna-
tiv hipotézist fogadjuk el, tehat a modell heteroszkedasztikus, ellenkez esetben homoszkedasztikus.

A heteroszkedaszticitas lokalizalasa Glejser-, és Breusch-Pagan-Godfrey (BPG)-probaval.

A Glejser- és a BPG-proba lehetévé teszi a heteroszkedaszticitas lokalizalasat. Amennyiben feltételez-
ziik, hogy a magyarazo valtozok fiiggvényei a rezidudlis valtozok abszolut értékei vagy a variancidi, ak-
kor felirhaté magyarazo6 valtozénként egy-egy potldlagos regresszios egyenlet.
A pétlolagos, j. magyarazé valtozora vonatkozo regresszios egyenletek az alabbiak '*°:
e Glejser-proba esetén:
|ei| =0, +0,X; +V;
e BPG-proba esetén:
e =0, +0X; +V,
ahol x; a j-edik magyarazo valtozo i-edik ertéke.
A regresszios egyiitthatot (meghatarozo szerepe az o, egyiitthatonak van) a Student-féle t-probaval tesz-

teljiik, ha a szamitott érték nagyobb, mint a tablabeli érték, akkor az alternativ hipotézist fogadjuk el, te-
hat a modell heteroszkedasztikus, (piros szam jelzi) ellenkezd esetben homoszkedasztikus (z6ld szam jel-
zZi).

4.2 Gyakorlati alkalmazasok bemutatasa idosoros és keresztmetszeti adatok alapjan

"% park R. E. [1966]: 888.

%5 Gujarati Damodar N. [2003]

18 A szamitasokat hatvanykitevds (log-log) és exponencialis (log-lin) fiiggvények esetében is elvégezhetjiik, ha a
valtozokat linearizaljuk. Park és Harvey-Godfrey-proba.
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A regresszio.xls parancsfajl minden esetben kozli az Autokorrelacio és a Homoszkedaszticitds munkalap-
okon a szamitasokat. Az autokorrelacio iddsoros adatok esetén jelentkezik, ebben az esetben az adatok
sorrendje  kotott. A keresztmetszeti adatok sorrendje valtoztathatd, ebben az esetben a
homoszkedaszticitast szoktuk vizsgalni. Megjegyezziik, hogy keresztmetszeti adatoknal is el6fordul, hogy
a szomszédos hibatagok korreldlnak egymassal, amit térbeli korrelacionak neveznek. Az autokorrelacid
vizsgalatanal az Gkonometriai szakirodalomban '*" ett8] eltekintenek és kizarolag az idésorok hibatagjai-
nak vizsgalata tartozik e témakorbe. A maradékvaltozo (rezidudlis valtozd) vizsgalatanal tehat 1ényeges
kérdés, hogy iddésoros vagy keresztmetszeti adatokkal dolgozunk-e. Iddsoros adatbazis esetén az
autokorrelaciot, mig keresztmetszeti adatoknal a homoszkedaszticitast teszteljiik. Ennek megfelelden két
példat mutatunk be, mindkét példa valos magyarorszagi adatokat tartalmaz.

1. Id6soros példa.
A cementtermelés ¢és a cementtermelést befolyasold tényezok vizsgalata Magyarorszagon 1985 és 2008
kozott ',

A regresszids modell valtozoi:

y Cementtermelés (ezer tonna)

X1 GDP volumenindexe (1985=100)

X3 Epitett lakasok szama (darab)

X3 Epitéanyagipar volumenindexe
(1985=100)

X4 Népesség szdma (ezer £0)

A rendszervaltas idején a hazai cement eldallitds megkozelitette a négymillié tonnat, ezt kovetén azonban
drasztikusan visszaesett ¢és 2000-ig kozel egymillio tonndval alatta maradt a csucsévek termelésének,
majd 2001-t61 emelkedett ugyan a kibocsatas, de 2008-ban is kdzel félmillié tonnaval maradt el az 1990-
es szinthez képest.

A szédmitdsok megkezdése eldtt célszerli az adatokat dbrazolni, hogy feltarjuk az adatok tendencidit. A
cementtermelés és a vizsgalt magyarazo valtozok alakulasat az aldbbi abra mutatja, az abrakészités soran
a vizsgalt mutatok aranyossagéanak biztositasa érdekében mindegyik mutatot (tehdt a cementtermelést, az
¢épitett lakdsok szamat és a népességszamot is) 1985-0s bazison szamitottuk.

87 Ld.: Maddala G. S. [2004]: 273-274. Ramanathan Ramu [2003]: 361-363. és 399-400. Gujarati Damodar N.
[2003]: 401-403. és 441-443.
'88 Az adatok forrasai: Polt Rita [2005]: 996. Hunyadi Laszl6 — Vita Laszl6 [2008] II. kétet 204. Ipari és épitipari
statisztikai évkonyv. KSH 1985-2005. Magyar statisztikai évkonyv. KSH. 1985-2008.
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4.4. abra: A cementtermelés és a cementtermelést befolyasolo tényezok alakulasa Magyarorszagon
1985 és 2008 kozott.

Az abrabol lathato, hogy a cementtermelés €s a vizsgalt magyarazo valtozok sok tekintetben hasonléan
mozognak, a mélypont a rendszervaltast kovetd években volt. A kivétel a népességszam alakuldsa. Ma-
gyarorszagon a vizsgalt iddszakban a népességszam folyamatosan csokkent, aminek mértéke 24 év alatt -
5,2% volt. Eltérést mutat részben az épitett lakdsok szamanak alakulasa is, mert 1985 ota csokkend ten-
denciat mutat, kivéve az 1995-1997 és 2000-2003 kozotti idoszakot.

Vizsgalhatjuk a ciklusok fordulopontjait is, az atlagos periodushossz '** a cementtermelésnél 3 év, a GDP
volumenindexénél 10 év, az épitett lakdsok szamanal 6 év, az épitdanyagipar volumenindexénél 5 év. A
népességszam esetében nem voltak fordulopontok.

A termelés elemzése és eldrejelzése a regresszidszamitas felhasznalasaval a cementipar esetében arra
épiilt '*°, hogy az épitbanyagok, és ezen beliil a cement termelése szorosan koveti a GDP valtozasat, va-
lamint fiigghet az épitett lakasok szamanak, az épitdanyagipar teljesitményének és a népesség szamanak
alakuldsatol is. A népességszam valtozasa és az épitett lakasok szama kozotti kapcsolatot USA adatbazi-
son elészor Kuznets modellezte, kidolgozva a rola elnevezett 15-25 éves épitési ciklus elméletét !, Az
épitdanyagok €s ezen beliill a cement felhaszndlasat az elmul években elsddlegesen az épitési piac alaku-
lasa, s ezen beliil az infrastruktira- (autopalyak) és a lakasépités befolyasolta.

A szamitasok eredményei.

Varianciaanalizis

df SS MS F p-érték
Regresszio 4 4845009,2 1211252,3 17,1 0,000004
Maradék 19 1347194,2 70905,0
Osszesen 23 6192203,3

A varianciaanalizis tdbla alapjan a nullhipotézist elutasitjuk, tehat van legalabb egy olyan magyarazé val-
toz6, amely szignifikans hatdssal rendelkezik, 1étezik legalabb egy nullatol eltérd értékli regresszids pa-
rameter.

1% A ciklusfordulopontok szamitésa Excel parancsfajl felhasznalasaval.
0 polt Rita [2005]: 996-1000.
P! Kuznets, S. [1930].
170



Regresszios egyiitthatok

Ehato St hiba t-érték p-érték  Als6 95% Felsé 95%
b0 -54913,67 2222378 -2,47 0,0231 -101428,57 -8398,77
bl 49,15 20,68 2,38 0,0281 5,88 92,42
b2 -0,01 0,01 -0,89 0,3820 -0,04 0,02
b3 1,23 6,91 0,18 0,8606 -13,24 15,70
b4 5,16 2,04 2,54 0,0201 0,90 9,43

A regresszios paraméterek parcialis tesztelése: a backward elimindcidos modszer alkalmazasa alapjan eld-
szor mind a négy magyarazd valtozot bevontuk a modellbe, majd az igy meghatarozott
regressziofliggvénybdl szelektaltuk azokat a valtozokat, amelyek nem jarulnak hozza szignifikansan a
rezidualis négyzetosszeg csokkeneschez. 192 A valtozok szelektalasahoz a p-értékeket hasznaltuk. Ennek
alapjan el8szor az x3 = Epitéanyagipar volumenindexe valtozot, majd az x, = Epitett lakdsok szdma ma-
gyardzo valtozot hagytuk ki a modellbdl. Meg kivanjuk jegyezni, hogy szakmailag indokolt lenne a két
kihagyott valtoz6 modellben valé szerepeltetése.
Regresszios eg_yiitthat()k

Ehato St hiba t-érték p-érték  Als6 95% Fels6 95%
b0 -37518,27 5884,69 -6,38 0,0000 -49756,15 -25280,39
bl 38,65 4,62 8,36 0,0000 29,03 48,27
b4 3,56 0,53 6,67 0,0000 2,45 4,67
A becslofiiggvény tehat:

§=-37518,27+38,65x, +3,56x,.

A multikollinearités tesztjei:
Ay globalis proba alapjan 5%-os szignifikancia szinten van multikollinearités.

Khi-négyzet 8,18
Khi-szf 1
Khi krit (5%)| 3,84
p-érték 0,0042

A parcidlis korrelacios egylitthatok alapjan szamitott t-statisztika értéke -11,66, a kritikus érték pedig
2,08, a két magyarazo valtozé kozott van multikollinearitas.

A p-értékek is a multikollinearitas 1étét igazoljak. A VIF mutato értéke 2-5 kdzott van, tehat erds, zavard
a multikollinearitds mértéke.

y R’ F p-érték VIFj Tj
R’x )| 0,584 30,86 0,0000 2,40 0,42
R’x x4)| 0,584 30,86 0,0000 2,40 0,42

Esetiinkben a kondiciészam 2,734, azaz a mutatd szerint gyenge multikollinearitdst tapasztalunk a két
magyarazd valtozo kozott.
A Petres-féle RED mutatot 1s szamszer(sitettiik:

Petres-féle RED |Kritikus érték (RED, )
Red(%) | 76.4% 100,0%
Ha minden sajatérték egy, akkor Red(%) =0%. Ez azt jelenti, hogy a sajatértékek szorzata, vagyis a

magyarazo valtozok korrelacidos matrixdnak a determinansa eggyel egyenld. Ebben az esetben a matrix
ortogonalis, nincs multikollinearitds, a magyaraz6 valtozok fliggetlenek egymastol. Amennyiben a sajat-
értékek tavolodnak ett6l az esettdl, akkor a Red-mutatd értéke novekszik. A maximalis redundancia ese-
tén a mutato értéke szaz szazalék.

Ha a szamitott érték a kritikusnal kisebb, akkor a linearis regresszios modell illesztése utan kapott becsiilt
paraméterek szérdsnégyzeteinek az Osszege illetve atlaga biztosan véges. Ellenkezd esetben a linedris
regresszids modell illesztése utan kapott becsiilt paraméterek szorasnégyzeteinek az dsszege illetve atlaga
nem biztos, hogy véges, az adatdlloméany redundans.

Esetiinkben az adatallomany nem redundans a Petres-féle RED mutat6 alapjan.

2 Mundruczé Gyorgy [1981]: 117-118.
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Az autokorrelacio tesztelése:
Az elsérendi rezidualis autokorrelacids egylitthatd alapjdn nincs szignifikans autokorrelacié a modellben:
Autokorrelacio rendje p t tiie | p-érték
1 0,3421 1,707 2,074 0,1018
A népesség a vizsgalt idészakban végig csokkent, a GDP volumenindexe pedig — a rendszervaltast kvetd
éveket leszamitva — novekvd trendet mutat, ezért a két magyarazd valtozo egyiittes alkalmazasa
multikollinearitast okoz. Az optimalis regresszios egyenes meghatarozdsdhoz ezért mas megoldast keres-
hetiink.
Szakmai indokok alapjan épitettiink 1j modellt, és azt kaptuk, hogy a modell globélisan és parcialisan is
elfogadhat6, ha az x; és x3 valtozokat vonjuk be a modellbe. Nyilvanvalo, hogy az épitett lakasok szama-
nak ¢és az épitdanyagipar volumenindexének valtozasa (ndvekedése vagy csokkenése) a cementfelhaszna-
last és igy a termelést is jelentdsen befolyasolja. Természetesen befolydsolo tényezd a cement import vo-
lumene, de ennek vizsgalatatél az adatok hianya miatt eltekintettiink. Megallapithaté tovabba, hogy a
multikollinearitds mértéke és az autokorrelacié nem zavaro.
A varianciaanalizis F-probajahoz tartozo p-érték ebben az esetben 0,000002, tehat a nullhipotézist eluta-
sithatjuk.

Regresszios egyiitthatok

Ehato6 St hiba t-érték p-érték  Als6 95% Fels6 95%
b0 1476,00 285,95 5,16 0,0000 881,33 2070,67
b2 0,0204 0,00 4,86 0,0001 0,01 0,03
b3 10,2928 2,58 4,00 0,0007 4,94 15,65

y=1476+0,0204x, +10,2928x,

A multikollinearitds mértéke ebben a modellben nem zavard, a probak a kovetkezok:
Ay’ globalis proba alapjan 5%-os szignifikancia szinten nincs multikollinearitas.

Khi-négyzet 0,49
Khi-szf 1
Khi krit (5%) 3,84
p-érték 0,4821

A parcialis korrelacios egyiitthatok alapjan szamitott t-statisztika -1,77. 5%-os szignifikancia szinten a
kritikus érték 2,08, tehat a két magyarazé valtozo kozott nincs multikollinearitas.

Az F-proba és a p-értékek is a multikollinearitds hianyat igazoljak. A VIF mutaté értéke 1-2 kozott van,
tehat nem zavar¢ a hatés.

y R’ F p-érték VIFj Tj
R’x x2)| 0,052 1,20 0,2860 1,05 0,95
R’x «3)| 0,052 1,20 0,2860 1,05 0,95

A kondicidszam esetlinkben 1,26, ami gyenge multikollinearitasra utal.
A Petres-féle RED mutato:

Petres-féle RED  |Kritikus érték (REDy )
Red(%)  [22.7% 100,0%

A modell nem redundans. Red(%) =22,7% , ami azt jelenti, hogy az adott méreti és minimalis redun-

dancigju adatdllomanyhoz képest a hasznos tartalmat hordoz6 adatok aranya 77,3%, azaz az adatok atla-

gos egylittmozgasanak a maximalishoz viszonyitott mértéke 22,7%.

Az autokorreléacio tesztelése:

Az elsérendi rezidualis autokorrelacids egylitthatd alapjdn nincs szignifikans autokorrelacié a modellben:

Autokorrelacié rendje P t taie | p-érték
1 0,3651 1,837 2,074 0,0797

Ezt mutatja a grafikus abra is.
Reziduumok abrija.
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A Durbin-Watson-féle teszt eredménye: 1,27 ami a bizonytalansagi tartomanyba esik mindkét kérhetd
szignifikancia-szinten.

Durbin-Watson Durbin-Watson

D-W 1,271 D-W 1,271
dL (5%) 1,188 dL (1%) 0,959
dU (5%) 1,546 dU (1%) 1,298
dL' (5%) 2,454 dL' (1%) 2,702
dU' (5%) 2,812 dU' (1%) 3,041

A kivalasztott modell az elméleti feltételeknek megfelel, elemzésre és elorejelzésre felhasznalhato.
2. Keresztmetszeti adatokon alapul6 példa.

A keresztmetszeti adatok alapjan torténd regresszidoszamitast egy tapasztalati arindex modellen keresztiil
mutatjuk be.
Az dkonometriai modellek egyik specialis fajtaja a tapasztalati (hedonikus) arindex modell ' (hedonic
price index model), amelyben egy arucikk ara a jellemzo6itdl fiigg, példa erre a gépkocsi ara €s tulajdon-
sagai kozotti Osszefliggés. A vizsgalatba a 10 millié forintnal olcsébb hazai forgalmazasu autokat vontuk
be. A gépkocsik arat nem csak sajat, mérhetd tulajdonsagai befolyasoljak, hanem mindségi tényezdk is,
mint példaul a marka, a biztonsag stb.
A minta feladat:
119 aut6 adata, 2008-o0s arak, forras: http://www.auto2.hu/.
y = a termék, az 01j autok alaparai (ezer Ft).
xj = a termé€k, az 0j autok tulajdonsagai, az autdk arat befolyasolo tényezok.
A megfigyelt magyaraz6 valtozok a kdvetkezok:

4-2. tabla: Az uj autok tulajdonsagai

X] KOBCM hengertirtartalom (cm’)

X2 TELJ teljesitmény (LE)

X3 NYOM maximalis nyomaték (Nm)

X4 GYORS 0-r6l 100 km/h-ra gyorsulas ideje (sec)

193 Ramanathan Ramu [2003]: 23.
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Xs VMAX végsebesség (km/h)

X6 TOMEG sajat tomeg (kg)

X7 MTOMEG megengedett 6ssztomeg (kg)

Xg HOSSZ hosszlisag (mm)

X9 SZELES sz¢élesség (mm)

X10 MAGAS magassag (mm)

X11 FOGYV fogyasztas varosban (liter/100 km)

X12 FOGYVK fogyasztas varoson kiviil (liter/100 km)

o . e o). o0 oy ey 1 «r 194 1 1 1
A multikollinearitas kikiiszobolése. Fokomponens regresszio 94 195 196 197

Az autdarak és az autdarakat befolydsold 12 magyarazo valtozo, az autok tulajdonsagai kdzotti regresszi-
0s kapcsolat vizsgalata alapjan az alabbi fontosabb megallapitasokat tehettiik:

¢ A modell minden szdmitott teszt alapjan homoszkedasztikus.

¢ A modellben minden szamitott teszt alapjan karos mértékti a multikollinearitds. Ennek oka az,
hogy az autdk tulajdonsagai koziil a teljesitmény erdteljesen befolyasolja a tobbi magyarazé val-
tozot, pl. a sebességet, a fogyasztast, a gyorsulast, a végsebességet, a tomeget, stb.

e A multikollinearitds miatt a regresszids paraméterek standard hibai nagyobbak (a VIF-mutaté
példaul 10 magyardzo valtozé esetében a kritikus értéknél nagyobb) €s csak a by €s bs regresszios
paraméter kiilonbozik a t-proba alapjan 5%-os szignifikancia szinten szignifikansan 0-t6l.

e Figyelembe véve, hogy mind a 12 magyarazé valtozonak a modellben vald megtartasa indokolt,
célszerli a fokomponens-elemzést (PCA: Principal Components Analysis) elvégezni.

A regresszio.xls program kozli a bevont valtozokra vonatkozo €s a szdmitasokhoz sziikséges sajatértéke-
ket és sajatvektorokat, tovabba a sajatértékek megoszlasi ¢s kumulalt megoszlasi viszonyszamait.

A szamitasok l1épései:

1. A regresszioszamitas elvégzése a 12 magyarazo valtozd bevonasaval, konstans becslése nélkiil. A reg-
resszids paraméterek:

b, b, bs by bs bs b, bs by biw by |bp
0,629 13,055 |6,716 |-10,012}-0,112 2,317 0,191 10,499 |-2,280 [-0,404 |68,313|39,852

2. Az eredeti regresszid nxk méretli X magyarazo valtozé matrixot egy kxk méretii A matrixszal egy
ugyancsak nxk méretli Z = XA matrixsza transzformaljuk. E Z matrix oszlopvektorait fokomponensek-
nek nevezik. Az A matrix becsiilhetdé a magyarazo valtozok korrelaciés matrixabol szamitott sajatérté-
kekhez tartozo sajatvektorokkal. A by-t elhagyva az X magyarazé valtozok 119x12 tipusu matrixat kell
szorozni, a magyaraz valtozok korreladcios matrixabol szamitott sajatvektorok 12x12 tipusu A matrixa-
val. A szamitasokat a matrix.xls program matrixok szorzata munkalap felhasznalasaval végezhetjiik el. A
szorzas eredményeképpen megkapjuk a 119x12 tipust Z matrixot.

3. A modellbe bevont fokomponensek kivalasztasa. Az egyik megkozelités az lehet, hogy akkor jelentds
egy fékomponens, ha a sajatértéke nagyobb, mint egy, illetve ha nem nagyobb egynél, de a figyelembe
vett sajatértékek az sszes variancia ' legalabb 80%-4t megmagyarazzak. A szamitasok eredményekép-

4 Mundruczé Gyorgy [1981]: 71-73.

%% Hunyadi Lasz16 [2001]: 179-181.

1% Sipos Béla [1982]:195-204.

7 petres Tibor-Toth Laszlo [2008]: 245-246.

18 A sajatértékek kumulalt megoszlasi viszonyszama ebben az esetben 100%.
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pen azt kaptuk, hogy az els6 harom sajatérték nagyobb, mint egy és ez a harom sajatérték kumulalt meg-
oszlasi viszonyszama alapjan az Gsszes variancia 87,84%-4t megmagyarazza.

Az els6 harom sajatérték '°: A, =7,44 A, =175 A, =135
A sajétvektorok (a;i=1,2,...,12 j=1,2,3):

Z1 4 Z3
0,348 -0,034 -0,008
0,348 -0,126 -0,030
0,280 0,273 -0,294
-0,267 0,310 0,262
0,327 -0,190 -0,254
0,326 0,260 0,084
0,308 0,332 0,093
0,322 0,127 -0,031
0,301 0,251 -0,026
0,005 0,452 0,579
0,238 -0,429 0,390
0,219 -0,362 0,524

4. A megtartott j=3 szamu fokomponensre ¢s az y eredményvaltozokra regresszids fiiggvényt becsiil-
tiink:

y=bz,+b,z, +b,z,

A szédmitasokat a regresszio.xls programmal végezziik el, a regresszios paraméterek:

b, 5,476
b, -5,215
bs -1,656

5. A becsiilt b; paraméterek segitségével az eredeti valtozokra (4. egyenlet) transzformalhatjuk vissza a
modellt:
A visszatranszformalas:

g; (blal,l +b2al,2 +b1a’1,3 ) Xl +(bla2,l +b232,2 +b1a2,3 ) X2 T '+(b]a]2,] +b2a]2,2 +b1a12,3 ) XlZ

Az eredeti valtozokra transzformalt regresszids paramétereket megkapjuk, ha a (3) matrixot €s (4) vektort
Osszeszorozzuk:

Valtozok [Transzformalt paraméterek
X 2,099
X2 2,615
X3 0,597
X4 -3,5 13
X5 3,204
X6 0,290
X7 -0,196
Xg 1,151
X9 0,382
X10 -3,290
X11 2,894
X12 2,218

A backward regresszioval az alabbi optimalis fliggvényt kaptuk, ahol az aut6 ara két magyarazo valtozo-
tol (teljesitmény ¢€s sajat tomeg) fiigg. A becslofiiggvény:
y =-2793,878+28,492x, +3,877x,

9 A sajatértékek Osszege a magyarazo véltozok szamaval (k=12) egyenld.
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Osszefoglalas

A regresszio.xls program felhasznalasa nagymértékben segiti a modellezést. Igen gyorsan ki lehet érté-
kelni a kiilonb6z6 magyarazo valtozok kombinalasa, illetve a vizsgalt adatdllomény valtoztatasa (kiegé-
szitése vagy csokkentése) esetén eldalld regresszios modelleket, tehat azt, hogy az elméleti és szakmai
feltételeknek melyik valtozat felel meg leginkabb. Nem csak a modell globélis és parcidlis tesztelésének
az eredményét latjuk azonnal, hanem iddsorok esetén az autokorrelacio tesztjeit, keresztmetszeti adatok-
nal pedig a homoszkedaszticitas tesztjeit is értékelhetjiik, valamint a reziduum abrakat is elemezhet;jiik.
Multikollinearitas esetén, ha értelemszertien két vagy tobb magyarazd valtozé van a modellben, akkor
tobb teszt elemzésére van lehetdség. A bevont valtozokat mint bemutattuk cserélhetjiik a paraméterek so-
raiban a Bevonjuk oszlopban a pipa jel beirdsaval vagy torlésével. A valtozok cseréjének hatdsara azonnal
modosulnak a teszt eredmények €s azokat gyorsan ki lehet értékelni. Kiilondsen segiti a vizsgalatot, ha
harom vagy tobb magyaraz6 valtozoval rendelkeziink. Az 6sszes modellvariansok szama ismétlés nélkiili
kombinaciok szdmaval hatarozhatdé meg, ahol k nagysagatol fliggden a kombindcidkat dssze kell adnunk.
Héarom magyarazo6 valtozo esetén a lehetséges modellvaridnsok szdma: 7, mert a k lehet, 1, 2 és 3. de
négy valtozondl mar 15. Az idésoros példa ismertetése arra is alkalmas volt, hogy nem lehet mechaniku-
san alkalmazni a backward regressziot, a szakmai ismereteket, feltételezéseket és a kiilonbozd pl.
autokorrelacid, multikollinearités tesztjeinek az eredményeit is értékelni kell.

Végiil megemlitjiik, hogy a kiilonb6z6 specidlis regresszids modellalkalmazdsokra, figyelembe véve a
téma szakirodalmat, szamos Excel parancsfajlt dolgoztunk ki*, pl. Cochrane-Orcutt transzformécio,
autokorrelacié esetén, késleltetett regresszid esetén késleltetett matrix elkészitése (12 féle lag-modell, pl.
Koyck, Almon, Fisher és Alt mddszerei esetén), aminek felhasznalasaval a becslés a regresszio.xls-sel
mar elvégezhetd. Logisztikus regresszios fliggvények becslése két modszerrel, CES-fiiggvények becslése
harom médszerrel, Cobb-Douglas termelési fiiggvény paramétereinek, az atlag és hatarmutatoknak **' a
kiszamitasa. Homoszkedaszticitas egyéb tesztjei: Goldfeld-Quandt-proba és a Szroeter-Harrison-King-
féle proba.

4.3 Cochrane-Orcutt iteracios eljaras, a COtranszformacio.xls parancsfajl miikodése*

Szignifikans autokorrelacid esetén, az eldzdek alapjan a klasszikus legkisebb négyzetek hagyomanyos
modszerével nyerhetd elérebecslések félreinformalhatnak. Amennyiben az autokorrelacié eredete a mo-
dellben a nem megmagyarazott részben talalhatd, a modell modositasa helyett egy iterativ paraméterbecs-
1ést célszerli elvégezni. Ez a modszer feltételezi az autokorrelacios egyiitthatd elézetes a priori ismeretét.
Az autokorrelacios egylitthatd segitségével egy egyszerl transzformacidt hajtunk végre, amelynek ered-
ményeként a "karos" hatds mértéke csokkenhet, illetve az megszlinhet. Az eljarast az alabbiakban foglal-
hatjuk Gssze:
A tobbvaltozos regresszids modell egyenlete, iddsoros adatok (t=1,2..n és j=1,2...k) esetén:

Y. =by tbx, +b,x, T..+byx, te,
A Cochrane-Orcutt (CORC) iteracios eljaras a regresszidés modell atalakitasat igényli oly médon,
hogy az LNM-eljaras alkalmazhato legyen. A fenti tobbvaltozds regresszids egyenlet (t-1) idészakra tor-
ténd atirasaval kapjuk:

202 203

Y = by +b1X1(t-1) + b2X2(t-1) Tt kak(t-l) Tey
A fenti egyenlet minden tagjat beszorozva p-vel, majd kivonva az eredeti egyenletbdl kapjuk:
Ye-PYu = by (1 - ﬁ) +b, (Xlt - Xy ) +b, (th -PXy) ) +...tb, (th - f)xk(t—l) ) TV,

Yo =Py =€ tb, (Xlt - Xy ) +b, (th -PXy) ) +..4Db, (th -PXye) ) TV,
ahol kihasznaltuk, hogy az elsérendii autokrrelacios egytitthato és a konstans tag:
e, =pe_ +v, é ¢, =b,(1-p)

2% Megtalalhaté az MSC.zip-ben, leirasuk a kézikonyvben.
211 d.: Kadas Kalman [1944].
292 Cochrane - Orcutt. [1949]: 32-61.
293 Ramu Ramanathan[2003]: 412-413.
176



Ezt az egyenletet atirhatjuk a kdvetkezoképpen:
Y, =c,+ blxz +b,X,, +...+b X, +V,
ahol:
Y. =Y -PYois X; RS [le(t—l) ¢s igy tovabb: XL = Xy -lsxk(t—l)
t=22"3 .nésj=1,2,.. k.

A Cochrane-Orcutt — eljaras l1épései:

1. 1épés: Becsiiljiik LNM-sel az eredeti egyenletet és szdmitsuk ki az e, véletlen (eltérés) - valtozokat.
=b, +bx, +b,x, +..+b.x, te,
2. 1épés. Becsiiljiik az elsérend autokrrelacms egyttthatot (p) a fenti egyenletbdl, az alabbi mar ismert

modon:

Ze €.
Zet.l

3. Iépés: Alakltsuk at a valtozokat a kovetkezokeppen
Y =Y -PYurs Xy = Xy, le(t 1) ¢s igy tovabb: th = pXk(t 1
A megcsillagozott valtozok csak t=2-t6l n-ig deﬁnlalhatok a (t-1)—et tartalmazo6 tag (reziduum e, , ) jelen-

p=

léte miatt.
4. 1épés. Magyarazzuk y; -ot egy konstans [¢, =b, (1-p)] és X;,,X,....Xy,, segitségével és szamoljuk ki
az atalakitott egyenlet LNM-becsléseit.
5. 1épés. Hasznaljuk ezeket a becsléseket az eredeti egyenlet paramétereinek (b, -ihoz) becsléséhez és
szamitsuk ki az 0j e, becsléseket.

Y =b, tbx, +bx, +..+bx, te,
Ezutan térjlink vissza a 2. Iépéshez, és az 0j értékekkel ismételjiik meg az eljarast, amig az alabbi leallasi
szabaly ¢letbe nem 1¢ép.
1épés.
6. Az iterativ eljarast akkor allithatjuk le, ha teszt alapjan autokorrelaciot kisziirtiik, akkor elfogadjuk a
modellt. 2> Ha van autokorrelacio akkor folytatjuk az eljarast addig, ameddig két egymast kovetd iteracié
becsiilt p -ja kozotti eltérés nem nagyobb egy elére megadott értéknél, pl. 0,001-nél. Az utols6 p -t hasz-
naljuk az alabbi egyenletben a CORC-becslések kiszamitasahoz.

Y =¢ +b1XT1 +b,%5 T bxg

A konstans tag atalakitasa az eredeti egyenletben:

Co :bo (1'13)
C
b, =—%
"(1-p)

A fenti eljarast altalanositott differenciak médszereként is ismerik, ami mas megfogalmazasban — a klasz-
szikus legkisebb négyzetek mdodszerénél altalanosabb paraméterbecslési eljarasnak — az un. az altalanosi-
tott legkisebb négyzetek modszerének felel meg, és a becsléshez sziikséges p elballitsa torténik az iterativ

modszerrel.

A COtranszformacid.xls parancsfajl mitkodése:

Kéri az adatmatrixot és az el6zéleg megbecsiilt p - értéket, amit a regresszio.xls fajllal megbecsiilhetiink,
ha az autokorrelacio rendje: 1. Ezt kovetéen az Adat munkalapba bemasolt adatokkal szamolva a CO1
munkalapon kiszdmitja a transzformalt matrixot. A transzformacio:

2% A reziduumok késleltetése (e.;) miatt a legrégebbi t=1 adat kiesik.
29 Mundruczo Gyorgy [1981]: 133.
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Yo -PYu = (Xlt - stl(t-l) ) (XZt - ISXZ(t-l) )---(th - f’xk(t-l))
Az iteraci6 inditasa parancs a CO1 munkalapon kiszdmitott (transzformalt) matrixot az Adat munkalapra
masolja és a CO1 munkalapon elvégzi a masodik CO transzformaciot. Az iddsor minden transzformacio
utan egy megfigyeléssel (a legrégebbi adattal) csokken. A transzformalt adatsorral elvégezziik a regresz-
szi0 szamitast a regresszio.xls fajllal, és ha teszt alapjan autokorrelaciot kisziirtiik, akkor elfogadjuk a
modellt. Ha van autokorrelacio, akkor folytatjuk a szdmitasokat. Az iteraciokat akkor fejezziik be, amikor
a p paraméterek az egyik iteraciordl a masikra gyakorlatilag mar nem valtoznak.

4.4 A Szroeter-Harrison-King-féle proba. (Szroetertesz.xls parancsfaj miikodése) és a Goldfeld-
Quandt-proba (Goldfeld-Quandt-préba.xls parancsfaj miikodése)*

4.4.1 A Szroeter-Harrison-King-féle proba

A heteroszkedaszticitas felismerésének a Szroeter-féle proba**°*”” egy olyan eljarasa, amely kotédik —

tobbek kozott — az autokorrelacionak a d-statisztika segitségével torténd teszteléséhez.

1. alternativ hipotézis. **®

A Szroeter-féle probanal — a szokésos linedris regresszidos modellnél — a Hy nullhipotézist, azaz:

. 2 __2

H, :0, =..~7c,
H :6’<..<c,’

H, alternativ hipotézissel szemben ellendrizziik, ahol legaldbb egy esetben teljesiil az egyenldség. Ebben

az esetben egy novekvo szorast (variancidj) alternativ hipotézist teszteliink, de a hipotézis csokkend so-

rozat esetére is felirhato. %

A probafiiggvény az alabbi médon definialhato:

Zn:hiei2
h =l

2.
i=1
ahol a h; stlyszamokat az alabbi képlet segitségével hatarozhatjuk meg:
h; =2[1-cos(ixn/(n+1))],i=12...n

vagy:
h, =-2[1+cos(ixm/(n+1))], i=12..n

A h; értékekbdl 4116 sor fobb jellemzi:
limh, =4 és limh, =0

i—ow i—0

2. alternativ hipotézis. 2"
Ha egy csokkend szérdsu (varianciaji) alternativ hipotézist teszteliink, akkor a null-, illetve alternativ hi-
potézis:
H,:0’=..=c,
H :c’2..20

A probafiiggvény az el6z6 modon definidlhato:

2
2
n

n
2
Z hie;
i=1

b

n

eyZ

1

™

i=l1

2% Szroeter Jerzy [1978]: 1311-1327.
27 Pintér Jozsef [1991]: 16-36.
2% King Maxvel L. [1981]: 315-321.
% Ebben az esetben a h; kifejezésben a cos-fiiggvény elétt + jelet irunk.
19 King Maxvel L. [1981]: i. m. 316.
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ahol a h; sulyszdmokat az alabbi képlet segitségével hatarozhatjuk meg és ahol a cos-fliggvény eldjele
valtozik + lesz:

h, =2[l+cos(ixm/(n+1))],i=12...n

Vilasztas az 1. és 2. alternativ hipotézis (teszt) koziil.

Természetesen felmeriil a kérdés, hogy a két alternativ hipotézis koziil melyiket valasszuk. Ha abrazoljuk
a rezidualis valtzok négyzeteit (e® i=1,2...n) az egyes magyarazovaltozok (xj j=1,2 ...k) fiiggvényében,
akkor lehet kovetkeztetéseket levonni az abrak alakulasabol. Amennyiben a rezidualis valtozok négyzetei
szétnyild (nd a rezidudlis valtozok négyzete a magyarazd valtozok fiiggvényében, tehat valosziniisithet-
jiik az elso alternativ hipotézist), vagy 0sszezarddo (csokken a rezidualis valtozok négyzete a magyarazo
valtozok fliggvényében, tehat valosziniisithetjilk a masodik alternativ hipotézist) savot mutatnak, gy
varhatdan a heteroszkedaszticitas ténye all fent. Amennyiben az dbran a sav nem valtozik, ugy valoszinii-
sithetjlik, hogy a nullhipotézis igaz, és homoszkedasztikus a modell.

Figyelembe véve az Excel altal nyujtott lehetéségeket, mindkét alternativ hipotézissel célszerti a szamita-
sokat elvégezni. A Hy-r6l torténd dontésnél (elfogadom vagy elvetem) mindig meg kell fogalmazni, hogy
ez a dontés milyen alternativ hipotézissel szemben tortént. Pl. ha az els6 esetben a nullhipotézist elfoga-
dom, akkor lehetséges, hogy a rezidudlis szérdsnégyzetek azonosak, de lehet az is, hogy csokkennek,
ugyanis a meghatarozott szignifikancia-szinten, ami altalaban 5%, csak azt az alternativ hipotézist utasi-
tottuk el, hogy a rezidudlis szorasnégyzetek ndnek. Ha viszont a masodik esetben a nullhipotézist elvet-
jik, vagyis felételezziik, hogy heteroszkedasztikus a modell, akkor azt feltételezziik, hogy a rezidualis
szorasnégyzetek csokkennek. Ha mindkét alternativ hipotézist a Szroeter teszt elutasitja pl. 5%-os
szignifikancia-szinten, akkor a homoszkedaszticitasra vonatkozo6 nullhipotézist elfogadjuk.

A Durbin-Watson tablazat felhasznalasa

A Szroeter-probanal, tehat el6zden abrazolni és vizsgalni kell azt, hogy a rezidudlis szorasnégyzetek no-
vekvd vagy csokkend sorozatot alkotnak-e. A proba kritikus értékeinek meghatarozasara tobbféle eljaras
ismert, amelyek koziil egyszertisége miatt a Durbin-Watson tablazaton alapuld modszer érdemel elsd he-
lyen emlitést. A két kritikus érték, amely egy bizonytalansagi tartomanyt definial az aldbbi mdédon hata-
rozhat6 meg:

hL =4- d([fwl,kﬂ)
hU =4- dzdn+1,k+1)

ahol k a magyarazovaltozok szama.

Egyértelmilen heteroszkedasztikusnak tekintjiik a modellt, ha h>h", és homoszkedasztikusnak ha h<h".
Amennyiben az empirikus adatok alapjan kiszamitott h érték a két kritikus érték kozé esik, az alabbi —
korabban mar bemutatott — abranak megfelelve dontésiink bizonytalan.

elfogadasi

tartomany . as
visszautasitasi

bizony- tartomany

talansagi
tartomany

0 hL hU 4

4-6. abra: A heteroszkedaszticitas dontési savjai D-W modszer alapjan

A proba hasznalatat rontja a bizonytalansagi tartomany létezése. A kritikus értéket azonban a Béta-
eloszlasbdl (P) illetve az F-eloszlas segitségével is fel lehet irni.

Becslés a Béta-eloszlas 2!! felhasznalasaval
A prébafiiggvény az el6z6ekbdl ismert:

21 A Béta eloszlasrol részletesebben a Wikipediaban taldlhatok magyarazatok: http://hu.wikipedia.org /wiki/
B%C3%A9%ta-eloszl%C3%Als (2009 szept. 3.)
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Ha nincs konstans a linearis regresszids modellben (by=0), akkor a Béta-eloszlas alapjan szamitott kriti-
kus érték:

h

h* =4(1-p%)
Ahol a a szignifikancia-szint, altalaban 5%
Ha h>h", akkor a nullhipotézist elvetjiik, vagyis heteroszkedasztikus a modell, ellenkezd esetben ha:
h <h® homoszkedasztikus.

Ha van konstans a linedris regressziés modellben 2"

kus érték:

h* =43

Ha h <h®, akkor a nullhipotézist elvetjiik, vagyis heteroszkedasztikus a modell, ellenkez6 esetben ha:
h > h" homoszkedasztikus.

(bp#£0), akkor a Béta-eloszlas alapjan szamitott kriti-

A kovetkezokben kozoljik a Harrison M. J. altal kidolgozott Béta-eloszlas kritikus értékeit a Szroeter
teszthez, 5%-os szignifikancia-szinten, ha a linedris regressziés egyenes konstanst is tartalmaz. *"> A Bé-
ta-eloszlas kritikus értékeit, 5 %-os szignifikancia szinten a tablazat (szroeterteszt.xls parancsfaj munka-
fiizetében Béta 5%) a mintaelemszam (n=8-100) és a regressziés paraméterek fliggvényében kozli
(m=k+1=2, 3,4, 5, 6.).

Becslés az F-eloszlas felhasznalasaval
A probafiiggvény az el6z6ekbdl ismert:

Zn:hiei2
h =l

- n
2
Z €
i=1

A hipotézis teszteléséhez, tehat a Béta-eloszlas hasznalhat6, azonban a kritikus értékeket az F-eloszlas
segitségével is fel lehet irni. A kritikus érték meghatarozasanak 1épései:
1. Az F-eloszlas szabadsagfoka (r):

r:3(n—k—1)(n—k+2)_1

2(n—k-1)
2. A Béta-eloszlas kritikus értékét kdzvetett modon az F-eloszlasbol szdrmaztatjuk:
o 1
b= 1+E?
(r.r)
Ahol:
= (" = a Béta-eloszlas kritikus értéke a szignifikancia-szint mellett
F(‘:,r) = az F-eloszlas kritikus értéke a szignifikancia-szint mellett, ahol a szamlalo és a nevezd sza-
badsagfoka egyarant r.

3. Meg kell hatarozni a Béta-closzlas kritikus értéke ismeretében a h™ értéket', vagyis a probafiigg-
vényhez rendelhetd kritikus értéket. Ezt az el6zéekben leirtak szerint két modon tehetjiik meg 213,

212 E7 az altalanosabb és gyakoribb eset.
213 M. J. Harrison [1982]: 165.
214 A * azt jeldli, hogy az F-eloszlas felhasznalasaval becsiiltiik a Béta-eloszlas kritikus értékeit, tehat nem az erede-
ti Béta-eloszlast hasznaltuk fel.
13 M. J. Harrison [1982]: i. m. 161.
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3.1 Ha nincs konstans a linearis regressziés modellben (by=0), akkor a Béta-closzlas alapjan szamitott

kritikus érték:
B = 4] 1=
1+ F(‘j,r)

h' =4(1-B)
Vagyis az el6zdek alapjan:

Ha h>h", akkor a nullhipotézist elvetjiik, vagyis heteroszkedasztikus a modell, ellenkezd esetben ha:
h <h™ homoszkedasztikus.

3.2 Ha van konstans a linedris regresszios modellben
kritikus érték:

h*a — 4Ba
Vagyis az el6zdek alapjan:

216 (bp#£0), akkor a Béta — eloszlas alapjan szamitott

h*“:4{ L ]
1+F(r’r)

Ha h <h™, akkor a nullhipotézist elvetjiik, vagyis heteroszkedasztikus a modell, ellenkezé esetben ha:
h >h"™ homoszkedasztikus.

El6szor a regresszoszamitast kell elvégezni, eszkozok-adatelemzés-regresszio, kéri az Y vektort, utdna az
X matrixot, a maradékokat be kell jelolni, majd a szamitas eredményeképpen kapott maradékokat masol-
juk az 1 munkalapon levé maradék oszlopba (szroeter széras nd), el6észor toroljiik a sarga jelzési oszlo-
pot, utdna masoljuk a reziduumot. Valtoztatni a sdrgamezds cellakban lehet, a tobbi esetben a program
elvégzi a szamitasokat.

A tesztelést (Szroeter-Harrison-King-féle proba) az el6z6ekben leirtak szerint végzi el és értékeli szove-
gesen is az eredményeket.

A Szorasnégyzetabra-Glejser-adat munkalapon kozli a reziduumok (maradékok) abszolut értékeit és
négyzeteit. A globalis és lokalis Glejser-Park probakat az Adatelemzés - regresszoszamitas felhasznalasa-
val el lehet végezni, mivel megvan az eredményvaltozo (reziduum négyzete illetve abszolut értéke) és a
magyarazovaltozok értékei is ismertek. Elvégezve a szamitasokat a globalis Park proba esetében a varian-
cia-analizis eredményei (F-proba) alapjan donthetiink arrdl, hogy van-e heteroszkedaszticitds vagy
homoszkedasztikus-e a modell. Ha szignifikdns a kapcsolat, akkor heteroszkedasztikus a modell, ellenke-
z0 esetben homoszkedasztikus. A Glejser-Park lokalis probdk alkalmazasa esetében az adatdllomanyt
(magyarazovaltozok) eld kell késziteni. Pl. logaritmizalés, négyzetgydkvonas stb. az ismertetett képletek
szerint. A tesztelést F-probaval, vagy t-probaval végezziik, az eredmények értelmezése hasonld, mint a
globalis proba esetében.

Elfogadjuk tehat a nullhipotézist, és nem 1étezOnek tekintjiik a modellt, ha az F-statisztika szamitott érté-
ke kisebb, mint egy adott szignifikancia-szinthez tartoz6 F-eloszlds tablabeli értéke. Elvetjik a
nullhipotézist, vagyis a modellt 1étezének, relevansnak tekintjiik, ha a probafiiggvény értéke meghaladja a
tablabeli értéket. Homoszkedasztikus a modell, ha elfogadjuk azt a nullhipotézist, hogy a paraméterek ko-
zOtt van legalabb egy nulla, vagy ha egy paraméter van, akkor az nulla. Végiil is az a kedvezd, ha a mo-
delliink nem ,,j6”, hiszen akkor homoszkedasztikus a regresszidos modell, ha a reziduum abszolut értéke
illetve négyzete (vagy logaritmusai Park-proba) és a magyarazovaltozok (a magyarazovaltozok kiilonbo-
70 csoportjai €s transzformalt értékei) kozott nincs szignifikans kapcsolat.

4.4.2 A Goldfeld-Quandt-préba

A Goldfeld-Quandt-proba®'” azon alapszik, hogyha a reziduélis valtozok varianciaja (e}) azonos a kiilon-
b6z6 megfigyelések (x; i=1,2...n) esetén, tehat ha homoszkedasztikusak, akkor ez a minta egyes részeire

216 E7 az 4ltalanosabb és gyakoribb eset.

217 Goldfeld S. M. — Quandt R. E. [1965]: 539-547. 1d.: tovabba: Mundruczé Gyorgy [1981]: 139-140. Ramanathan

R.[2003]: 371-372. Pintér Jozsef [1991]: 20-21. Gujarati Damodar N. [2003]: 408-409. Maddala G. S. [2004]: 247.
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is igaz. Ezért tesztelhet6 a rezidudlis valtozok variancidinak egyenldsége F-proba segitségével. A tesztsta-
tisztika a két becsiilt variancia hanyadosa. A megfigyelt értékeket (n), hdrom részre osztjuk és a kozEépso
megfigyeléseket elhagyjuk. Ezutan a két sz¢Is6 adathalmazra kiilon-kiilon elvégezziik a regresszios becs-
1ést €és meghatarozzuk a reziduumok variancidit. F-prébaval most mar tesztelhetjiik azt, hogy ezek a vari-
anciadk egyenldk-e (homoszkedasztikus a modell) vagy nem (heteroszkedasztikus a modell). Feltételezziik
tovabba, azt, hogy a magyarazdovaltozo értékének novekedésével a reziduumok variancidi nem valtoznak
vagy novekednek. A teszt keresztmetszeti adatok esetén alkalmazhato.

A Goldfeld-Quandt-proba Excel parancsfajlt kétvaltozos modellre dolgoztuk ki.
A hipotézisrendszer:

y=b,+bx;+e

H,: E(e})=c"

H, : E(e} ):GZX?
A nullhipotézis azt fogalmazza meg, hogy a hibatényezd szorasnégyzete (variancija) allando. A
nullhipotézis teljesiilése egyben azt is jelenti, hogy a modell homoszkedasztikus, mig az alternativ hipoté-
zis a heteroszkedaszticitas feltételezését szimbolizélja, amely szerint a hibatényezd variancidja ardnyosan

valtozik a j-edik magyarazé valtoz6 négyzetével. A k a magyarazovaltozok szama, esetiinkben 1.
A préba menete az alabbi:

1. A heteroszkedaszticitasban feltehetéen meghatarozé szerepet jatszé x; magyarazo valtozé ndvekvé sor-
rendbe rendezett értékei szerint irjuk fel az eredményvaltozot és a reziduumokat.

2. Kivalasztunk ¢ szamu kozépen elhelyezkedd értéket, amelyeknek megfeleld valtozok megfigyelt érté-
keit kihagyjuk a tovabbi szamitasokbdl. (A kihagyandé megfigyelések szama dnkényes, legalabb 0, ebben
az esetben két részre osztjuk az adatdlloméanyt és nem hagyunk ki megfigyelt értékeket, a gyakorlatban
minimum a mintaelemszam (n) egyhatoda illetve maximum az egy harmada. Kisebb minta esetén, pl. ha
n=30, akkor célszerti, hogy a ¢ ne legyen nyolcnal nagyobb)

3. A klasszikus legkisebb négyzetek mddszere segitségével az elsé (n-c)/2 és az utolsd (n-¢)/2 megfigye-
léshez kiilon-kiilon regresszios fliggvényt illesztiink.

4. Kiszamitjuk a két regresszids fliggvény rezidualis négyzetosszegét és elosztjuk a

- -c-2(k+
n c_(k+1)=nc2(k 1)
szabadsagfokkal:
(n-c)2 A
o= zeiz/ (n 022k 2)
i=1

ahol 1 koveti az x, novekvd sorrendjét.

Esetiinkben k=1, tehat:
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5. A probafiiggvény:

ahol mind a szdmlalé mind a nevezd szabadsagfoka egyarant:
(n-c-2k-2)  (n-c-4)

2 2
Amennyiben a szamitott F-érték nagyobb, mint egy o szignifikancia szinthez tartozé Fq érték a
nullhipotézist (homoszkedasztikus a modell) elvetjiik, a modellt heteroszkedasztikusnak tekintjik.
A Goldfeld-Quandt-proba Excel parancsfajl adatok torlése ikonjara kattintva az adatok torlodnek, majd az
Uj adatbazis bemasolasa utan meg kell adni a c-értéket.

A mintafeladat *'®:

x=GDP/f6 2005-es $-ban 2007-ben

y=Egy fore jutd 0sszes energiafelhasznalas olaj kg egyenértékben kg/f6

n=128, k=1

Az adatokat x szerint ndvekvo sorrendbe helyeztiik. (é!Névekvc’S Excel paranccsal)

Az adatok grafikus dbrajat az alabbiakban mutatjuk be.

A ¢ értek megadasa utan a sarga mezOben 1évo szamok azt mutatjak, hogy melyik megfigyeléseket hagy-
tunk ki, a kék az elsd, a barna a masodik megfigyelt €s a szamitasok soran figyelembe vett értékek adatait
mutatja, amibé] a program kiszamitja a o, és o, értékeket. A ¢ valtoztatasival igen gyorsan sok szami-
tas elvégezhetd. A mintaelemszam csokkentésével is elvégezhetdk a becslések, pl. megallapithatd az, ha
heteroszkedasztikus a modell, van-e olyan mintaelemszdm amikor a modell homoszkedasztikussa valik.
A program kozli a nullhipotézis eredményét az F-proba alapjan, tovabba a p-empirikus szignifikancia ér-
tékét. Ha p kisebb, mint 0,05, akkor 5 %-os szignifikancia szinten heteroszkedasztikus a modell, ha 0,05-
nél nagyobb akkor homoszkedasztikus.

Energiafelhasznalas és az egy fore jutéo GDP kapcsolata

(128 orszag)
14000
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A szamitisok eredménye, a teljes minta esetében heteroszkedasztikus, ha a mintaelemszamot 76-ra csok-
kentjiik, tehat csak az els6 76 adattal dolgozunk, akkor homoszkedasztikus lesz a modell. Ez jelzi, hogy a

1 Az adatok forrasa:

http://earthtrends.wri.org/searchable db/index.php?step=countries&ccID%5B%5D=0&allcountries=checkbox&the
me=6&variable ID=351&action=select_years

http://www.ers.usda.gov/Data/Macroeconomics/
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linearis regresszid helyett mas tipusu regresszidval kell becsiilni, vagy a mintaeclemszamot csokkenteni
kell.

¢ minimum 1/6 |c¢ maximum 1/3 legalabb
n 128,00
c 21,00 21,33 42,67 2,00
360855,82
5759193,68
F 15,96
p 0,00
Fkrit 1,59
0,05
Heteroszkedasztikus modell
¢ minimum 1/6 |c maximum 1/3 legalabb
n 76,00
c 13,00 12,67 25,33 2,00
230282,54
427074,77
F 1,85
p 0,05
Fkrit 1,86
0,05
Homoszkedasztikusmodell

4.5 A regresszios egyiitthatok osszefiiggései (Az utelemzés)

A parcidlis regresszids egyiitthato a lineéris regresszidos modellben szerepld tobbi tényezdvaltozd hatdsat
kisziiri. Ezzel szemben az egyszerl kétvaltozos regresszios egyiitthato értékében mas tényezdvaltozok ha-
tasa is kifejezddésre juthat. A parcialis és a kétvaltozos regresszios egyiitthatok osszefiiggései alapjan to-
vabbi elemzéseket végezhetiink. Ebben hasznaljuk fel a kdvetkezd képleteket:

byl = by1.2 +b21by2.l

by2 = by2‘1 + b12by142
Fenti Osszefliggés szazalékosan is kifejezhetd, ha b, -val illetve b, -val végigosztjuk az egyenlet mind-

két oldalat és szorzunk szazzal.
Ahol :

b, =azyés x; (=1, 1= 2) valtozokra vonatkozo egyszerli kétvaltozos totalis regresszios egyiitthato;

meghatarozasa az alabbi két fliggvénybdl torténik:
y=Db,, +by1x1 +e
y=b,, + by2x2 +e
A by ,¢sa by, parcialis regresszios egyiitthatok, meghatarozasa az:
y:byO + byl.ZXI + by24lX2 +e

fliggvénybdl torténik.
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A by, =x; és x, valtozok egyszerli kétvaltozos regresszids egyiitthatdja (x;=eredményvaltozo és x, a té-
nyezdvaltozo)
A by = x; ¢és x; valtozok egyszerli kétvaltozos regresszios egylitthatoja (x, = eredményvaltozo, x; = té-
nyezdvaltozo) tehat:

x,=b,,+b,x, +e

X, =b,, +b, X, +e
A fenti két osszefliggesbol lathatd, hogy az egyszerii ketvaltozos totalis regresszids egyiitthato (b, 1=1,
2) két részbdl tevédik Ossze: az adott valtozo kdzvetlen hatasabol (by, ,€s by, ;) és a kozvetett, mas val-

tozon keresztiil érvényesiild hatasbol. Az 6sszefliggésbdl kitlinik, hogy az egyszert kétvaltozos totalis, és
a parcialis regresszios egyiitthatok csak akkor egyeznek meg, ha a by (illetve by) és a by, (illetve b, ,)

értékek valamelyike nullaval egyenld. Ha b, (illetve by,) nulla, akkor a tényezdvaltozok kozotti kapesolat
elhanyagolhat6. Ha az els6 6sszefiiggésben b, nulla, akkor az x; tényez8valtozé bevondsa a modellbe

felesleges. Ugyanigy a mésodik Osszefliggésben az x; tényezdvaltozo bevonasa a modellbe felesleges, ha
b,,=0.

A két Osszefiiggésbdl az is kideriil, hogy a legkisebb négyzetek modszerével levezetett becsléfiiggvény
csak akkor ad a regresszids paraméterekre torzitatlan becslést, ha a modell specifikacioja soran nem kove-
tiink el un. specifikacids hibat, vagyis minden lényeges tényezdvaltozot szerepeltetiink a modellben. A
felsorolt regresszidos modelleket le kell futtatni és a megfeleld regresszios egyiitthatok felhasznalasaval
igazolhatok a fenti 0sszefliggések.

yl.2

4-7. abra: Az atelemzés sémaja
4.6 Késleltetett regresszios modellek. (Késleltetettmatrix.xls parancsfajl miikodése)*

A gazdasagi életben gyakran tapasztaljuk, hogy egy esemény (folyamat) vagy dontés hatasa csak némi
késéssel, idoben elhtizodva észlelhetd. Tipikus példa erre a beruhdzas és a termelés, illetve az értékesités
kapcsolata, az import €s az export (vagy belfoldi) ar kozotti dsszefiiggések stb. A gazdasagi jelenségek
elemzésére, leirdsara szolgdldo modellek egyik csoportja adott idépontban vagy idészakban fennalld bo-
nyolult kdlesdnkapcsolatok leirdsara, elemzésére szolgal, tehat egy adott (vagy feltételezett) allapotot ki-
van leirni. (pl. az optimalizalasi feladat, egy adott id0szak rogzitett koltség- €s arviszonyai mellett keres
optimalis termelési programot, rogzitett er6forras és kereslet korlatok mellett). Ezeket a modelleket stati-
kus modelleknek szoktdk nevezni. A modellek mésik csoportja a gazdasagi folyamatok mozgéstdrvényeit
vizsgalja (pl. a gazdasagi ndvekedés tényezdit) s arra ad valaszt, hogy hogyan befolyasoljak az egyes je-
lenségek pillanatnyi allapotat sajat vagy mas jelenségek kordbbi allapotai. Az ilyen kérdéseket vizsgald
modelleket dinamikus modelleknek hivjuk. Dinamikus 0sszefiiggés alatt azt értjiik, hogy kiillonboz6 1do-
ponthoz, vagy idészakhoz tartozd valtozok kozotti Osszefiiggéseket vizsgalunk. Statikus modellel csak
stabil végallapotot lehet modellezni. Stabil viszonyok csak rovid ideig léteznek a gazdasagi ¢életben. A
klasszikus newtoni fizika szerint a mozgas folytonos és igy folytonos fiiggvénnyel leirhat6. A newtoni fi-
zika szerint a mozgast meghatarozo erék hatasukat késleltetés nélkiil fejtik ki. Pl. a rezgdmozgas esetén a
nyugalmi iranyba hatd eré minden idépontban aranyos a nyugalmi helyzettdl valo eltérés (a kitérés) ta-
volsagaval. Gazdasagi mozgasok leirasaval ez az eszk6z nem hatékony, mert:

= amegfigyelés diszkrét és rogzitett idopontokhoz kapcsolddik. A mérés eredménye igy eltérd lehet,

ha napi, ha heti, ha havi, ha negyedévi vagy ha évi adatokkal dolgozunk.
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= nem végtelen kicsi, hanem véges, sot gyakran igen hosszu reakcididével kell szamolni.
A modern fizika (Plank, Einstein, Heisenberg stb.) az 1d6 és mozgas fogalmat atértékelte és nem tekinti
folyamatosnak sem a mozgast, sem az ido6t.

A késleltetés okai (akcio és reakcid idében szétvalik):

1. A felismerési késés. A megfigyelés, regisztralds, 0sszegzés, feldolgozas idot igényel. (pl. tartds
fogyasztasi cikkeket ritkabban véasarolunk)

Dontési késés. Idére van sziikség a dontések meghozatalara és végrehajtasara.

A technoldgiai késés (oka a gyartasi 1do).

A folyamatok tehetetlenségébdl adodo késés.

Spekulécids késés, amikor pl. az eladok aremelkedésre szamitanak, és ezért készleteznek.

Egyéb okok, pl. szervezeti késleltetés, a biirokracia tehetetlensége és lasstisaga stb.

AN

4.6.1 A késleltetés modelljeinek rovid torténete

A folyamatok kozotti kapcsolatok vizsgdlatdban koran, mar az 1930-as években felmertiilt az a kérdés,
hogy egy hatdsnak milyen id6ébeli lefutdsa van, illetve az, hogy adott okok rovid és hosszl tavl hatdsat mi-
lyen médon lehet szétvalasztani. A korszak jeles képviseloi példaul F. L. Alt és I. Fisher, akik megalapoz-
tak elméleteikkel a késébbi kutatasokat. Fisher dolgozta" ki 1937-ben az un. naiv osztott késleltetésii
modellt, ami a csokkend sulyszamok (short-cut) elvén alapul, ahol a csokkenés szamtani sor szerint torté-
nik. A megosztott késleltetésti modellek, az un. DL **° modellek alaposabb kutatasa az 50-es években kez-
dodott, elsésorban L. M. Koyck, P. D. 221 Cagan, M. Nerlove, 22°g Almon“*® és R. Solow*** kutatasi
eredményeit lehet kiemelni. El6térbe keriilt a végtelen osztast késleltetés alkalmazisa, mégpedig tgy,
hogy a sulyok csokkenése exponencialis modon torténik. Az elmélet fejlodésével kiilonbozé modellek jot-
tek 1étre: pl. forditott V-késleltetésii, Almon-féle polinom eloszlasu osztott késleltetésti modellek.

Az irodalom alapvetden két fajta modellt kiilonboztet meg a késleltetés szempontjabol:
1. egyszerl késleltetésti modellek: adott jelenség egy masik jelenség meghatarozott ideji késleltetésé-
tdl fiigg csak, azaz
Y, =a+BX,_ +¢,;
2. osszetett (vagy elosztott) késleltetésii modellek **°: a vizsgalt jelenség a masik jelenség tobb (akar
végtelen darabszamt) multbeli értékétdl is fiigg, vagyis a hatdsok eloszlanak az idében, azaz:
Y=o+ B X, +BX +B,X L, + B X, tE
Az eléz6 két modell-egyenletben szerepld jeldlések *:
= Y, eredményvaltozo, vagy magyarazott valtoz6 a t. idépontban,

= X, magyarazod valtozo a t. iddpontban,

= 1 akésleltetés mértéke egyszerii késleltetés esetén,
= k akésleltetés maximalis mértéke k € (1,0),

= ¢, hibatényezd,
= a,f, regresszios egyiitthatok, paraméterek.

A Po regresszids egyiitthatd az Xi-hez tartozo suly és egyben parcidlis linearis regresszids egyiitthatd meg-
mutatja, hogyha X egy egységgel nd, akkor Y By értékkel nd, a tobbi késleltetett magyardzovaltozo hata-
sanak kiszlirése mellett. A Po-t egyidejii multiplikatornak is nevezik a nemzetk6zi szakirodalomban,

1% Fisher 1. [1937]

20 Distributed Lag

2! Koyck, L. M. [1954]

222 Nerlove, Marc, [1972]: 221-251

22 Almon, S. [1965]: 178-197.

224 Solow R. M.[1960]: 393-406.

223 Ramanathan Ramu [2003]: 452-456.

226 A Klésleltetett regresszios modelleknél a nagy x és y betitket hasznaljuk a véaltozok megnevezéséhez.
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ugyanis ez nem mas, mint X marginalis hatdsa Y-ra ugyanabban t. idopontban. A B; regresszios egyiitthatot
i-ed rendii késleltetett multiplikatornak nevezik, mivel azt mutatja meg, hogy az X valtozo egy t eldtti 1
idépontban bekodvetkezett egységnyi ndvekedésének hatdsara mennyivel valtozott az Y, értéke, vagyis a fo-
ly6 1d6szaki eredményvaltozd nagysaga. Ha a gazdasdg nyugalmi allapotban van, tehat mas megfogalma-
zasban hosszl tava egyensulyi allapot feltételezhetd, akkor a regresszids paraméterek dsszegét hossza tava
multiplikatornak hivjak, mivel megmutatja azt, hogy X valtoz6 egységnyi ndvekedése esetén, az Y meny-

nyivel valtozik, a késleltetés idészaka alatt. Az igy megbecsiilt kumulalt hatés tehat **’:

AY/AX =Y B, =B, +B, +BX .+ B~

A standardizalt késleltetett multiplikator (Bf) megmutatja egy P regresszios egyiitthatd részesedését a

hosszl tav multiplikator kumulélt hatasabol:

By = =

k

> P

i=0
Mivel a paraméterek nehezen becsiilhetdk, illetve gyakori a multikollinearitds és az autokorrelacio jelen-
sége, ezért rajuk vonatkozoan megszoritasokat (ilyen lehet pl. a sulyok (Bt) geometriai sor szerinti csok-

kentése) kell tenniink. Ebbdl az 6tletbdl, felismerésbdl sziilettek meg a fent emlitett osztott késleltetésii
modellek.
A naiv osztott késleltetésti modellek.

A Fisher-féle megoldds.**®

Fisher szamtani haladvany szerint csokkend sulyokat alkalmazott. Az alapjan, hogy hany iddszakra visz-
szamendleg szamszerlsitette a hatést, beszélhetlink az altala megalkotott egyenletekrdl. A Fisher 1 egyen-
let tehat a magyarazo valtozo jelenlegi, és eggyel késleltetett értékét veszi figyelembe, a Fisher 2 és Fisher
3 modellek pedig egyre hosszabb késleltetést tételeznek fel.

Ennek alapjan Fisher 1. modellje:

Y, =o+pB, (2X, + X, ) +g,,
ahol F =(2X, +X_,)

helyettesitést alkalmazva kapjuk a kdvetkezd egyenletet:

Y, =a,+BF +¢
Hasonlé mdédon képezhetd a Fisher 2. és Fisher 3. egyenlet is:

Y, =0, +B,F, +g,
valamint

Y, =a;+B,E +¢g
ahol

F, =(3X,+2X,_, +X_,) és F, =(4X, +3X_, +2X_, +X ;)

A Fisher egyenletek megolddsa utdn az eredeti egyenletben a magyarazd valtozok paraméterei konnyen
szamszerUsithetok.
Alt médszere. *** 3 #1
Alt szintén tobb egyenletet allapitott meg, melyek sorszdma az el6zéekhez hasonloan a késleltetés mérté-
két mutatjak. A kiilonbség Alt és Fisher mdodszere kdzott abban rejlik, hogy Alt nem alkalmazott megko-
tést a magyarazo valtozok értékeire vonatkozdan. Alt eldszor az Y, értéket csak X, értékével magyarazza,
majd a masodik becslésnél az X;.-t is bevezeti, €s igy tovabb, mindaddig, amig az eredményiil kapott reg-
resszios egylitthatonak értelme van. Szamszertsitsiik a kovetkez6 Alt modellt:

27 Gujarati Damodar N. [2003]: 658.
228 Fisher L. [1937]. 323-328.
229 AItF. F. [1942]: 113-128.
20 Vetd Istvanné [1980]: 28-29.
! Gujarati Damodar N. [2003]: 663-664.
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Y, =a+B,X, +¢,
Y =a+B X, +B X, +g,
Y, =a+BX, +BX  +B, X, g,
Y=o+ B X, +B, X, +B, X, +B:X 5+,
Alt azt javasolta, hogy folytatni kell a késleltetést mindaddig, amig a regresszids modell az elméleti feltéte-

leknek eleget tesz. A tovabbi késleltetett tag bevonasa feleslegessé valik példaul, ha a bevont regresszios
paraméter nem kiilonbozik szignifikdnsan a 0-tol.

4.6.2 A forditott V-késleltetésii modellek.

A forditott V-késleltetésii modellek esetén — altalaban — kezdetben emelkedd, majd csdkkend sulyokat ta-
pasztalunk, innen szarmazik elnevezésiik is. Az Uin. Pascal (negativ binomidlis) elosztasi késleltetett mo-
dellek kidolgozasa R. M. Solow *** nevéhez fiizédik. Az ilyen eloszlas specialis eseteként értelmezhetd a
sz€les korben elterjedt Koyck modszer, ami a paraméterek megfeleld megvalasztasaval allithato eld.

Az osztott késleltetésti modell alapegyenlete a kdvetkezo:
Y, =o+B(0,X, +0,X_ +0,X , +...+0X_ +...)+¢€

t

ahol 0 <, <1 és BZ:(Di =1.
i=0
A sulyok Pascal eloszlas esetén az alabbiak:

R ==

i ii(r—1)!

* o, akésleltetés relativ sulyrendszere,

= 1 azeloszlas rendje (r € Z+) pozitiv egész szam: 1,2,3....

= ] akésleltetés mértéke, 0, 1, 2,....k.....0
= A abecsiilendd paraméter, 0 <A <1
Figyelembe véve, hogy n elem k-ad osztalyu kombinacioja:

n|_ n!
k| kl(n-k)!

Pl. i=2 esetén:

Az eredeti egyenlet az alabbi formaban irhat¢ fel:

Y :a+B(1_7”)r{X+r7‘X4+r(rTJ!rD 7 X‘72+~--+I(Hl)(”z)"'(”k_l) X, toltg=

k!
IH r+i—1 i
o+p(I-2) +E&
gi | ]xxl l

A stlyok alakulasat mutatja az alabbi két abra*®, ha A=0,4 és A=0,6, az eloszlas rendje mindkét esetben r
=1,2,3,4,5,6.

A A novelése A=0,4-r61 A=0,6-ra a kovetkezd valtozasokat eredményezi: r=1 esetben n6 a késleltetés hosz-
sza, az = 2,3,4,5,6 eseteiben pedig a fordulopont — amikor a névekedd szakasz csokkendbe megy at — ké-
sObb kovetkezik be. Az r ndvekedésével a fordulopont késébb kovetkezik be, tehat né az emelkedd sza-
kasz id6tartama.

2 Solow R. M.[1960].
233 A forditottW.xls felhasznalasaval.
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Sulyok a forditott V-késleltetésii modellek esetén, ha lamda=0,4.

0,30
1 3
0,25
0,20
)
Z 0,15
7]
0,10
0,05
0,00 e —
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
i=a késleltetés mértéke
——=] = = = mp=) —--—- =3 =4 wm— =5 — — — —1=0
4.8. abra: Sulyok alakulasa, ha ha L =04
Stulyok a forditott V-késleltetésli modellek esetén, ha lamda=0,6.
0,30
0,25
0,20
>
= 0,15
wn
0,10
0,05
0,00 T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
i=a késleltetés mértéke
——=] = m =) —--—1=3 r=4 mm— =5 — — —1=6

4.9. abra: Sulyok alakulasa, ha . = 0,6

Ha az eloszlas rendje 1, akkor konnyen belathatd, hogy
(r +i— 1)! raq 1! ~ i
O, =————(1-A) A'=—(1-2)A' =(1-1)\
boil(r-1)! ( ) i!( ) ( )
Tehat geometriai késleltetésii lesz a Pascal-késleltetésti eloszlas. Ha r értéke nd akkor az emelkedd szakasz
fordul6 pontja nagyobb késleltetésnél kovetkezik be.

4.6.3 Koyck maddszerei
Ha r=1, akkor tehat a Pascal-eloszlas geometriai késleltetésii eloszlasra redukalodik. #* 2 A stlyok

(o) alakulasat A=0,1 és A=0,9 a kdvetkez6 két abran mutatjuk be. A két abran jol lathato, hogy A értéke
tulajdonképpen azt mutatja meg, hogy mennyire ,,régi”” adatoknak van még hatasa a jelenre, azaz milyen
gyors a felejtés. Az els6é abran, ahol A =0,1 a sulyok 6 késleltetés utan ,tiinnek el”, ekkor lesz a suly=
0,00000, mig ugyanez a helyzet a A =0,9 esetben a 94 iddszakkal késleltetett adatok esetében kovetke-

zik be. Altaldnossagban elmondhatjuk, hogy minél nagyobb egy modellben A értéke (de 0 <A <1), an-

24 Koyck, L. M. [1954]
3 Gujarati Damodar N. [2003]: 665-667.
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nal lassabb a rendszer felejtése. Ha A—0, akkor nincs késleltetés, w— 1, ha viszont A— 1 akkor végteleniil
nagy a késleltetés, tehat @ —0.

Koyck javaslata: r=1 és A: 0,1
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Koyck javaslata: r=1 és A: 0,9
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4.10. abra. Koyck javaslatai

Ha az eloszlas rendje 1, akkor, ahogy mar bemutattuk:

O, = (1 —k)ki i=1,2,3....k.

Ezt az osztott késleltetésti modell alapegyenletébe visszahelyettesitve az alabbi dsszefliggés adodik:
Y, =a+By (0, X, +0 X, +o,X ,+..+0X  +...)+¢& =
= a+B, (1=A)(A"X +AX, + 07K+ + MK+ )+, =

= o+ B X, +BAX +BA X, . HBA X .t

Ezt az Osszefiiggést Y, | -re felirva, A-val beszorozva és a két egyenletet egymasbol kivonva, az alabbi mo-
dellt kapjuk, ami Koyck els6 modszereként ismert a szakirodalomban:

Y, LY, =a(l1-2)+B,X, + (&, —Ae_,).
Az egyenlet rendezése utan a becslésre alkalmas fiiggvényt kapjuk, ahol az eredményvaltoz6 Y:, a magya-
razo6 valtozok X; és Yii:

Y, =o(1-1)+BX, +AY,_, + (e, —Ae )

Y, =o' +B,X, +1Y, , +V,
Az eredeti konstans paraméter az alabbi 6sszefliggésbol nyerhetd:

a(l-1)=a’

!

(0

(1-2)

Az a B, A ismeretében az eredeti Koyck késleltetett regresszios fliggvény felirhato:

Y, = o+ B, X, +BAX +BA X, +o A BAX FF Y,
Y =o+B,X, +B,X, , +B,X ,+.. . ABX  +...FV,
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A paraméterek kozotti 0sszefliggés:

60 =B,
B] = Bo}\'
Bz = Bo7"2
B, = Bo)\'3
Bk = Bokk
Lathato, hogy két egymast kdvetd paraméter hanyadosa allando és A-val egyenld.
7\, — ,\Bi
By

A B paraméterek Osszegét felhasznalva meghatarozhatjuk a hosszu tdva multiplikatort, tehat a kumulalt
hatast is, vagyis, ha pl. a magyarazo6 valtozo az iizembe helyezett beruhdzasok 6sszege, akkor a kumulalt
hatas 1, mivel a beruhazasok Osszege egy i1d6 utan lizembe helyezésre keriil. Az alabbi képletben a reg-
resszids paraméterek Osszegét (kumulalt hatds) ugy értelmezhetjiik, hogy az X magyarazé valtozéd egy-

ségnyi valtozasa hossza tivon mennyivel néveli atlagosan az Y eredményvaltozé értékét. 2¢ 27
2 1
ZBi=B0(1+7\,+>\.2+7\.3+....):B0 ﬁ
i=0 -

Ugyanis:

A mértani sorozat 0sszege legyen s, qo a kezd6érték (esetiinkben qo= Po), és q a két szomszédos tag ha-
nyadosa (esetiinkben g= 1), ami allando6:

"1 A" =1 -1 1

S:qo(q—]:BO :BO :BO :1
q-1

By =1-2

Mivel:
IimA" =0

n—o

A hosszu tava (kumulalt) késleltetett hatas tehat:

By
I-A

A kumulalt késleltetés atlagos hosszat i az alabbi képlettel hatarozhatjuk meg, ahol az 4tlagolandé érték a

késleltetés hossza (i=1,2,....00) a suly pedig a regresszios paraméterek becsiilt értéke (Bl) 238,

ip;

™

Il
(=}

Ingh
:_@>

Il
(=]

6 Mundrucz6 Gyérgy [1981]: 176-177.
27 Greene, William H. [2003]: 560-561.
% Gujarati Damodar N. [2003]: 668.
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A fenti képletben — az el6zdek alapjan — a nevezdben 1€v6 szamnak, a paraméterek dsszegének a kozgaz-
dasagi jelentése az, hogy X tényezdvaltozd egységnyi novelése k idoszakon at mennyivel noveli atlagosan
az Y eredményvaltozo értékét.

A Koyck modell esetében a kumulalt késleltetés atlagos hossza >
A
I-A

Atlagos késleltetés annak az idének az 4tlagos hosszat jelenti, amig az X magyarazo valtozo (egységnyi)
valtozésat atvissziik az Y fiiggd valtozora.

1=

A Koyck modell esetében a kumulélt késleltetés medianjat (Mei) az alabbi képlettel lehet meghataroz-

- 240
ni .

Me, = — log2
log\

A median késleltetés az az 1d6, ami az Y valtozo teljes valtozasa elsd felének vagy 50%-anak X egységnyi
tartos valtozasanak kovetéséhez sziikséges.

Az atlagos késleltetés (median €s szamtani atlag) a Koyck modell esetében A kiilonbozo értéki fliggvényé-
ben valtozik, a A novekedésével az atlagos késleltetés iddtartama is nd, amit az aldbbi tdblazat szemléltet.
A medidn és az atlag A=0,5 értéknél egyezik meg, nagysaga 1.

A Mei 1 atlag
0,1 0,3010 | 0,1111
0,2 0,4307 | 0,2500
0,3 0,5757 | 0,4286
0,4 0,7565 | 0,6667
0,5 1,0000 | 1,0000
0,6 1,3569 | 1,5000
0,7 1,9434 | 2,3333
0,8 3,1063 | 4,0000
0,9 6,5788 | 9,0000

Koyck masodik modellje**! **?abban kiilonbozik az els6tdl, hogy az X, és az X, valtozoknak tetszéleges

stilya van** a csokkend geometriai sorozat tulajdonsagu stlyrendszer csak ezt kovetéen kezdédik el. A
konnyebb érthetéség érdekében a Koyck 1. mddszerének leirdsanal alkalmazott jeloléstechnikat célszerii
hasznalni. Koyck 2. médszerének geometriai késleltetésii alapkoncepcioja miatt

Y, = a+B,X, +B, (Xt_1 FAX, L, FATX L+ e #ATX ) +g,

alakban keressiik a kozelitést. Feladatunk az a, o, B, €s a A paraméterek meghatarozasa. Végezziik el a
kijelolt szorzasi miiveletet, majd képezziik az Y;- A Y, ; kifejezést!

Yt =+ BOXt + BIXt—l + Bl}\’Xt—Z + Bl}‘“ZXt—3 + o+ Bl}\'kilxt—k +&,
Yt—l =0+ BOXt—l + BIXt—Z + Bl}\’Xt—3 + B17‘*2Xt—4 + ot Bl}\’kilxt—k—l +e.

}\‘Yt—l =Aou+ }\“BOXt—l + }\’let—Z + Blkth—s + Bl}\‘3Xt—4 + ot Bl}\’kXt—k—l + }\’St—l

% Gujarati Damodar N. [2003]: 668.
% Gujarati Damodar N. [2003]: 668.
! Griliches Z. : Distributed Lags: A survey. Econometrica. 1967. évi 1. sz. 16-49. p.
2 Sipos Béla [1982]: 40-45.
3 Kiss Tibor [1985]: 1001-1011.
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Yt - }\’Yt—l = Ot(l - }\') + BOXt + (Bl - KBO)XH + (gt - }\’gt—])
Rendezés utan a becslésre alkalmas fliggvény:

Y, =o(1-1)+BX, +(B, =By ) X, + LAY, + (g, —Ae )

Y, =o' +B X, + Bl X +AY, +v,

o' =a(l-2)
= al
(1-2)
B =B, — 1B,
Bl = Bl +7‘Bo

Az egyenlet rendezése utan tehat a becslésre alkalmas fliggvényt kapjuk, ahol az eredményvaltozo Yy, a
magyarazo valtozok X, Xi.; és Y.

Pascal eloszlas esetén a becslés, 2* ** ha r=2
Y, =20Y,, —A’Y,_, +B(1-21)*X, +e,
Pascal eloszlas esetén a becslés, 246 247 ha r=3
Y, =30Y,, -30°Y,, + Y, +B(1-A) X, +e,

4.6.4 Almon-féle polinom eloszlasu osztott késleltetésii modellek

Tekintsiik®*® *** a kovetkezd — véges szami késleltetést figyelembe vevd — egyenlet becslését:

Y =a+BX +BX  +B,X 4. AP X L +E,

Osszevont formaban:

k

Y =o+ Z:BiXt_i +g,

i=0
A nyilvanvalé multikollinearitds miatt nem kapunk megbizhat6 becslést a paraméterekre, ezért ismételten
sziikségiink van feltevésekre. Almon azt feltételezte, hogy a késleltetett modell sulyként szerepld paramé-
terei el6re adott fokszamu polinom szerint alakulnak. Az Almon-féle késleltetés jele PDL(k,r) >, ahol k

(i=1,2,,3....k) a kesleltetések hossza, mig r (r=2,3,...m) a polinom feltetelezett fokszama.
Altalanos formaban:

. .2 -m
B, =0, +o,i+0,1" +...+0 1
Igy r =2 esetén:
. .2
B, =0, + 0ol + a,i
Ekkor eredeti egyenletiink a kovetkez6 alakra modosul:

k k
. <2
Y = 0°+ZB1XH +g = 0L+Z(OL0 + o1+ 0,1 )thi +&,
i=0 i=0

A zarojel felbontdsa utan, valamint az X, Osszegszerli tagjainak megfeleld helyettesitésével a kovetkezd
egyenletet kapjuk:

2 Solow R. M.[1960]:397.

5 Kiss Tibor [1985]: 1004.

6 Solow R. M.[1960]:397.

7 Kiss Tibor [1985]: 1004.

8 G. S. Maddala [2004]: 465-472.

¥ Gujarati Damodar N. [2003]: 687-693.
9 Polynomial Distributed Lag
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k
_ . <2 _
Y =o+ E (oc0+oc11+0c21 )XHJrgt =
i=0

k k k
. %)
=0L+OLOZXH +oc121Xl_i +oc221 X, te =
i=0 i=0 i=0
=a+0a,Z, +to,Z, +a,Z, +¢g,

Ugyanis:

k

Zm = ZXt—i
i=0
K

Z, = ZIXH
i=0
K

Z, = ith—i
=0

Legyen r=2, és k=5 akkor:

5
Zy =Y X =(X,, +4X, +9X, +16X, +25X ;)
i=0

A masodfoku polinomalis késleltetés sémajat az alabbi dbra mutatja, ahol lathato, a késleltetés novekedé-
sével (i=1,2,3,...... k) a regresszios paraméterek egy ideig nének, majd a csucspont elérése utan csékken-
nek.

Gyakran alkalmazott modszer az un. végpontfeltételek alkalmazasa, amelyek azt kotik ki, hogy a késlelte-
tésnél figyelembe vett értékek eldtti €s utani sulyok 0 értéket vegyenek fel, ekkor a becslés tovabb egysze-
risodik.

A B paraméterek eloszlisa misodfoki parabola esetében

Py

4.11. abra. A masodfoki polinomalis késleltetés sémaja

A késleltetettmatrix.xls parancsfajl kéri: a megfigyelt idépontokat, az eredményvaltozé (Y;) és magyara-
zovaltozo (X;) adatsorokat melyek kozott késleltetett hatas feltételezhetd. Ennek alapjan elkésziti a grafi-
kus abrat, ahol mar ellendrizhetd, hogy a magyarazdvaltozo és az eredményvaltozo kozott van-e késlelte-
tett kapcsolat, ugyanis pl. ebben az esetben, az X ndvekedd szakaszat az Y novekedod szakasza késébb ko-
veti és forditva, az X cs6kkend szakaszat az Y késve koveti. Ezt kdvetden kozli a program az adatsorok
késleltetett értékeit, a késleltetett munkalapon, és elkésziti kiilon-kiilon munkalapokon a 12, az el6zéekben
bemutatott késleltetett modell adatmatrixat (ezek: Fisherl, Fisher2, Fisher3, Altl, Alt2, Alt3, Alt4,
Koyckl, Koyck2, Almon, Pascal2, Pascal3) késziti el, tovabba kozli a regresszids egyiitthatokat és a visz-
szatranszformalt egyiitthatokat. Az adattranszformécié utdn a regresszio.xls parancsfajl felhasznalasaval
lehet ellendrizni a késleltetett regresszios modelleket.
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4.7 A hatvanykitevos, Cobb-Douglas termelési fiiggvény (A termelési fiiggvény atlag és hatarmuta-

toi.xIs parancsfajl miikodése)*

Az egy egyenletbe stiritett regresszios modelleknek az dgazati és a vallalati gyakorlatban egyarant hasz-
nalt formai a termelési fiiggvények, melyek nagy szerepet jatszanak a termelési folyamatok leirasaban. »'
2A termelési folyamat eredménye (volumene) nagyszama miiszaki, gazdasagi, természeti és tarsadalmi
tényezotol fiigg. Kozgazdasagi és miiszaki elemzés utjan hatdrozhaték meg azok a termelési tényezok,
melyek az adott gazdasagi egységnél a legnagyobb hatdssal vannak a kibocsatasra. A matematikai, sta-
tisztikai elemzés e hatasok modellezésével és mértékének szamszeriisitésével foglalkozik. A termelési ra-
forditasokat termelési tényezdknek hivjuk. A termelési tényezOkhoz tartozik példaul a fold, a téke, a
nyersanyag, az energia ¢s a munkaerd. A munkaerd személyi termelési tényezd, mig a tobbi termelési té-
nyez6 targyi tényezd. A tékejavakhoz tartoznak a termeld- és szallitd berendezések, épiiletek, szamitdogé-
pek ¢és egyéb gépek. A toke fogalmat gyakran egy iizleti vallalkozéds beinditdsdhoz vagy fenntartdsdhoz
szlikséges pénzosszeg meghatarozasara hasznaljak, amit mi pénztdkének hivunk, mig a termelésben eldal-
litott tényezoket fizikai tOkének nevezziik. A fizikai tokét holt munkdnak is hivjuk megkiilonboztetve a
munkaer6tol, az élémunkatol. A termelési fliggvények tehat, valamely gazdasagi egység termelésének vo-
lumenét fejezik ki a vizsgalt idészakban az éldmunka raforditdsok, a fizikai tOkeraforditasok és egyéb
termelési tényezok fliggvényében. A termelés eredménye és a termelési tényezdk kozotti Osszefiiggést
sztochasztikus forméban, technikai (technoldgiai) egyenletekkel irjak le. Az alapvetd két termelési ténye-
z0, az ¢éldmunka ¢és holtmunka raforditadsok mellett, a termelési fliggvények tartalmazhatjak az anyag-, és
energiaraforditasokat és egyéb tényezoket is. A termelési fiiggvények segitségével a vallalat (altalaban a
gazdasag) viselkedésének technoldgiai korlatait irhatjuk le. A technoldgiai korlatok azt jelentik, hogy egy
adott mennyiségi kibocsatas csak bizonyos raforditas (input) kombinacidk révén valdsithatd meg, a vélla-
lat a technoldgiailag megvalosithato termelési tervekre kénytelen korlatozni a tevékenységét, vagyis mar
dontott az optimalis termékosszetétel €s technoldgia kérdésében.
A termelési fliggvények felirasanal feltételezik, hogy:

= avizsgalt torvényszerliség idoben allando, vagy csak lassan valtozik, vagy ismert a valtozésa;

= azelemzés targya, a termelési eredmény kozvetleniil vagy kdzvetve mérhetd;

= az elemzés targyara lényeges hatast gyakorld tényezok elhatarolhatok azoktol a tényezoktdl, ame-

lyeknek szerepe elhanyagolhato;
= az adatok hozzaférhetdk és sszehasonlithatok.

A termelés, a kibocsatas (output) mérése

A termelés eredménye esetében a legmegfeleldbb megoldas az lenne, ha azt természetes mértékegységben
figyelnénk meg. A természetes mértékegységben torténd szambavétel soran olyan mennyiségi egységeket
alkalmazunk, amelyek a termék fizikai tulajdonsagaival, a hasznalati értékkel vannak kapcsolatban. A
természetes mértékegységben vald szambavétel jelentdségét az htizza ala, hogy ez kifejezi az adott id6-
szakban eldallitott hasznalati értékek tomegét és ez képezi az Osszes tobbi szambavételi mod; az érteki
szambavétel, a munkamértékegység, a terméksoros volumenindex stb. alapjat. Példaul, a cementiizem
esetében a termelés viszonylag homogén, és igy az ilizem kibocsatdsa, amit az adott id6szak folyaman
termeltek, tonndban mérhet6. Altalaban a gazdasagi egységeknél eldallitott termékek szama igen nagy,
igy a termelés eredményét legtobbszor valamilyen értéki mutatdszammal mérjiik.

A termelés értéki mutatoszamai tobbek kozott az alabbiak lehetnek:

» Brutté termelési érték, egyenlo az értékesitett termékek és szolgaltatasok alapjan keletkezett arbe-
vételnek, a sajat eléallitast eszkozok aktivalt (allomanyba vett) értékének > és a sajat termelésii
készletek allomany valtozasnak az 6sszegével.

#! Cobb, C.W. — Douglas, P.H. [1928] volt az elsé publikacio a termelési fiiggvények témakorében, a szerzok fel-
tételezték, hogy a két magyarazovaltozos, hatvanykitevos regresszios fliggvényben a kitevok osszege 1.

2 Kadas Kalman [1944] publikacioja volt Magyarorszagon az els6, amelyik a Cobb-Douglas termelési fiiggvény
agazati alkalmazasaval foglalkozott.

23 A sajat elballitast eszkozok aktivalt értékét mindig az eldallitas tényleges koltségeinek dsszegével kell szami-
tasba venni.
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» Anyagmentes termelési érték, vagyis a hozzaadott érték, (GDP vallalkozas szintii megfeleldje) a
brutt6 termelési értékbdl kivonjuk az anyagkoltséget és az igénybe vett anyagjellegli szolgaltatas
koltségét.

» Netto termelési érték, az anyagmentes termelési értékbdl kivonjuk az alldeszkozok értékcsokke-
nésének a koltségét.

A brutté jellegli mutatészdmok kozos jellemzdje, hogy ha az egymast kovetd termeld folyamatok értékeit
Osszegezziik, akkor az Osszegzett termelési érték tObbszoros szambavételt tartalmaz, ezt halmozodasnak
nevezzik. A nettd jellegli termelési mutatoszamok a l1étrehozott termékeknek csak azon értékrészét tar-
talmazzak, melyet a vizsgalt idészakban a megfigyelt termelSegység hozott létre. Igy a nettd termelési ér-
ték az atvitt munka egyetlen elemét sem tartalmazza. A nettd termelési érték megbizhatdan jellemzi a
termeldegységnél eldallitott ) értéket, nagysaga nem fligg sem az ipar szervezeti felépitésétdl, sem az
egyes iparvallalatok belsé tagozddasatol. A nettd termelési érték kiszamitdsanal sok esetben problémat
okoz a vizsgalt idészak termelését terhelé amortizacido megallapitdsa, melyhez a fizikai kopas mellett, az
erkolesi kopas figyelembevétele is sziikséges lenne. Ezért keriil sor a gyakorlatban az anyagmentes terme-
1ési1 érték meghatarozasara, mely a teljes termelés, valamint az 0sszes anyagkoltség €és egyéb anyag jelle-
gli koltség kiilonbsége. Az anyagmentes termelési érték alkalmazésa leegyszeriisiti a termelési fiiggvényt,
mivel a nyersanyag valtozokat nem sziikséges explicit mdédon belefoglalni. Véallalati szinten végzett elem-
zéseknél altalaban megfeleld a bruttd termelési mutatészammal térténd mérés. Az dgazati szintli termelési
fliggvényszamitasoknal viszont a jelentds halmozddas kikiiszobolése érdekében célszerlibb a nettod terme-
1és mutatojat alkalmazni. A termelés volumenének értékbeli mérésekor, mivel a termelési érték iddsorai
képezik a vizsgalat adatbdzisat nagyon fontos az 6sszehasonlithatosag biztositasa. Ez torténhet arindexek
felhasznalasaval. Az igy nyert idésorok, a termelés volumenének valtozasat mutatjak. Agazati szinten al-
kalmazzak a terméksorok alapjan szamitott indexeket, amely a termelés mennyiségi valtozasat jelzi. A
terméksoros volumenindex valamely 4gazat termelési volumenének valtozasat, az adott 4gazat termeld
tevékenységét leginkabb jellemzd termékek mennyiségi adataibol szdmitott egyedi indexek sulyozott at-
lagéval méri. Sulyként altaldban a bér és amortizacié egyiittes Osszegét alkalmazzak. A terméksoros vo-
lumenindexszel kozelithetjlik a bruttd termelés alakulésat, ha a brutt6 értékkel sulyozunk. Ha a munkasok
teljesitett oraival sulyozunk, akkor a nettd termelést, ha a bér plusz amortizacioval stlyozzuk, akkor az
anyagmentes termelést kozelitjiikk. A terméksorok alapjan szdmitott kozelité volumenindex eltérhet a ter-
melési mddszer alapjan szamitott nettd termelési indextdl. Ennek okaként a kdvetkezdk emlithetok meg: a
kozelité index nem tiikrozi a fajlagos anyagfelhasznalas valtozasat; a szamitas soran alkalmazott sulyok
aranya eltér a netto értékek aranyatol; eltekint bizonyos mindségi jellemzoktdl; reprezentativ jellege miatt
nem vesz minden terméket figyelembe; és az 11j termékek késve kertilhetnek be a mintaba; eltekint a szol-
galtatasoktol, a félkész és befejezetlen termelés dllomanyvaltozasatdl, stb.

A raforditasok (inputok) mérése
Az élémunka raforditas az alabbi mutatoszamokkal mérhet6:

» Létszamadatokkal (az Osszes foglalkoztatottak, fizikai foglalkoztatottak, szakmunkasok stb.
1étszamaval).

» Teljesitett munkanapok vagy teljesitett munkadrak szamaval.

» Munkabér és kozterhei adatokkal.

Az ¢élémunka-raforditast az 6sszes foglalkoztatottak 1étszamaval mérve az éldmunkat egynemiinek tekint-
juk, bar ez nyilvanvaloan egyszerisitést jelent. Ezt a megkozelitést az indokolja, hogy a termelés volume-
nét nemcsak a fizikai foglalkozastiak szdma befolyasolja, hanem kozvetetten a nem fizikai (alkalmazotti)
apparatus is pl. a miiszaki fejlesztés, az irdnyitas szinvonala altal. A fizikai foglalkozasuak 1étszamat te-
kintve, a termelés €s a kozvetleniil termelé munkat végzdé dolgozok kozotti kapesolat altalaban szorosabb,
mint a termelés ¢és a kozvetve termeld munkat végzd dolgozok kozott. A kdzvetve termelé munkat végzok
tevékenysége a kozvetlen termelé munkahoz kapcsolddik, azt iranyitja, ellendrzi, kiszolgalja, ellatja, pl.
kozvetlen termelésiranyitok, anyagmozgatok, karbantartok. Célszerli ezért kiilon adatsorral kozeliteni a
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fizikaiak emlitett kategoridit. A foglalkoztatottak adatsorai és a munkanapokra vonatkozd megfigyelések
hatranya, hogy nem tiikr6zik az egy munkanapra jutd atlagos munkaora szamot illetve annak valtozésat.
Az éldmunka-raforditas legjobb kozelitésének a teljesitett munkaodrak szama tekinthetd, mivel ez tiikrozi a
leginkdbb a munkaraforditasok nagysagat. Problémat az jelent, hogy a teljesitett munkadrak szama a
munkahelyen eltoltott id6t jelenti, mely nem minden esetben azonos a munkéban eltoltott tényleges 1d6-
vel. Teljesitett oraként jelentkezik ugyanis az allasidd, amikor a fizikai dolgozo pl. anyag, energiahidny,
géphiba miatt nem végez termeld munkat. Tehat, amennyiben az adatok rendelkezésre allnak, célszerti a
teljesitett, a bélyegzett munkadrakbol az allasidot levonni.

A fizikai tékeraforditas, azaz az alloeszkoz-felhasznalas kozelitésére a kovetkezd megoldasok lehetsége-
sek:

» Az Osszes termel0 alldeszkoz nyitd, zar6 vagy atlagos allomanya.
> A termeld alloeszkdzokon beliil a gépek, berendezések, felszerelések nyito, zard vagy atlagos al-
lomanya.

Ha az év folyaman jelentds beruhazast helyeztek tizembe, akkor célszerli a zard vagy atlagos allomanyt
megfigyelni. [ddsoros vizsgalat esetén az 0sszehasonlithatdsag biztositasa céljabol, lehetdleg dsszehason-
lito arakon kell az alldéeszkozoket értékelni. Az alldeszkozok szdmbavételekor problémat jelent, hogy net-
td vagy bruttd értékben torténjen a mérés. Elvileg a nettd érték tiikrozi az alloeszkoz-allomény miiszaki-
gazdasagi allapotat, de figyelembe kell venni, hogy a linearis leirasi kulcsok altalaban nem tiikr6zik az al-
loeszkoz-allomany tényleges elhasznalodasi fokat, azaz torzitanak. a magyar iparvallalatoknal magas a
nulléra leirt, de a termelésben tovabbra is résztvevd gépek aranya, melyek csak "eszmei" értékkel szere-
pelnek a vallalati nyilvantartasban, hatékonysaguk azonban megkérddjelezhetd. Figyelembe kell venni a
kapacitas kihasznalasat is, tovabba azt, hogy az alldeszk6zok kiilonbozo évjaratiak, €s igy teljesitOképes-
ségiik, miszaki jellemzo6ik 1s masok.
Az anyag ¢s energiaraforditast a miiszaki sajatossagoknak megfelelden értékben és naturalis mutatokkal
lehet kozeliteni.

A termelési fiiggvény értelmezése
A termelési fliggvény azt mutatja meg, hogy a kiilonbozdfajta termelési tényezdk kombinacidinak fel-
hasznalasaval, milyen maximalis kibocsatasi szint érhet el. >*

Az egyetlen kibocsatast 1étrehozo termeldtevékenység az alabbi explicit fliggvénnyel irhato le:
y=f(X,, X500, %y )
ahol:
y = a termelés, a kibocsatas, az output, mint eredményvaltozo,
X,,X,,...,X, = a termelési tényezok (személyi és targyi) 3 a raforditasok, az inputok, mint magyarazo
valtozok.

Tételezziik fel, hogy a termelés becsiilt volumene [y ] két tényez6tl; az éldmunka (x;) és a holtmunka
(x2) tényezoktol fiigg.

y=f(x,,x,)
Tételezziik fel tovabba, hogy a fiiggvény (f) hatvanykitevSs °°, vagyis az eredeti valtozok logaritmusai
kozott lineéris kapcsolat van:

2 Barancsuk Janos [2008]: 135.
% FP=Termelési tényez6k (Factors of Production). A termelési folyamatban résztvevo, illetve abban felhasznalt
személyi és targyi tényezok, kornyezeti adottsagok, a termeléshez sziikséges emberi, szellemi, fizikai, természeti,
anyagi, technolégiai és pénziigyi feltételek. Neoklasszikus értelemben a termelési folyamatban kézremiikodo ter-
mészeti tényez6 (f61d) valamint a munka és a toke.
26 A hatvanykitevés fiiggvényeket, mivel az eredményvaltozo és a tényezévaltozok logaritmusai kozott van linea-
ris kapcsolat log-log modelleknek is hivjak az 6konometriai szakirodalomban. Ld. Ramu Ramanathan [2003]: 519-
520.
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§=byx,’ %’

Iny=Inb,+b,Inx, +b,Inx,
A modellspecifikacio igy még hianyos, mert a regresszids modell sztochasztikus, vagyis véletlen hatasok
is jelentkeznek, (olyan hatasok, amelyeket a modellbe bevont valtozokkal, x; és x, nem tudunk magya-

razni). A véletlen hatast a rezidudlis valtozo [u] testesiti meg.
A modell ekkor 7

b] b2
y=byx, X, u
Iny=Inb,+b,Inx,+b,Inx, +Inu

A termelési fiiggvény jellemzoi, atlag- és hatarmutatok két tényezovaltozos és hatvanykitevos fiigg-
vény esetén > >

A termelési fiiggvény értelmezési tartomanya és értékkészlete

A termelési fliggvény értelmezési tartomdnyanak és értékkészletének meghatarozasakor figyelembe kell
venni, hogy mind a termelési tényezOk, mind a kibocsatas csak pozitiv értékeket vehetnek fel. Mivel a ki-
bocsatas létrehozéasdhoz az x; és x, tényezdkre egyarant sziikség van, ezek nulla értéket nem vehetnek fel.
Ha valamelyik tényez6 értéke nulla lenne, akkor az eredeti fliggvényben nem szerepelne, s az egy ténye-
z0s termelési fliggvénnyé alakulna at, ami rendszerint csak részleges vizsgalatokat tesz lehetévé. A terme-
1és1 tényezdk pozitiv intervallumanak felsé hatarat elméletileg a rendelkezésre all6 tényezok mennyisége,
gyakorlatilag természetesen a rendelkezésre allo termelési tényezOknek az a mennyisége szabja meg,
ameddig a termelés még hatékony. Feltételezziik, hogy a termelési fiiggvény folytonos. Ez azt jelenti,
hogy az x; és x, termelési tényezdk kismértékli megvaltoztatasara az y kibocsatas is csak kismértékben
valtozik.

Hatartermelékenység

Feltételezziik tovabba, hogy a termelési fliggvény x; €s X, szerinti elsérendl parcialis derivaltjai 1éteznek
és a hatartermelékenységek **° pozitivak, azaz

_ 4

MP, =——>0
boodx,
mp, = oo
Podx,

Az elsérendii parcialis derivalt pozitiv volta azt fejezi ki, hogy a termelési tényezok ndvekedésével a ki-
bocsatas is nd. Ez azt jelenti, hogy a munkatényezd vagy az alldeszkdz-tényez6 rogzitésével mindig tala-
lunk olyan befektetési lehetdséget vagy foglalkoztatasi lehetdséget, amellyel az alldeszkoz-felhasznalas
vagy a munkarédforditas utolsd6 ndvekménye is eldsegiti a kibocsatas novekedését. Valamely termelési té-
nyezO hatartermelékenysége tehat megmutatja, hogy mennyi tobbletkibocsatast hoz 1étre a felhasznalt
termelési tényezd tobbletkoltsége, mikdzben a termelési fiiggvényben szerepld masik termelési tényezd
mennyisége valtozatlan marad. Természetesen ezekkel a tulajdonsagokkal tobb termelési tényezd esetén
is rendelkezik a termelési fliggvény, itt csak az egyszerliség és a konnyebb értelmezhetdség miatt irtuk fel
a két tényezdvaltozos fiiggvényt. A termelési fliggvények kozgazdasagi-matematikai vizsgalata lehetové
teszi szamos, a termelés fliggvény tartalmaval és formajaval 6sszefliggd mutatd felirasat. Ezekbdl a muta-
tokbol fontos kovetkeztetéseket lehet levonni a tényezdk kozotti 6sszefliggés jellegérol.

A termelési fiiggvény alapjan meghatirozhaté atlagmutatok **':

T A regresszio.xls Excel parancsfijllal elészor ellenérizni kell, hogy a modell eleget tesz-e a matematikai-
statisztikai elméleti feltételeknek.

28 1.d.: Kristo Zoltan [1979]: 13-23.

2% Ld.: Sipos Béla [1982]: 30-43.

%0 MP=Hatéartermelékenység (Marginal Productivity). Hasznalatos fogalom még: hatartermék: MP: Marginal
Product.
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Atlagtermelékenységek (y/x; és y/x,) 2%

Valamely termelési tényezé atlagtermelékenységén a megfeleld termelési tényezd egységére vonatkozd
kibocsatast értjiik. Altaldban az atlaghatékonysagok amelyek a t idépontbeli vagy i térbeli 4tlaghatékony-
sadgokat jelolik, a termelési tényezok fiiggvényei. Az x; és x, termelési tényezok atlagtermelékenységei a
munka termelékenysége és az eszkozhatékonysag:

Y =2
X

Ys =L
X,

Technologiai koefficiensek (x;/y és x»/y):

Az atlagtermelékenység reciprokat technologiai koefficiensnek nevezziik. Valamely tényezd technologiai
koefficiense az egységnyi kibocsatashoz sziikséges termelési tényez6 atlagos mennyiségét adja meg:

Technikai felszereltség (F=x,/x;):

Az alabbi (F) hanyadost technikai felszereltségnek nevezziik.

F=22

et

Az elézdekbdl kovetkezik ugyanis, hogy a technikai felszereltség és az eszkdzhatékonysag szorzata a
munka termelékenységével egyenld.

Az atlagmutatokon kiviil a hatdrmutatok is 1ényeges szerepet jatszanak a termelési fliggvények elemzésé-
ben.

Hatartermelékenység (dy/dx; és dy/dx;):

Hatvanykitevos két tényezdvaltozos termelési fiiggvény esetében a hatartermelékenységek:

dy by byl y =
MP, = d_xl =byx, bx, =b, < by,

Mp =B _p

X5 dXz_ 0™

1
by-1 v _
b,x,” =b, < b,y,
2

Ugyanis:

1 A zarojelben feltiintettiik azt, hogy az adott mutatot hogyan jeldltik: a C-Dtermelésifiiggvényatlag és hatarmuta-
toi.xls Excel parancsfajlban.
62 Atlagtermelékenység (Average Productivity) vagy atlagtermék: Average Product, jele AP.
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Az él6munka hatartermelékenysége az éldmunka valtozo (x;) kitevdje (by) és az atlagtermelékenység (y,)

szorzataval egyenld. Hasonld mddon a holtmunka hatartermelékenysége a holtmunka valtozo (x;) kitevo-
je (b2) és az eszkozhatékonysag (y, ) szorzataval egyenld.

Az x; és x; termelési tényezo parcialis rugalmassaga (elaszticitasa) 263,

dy . dxi_dy .Y _dy o

= 5] X, a?].xl Xm'y]:MPXI:yl
_ e 4y I & o e
€= X, _dxz'xz_dxz'yz_MP*z'YZ

Lathatd, hogy a parcidlis elaszticitas a termelési tényezdk hatar- és atlagtermelékenysége hanyadosaval is
kifejezhetd. Az e; az éldmunka parcialis elaszticitdsa azt mutatja meg, hogy hany szazalékkal n6 a kibo-
csatas az ¢ldmunka-raforditas egy szazalékos novekedése mellett, mikdzben a holtmunka-raforditas val-
tozatlan marad. Hasonl6 mddon értelmezziik az e,-t, amely a holtmunka parcialis elaszticitasat jeloli. A
parcialis elaszticitas reciprokat parcidlis flexibilitdsnak (részleges érzékenységnek) hivjuk. Megmutatja,
hogy hany szazalékkal n6 pl. a munkaerd-felhasznalds, ha a termelést egy szdzalékkal noveljik, mikoz-
ben a holtmunka-raforditas valtozatlan marad. A gazdalkodd egység szadmara hasznos lehet megtudni, ho-
gyan n6 a termelés, ha minden termelési tényez6 felhasznalasat noveli. A parcidlis elaszticitas csak egy
termelési tényezd valtozdsa esetén adja meg a termelés relativ valtozasat. Hosszabb tdvon azonban az §sz-
szes termelési tényezd valtozik.
A hatvanykitevds regresszids fiiggvény esetében a parcialis rugalmassagi egyiitthatd a by és b, paraméte-
rekkel egyenld:
e, =(by)/(¥)=b,
e, =(b,y)/(¥)=b,
A volumenhozadék (e,) **
A volumenhozadék (volumenelaszticitds) megmutatja, hogy hany szazalékkal né a termelés a termelési
tényezOk egy szdzalékos novekedése mellett. Ez a mutat6 tehat az Gsszes termelési tényezd egyidejii ara-
nyos relativ ndvekedésének hatasat méri. A volumenhozadék az egyes termelési tényezok parcialis elasz-
ticitasainak Gsszegével egyenld:
e, =¢ +¢,
A volumen hozadék ey azt fejezi ki, hogy a termelés relativ ndvekedése nagyobb (e, >1), vagy kisebb
(eV <1), mint a raforditasok relativ novekedése, illetve azzal egyenl6-e e, =1. A gazdasagi fejlodés
szempontjabol az elényos, ha e > 1.
Ha a termelési fliggvény k-ad foku homogén, akkor
¥, =f(ax,,ax,)=a"f(x,,x,)
vagyis a termelési tényezOk a-szoros ndvekedése a kibocsatas a“-szoros novekedését idézi el. A k-t a
homogenitas fokanak nevezik. A termelési fiiggvény segitségével vizsgalhatjuk a termelési tényezok ara-

nyainak, helyettesitésének és kolcsonhatdsdnak alakuldsat is. Ha k=1, akkor a termelési tényezdk k-
szoros novekedése a kibocsatas szintjén szintén k-szoros novekedéshez vezet. (y, =ay ). Ha k>1, akkor a

termelési tényezOk k-szoros novekedése a kibocsatas szintjén tobb mint k-szoros ndvekedéshez vezet.
(¥, >ay). Ha 0<k<l, akkor a termelési tényez6k k-szoros ndvekedése a kibocsatas szintjén kevesebb,
mint k-szoros novekedéshez vezet. (y, <ay).

A k-ad fok, vagyis a homogenitas foka azonos a volumen hozadékaval.
Euler-tétel alapjan: a termelési tényezok hozadékat hatartermelékenységiik és mennyiségiik szorzata hata-
rozza meg:

263 ME=Marginal Elasticity (marginalis rugalmassag).
2% Hasznalatos kifejezések: volumenhozadék, volumenrugalmassag (volumenelaszticitas), skdlahozadék, nivoho-
zadék, mérethozadék, Return to Scale.
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y=MP_#*x,+MP_*x, /y

I=MP,_* 14+ MP_#"2
y y
Az Euler tételbdl kovetkezik, hogy els6foku homogén termelési fiiggvény esetén a tényezok parcialis ru-
galmassagainak 0sszege 1, ugyanis az atlagtermelékenységek €s a hatartermelékenységek szorzata egyen-

16 eggyel.

265

A helyettesitési hatararany = (s; és s;)

A termelési fliggvényben szerepld tényezOk bizonyos hatarokon beliil helyettesithetik egymast. A helyet-
tesitési hatararany azt fejezi ki, hogy az egyik termelési tényezd egységnyi csokkentése esetén mennyivel
kell megnovelni a masik tényezdt ahhoz, hogy a kibocsatas valtozatlan szinten maradjon.

dy dy y X,
Sl Xm dX2 b / b /bz)x—1
dy dy
82 = dx dx (b /b )

2

A helyettesitési hatararany a termelési tényezOk hatartermelékenységének a hanyadosaval hatirozhato
meg. Az si-gyel jeloltiik annak a sziikséges beruhazasnak a nagysagat, amely egységnyi munkaerd allo-
eszkozokkel torténd helyettesitéséhez sziikséges a kibocsatas valtozatlansaga mellett. Az éldmunka he-
lyettesitésének igy kifejezett nagysaga egyenesen aranyos az éldmunka hatartermelékenységével, és fordi-
tottan ardnyos a holtmunka hatartermelékenységével. Az s; valtozasa a vizsgalt fliggvény esetében a tech-
nikai felszereltség valtozasatol fiigg. Az s,-vel jeldltiik a kibocsatas valtozatlansaga esetén az egységnyi
alloeszkdz munkaerdvel vald kivaltasanak nagysagat. Ez egyenesen ardnyos a holtmunka hatartermelé-
kenységével, és forditottan aranyos az élomunka hatartermelékenységével.

Helyettesitési rugalmassag 2%

A helyettesitési rugalmassag a technikai felszereltség relativ valtozasadnak és a helyettesitési hatdrarany
relativ valtozasanak hanyadosaval egyenld. Kozgazdasagi szempontbol fontos ez a mutatd, mert értékétol
fiigg példaul az, hogy a beruhdzasok milyen mértékben terjeszthetdk ki gazdasagosan valamely termelési
egységnél.

A helyettesitési rugalmassag képlete:

_d(x,/x;) ds,
X, /X, s,
Kedvez6 az, ha ¢ >1, ugyanis ebben az esetben a helyettesitési hatararany 1%-os ndvekedése esetén a

technikai felszereltség 1%-ndl nagyobb litemben nd. A helyettesitési rugalmassagra érvényes, hogy:
0<o<wx

HatvanykitevOs regresszios fliggvény esetében a 6=1.
Akceleratorok.

Kozvetlen akcelerator (akc; és ake;)

Valamely termelési tényezd hatartermelékenységének valtozasat, valamint a termelési tényezok valtoza-
sanak a kapcsolatat jellemzd mutatokat akceleratoroknak nevezziik. A termelés akceleratora az egyik ter-
melési tényezd hatartermelékenységének a valtozasa, ha ennek a termelési tényezének felhasznalt meny-
nyiségét egységgel novelik (kozvetlen akcelerdtor), vagy a masik termelési tényez6 felhasznalt mennyi-

265 A helyettesitési hatararany jele MRS=Marginal rate of Substitution.
26 A helyettesitési rugalmassag angolul: ES=Elasticity of substitution. A fogalmat John Hicks (1932) és Joan
Robinson (1933) hasznalta el6szor.
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ségét egy egységgel novelik (keresztakcelerator). Valamely termelési tényez6 kozvetlen akceleratorat a
termelésnek a megfeleld termelési tényezd szerinti masodrendi parcialis derivaltja adja meg. A vizsgalt
termelési fiiggvényhez a kovetkezd kozvetlen akceleratorok tartoznak:

& v S

dx :(b X" byx/ 1) = b,x,” b, (b, —1)x,"" :l(x—lz)y
1 1

dz" 1 27 4 bl - b b _1 .
2= (bx} byx " ) = byx,' by(b, ~1)x) 2 baba-D) g

dx; .

A kozvetlen akceleratorok eldjelétdl fiiggden a hatartermelékenységek viselkedésének harom esete kii-
16nboztethetd meg:
1. A termelési tényezd hatartermelékenysége nd a termelési tényezdé ndvekedésével, ha a kozvetlen
akcelerator pozitiv. Feltétele: b;>1 illetve by>1
2. A termelési tényez0 hatartermelékenysége valtozatlan marad a termelési tényezd novekedésével,
ha a kozvetlen akcelerator nulla. Feltétele: b;=1 illetve b,=1
3. A termelési tényezd hatartermelékenysége csokken a termelési tényez6 novekedésével, ha a koz-
vetlen akcelerator negativ. Feltétele: 0< b;<1 illetve 0< b,<1

Keresztakcelerator (keresztakc)
A kozvetett akcelerator, a keresztakcelerator, amely megadja az egyik termelési tényezd hatartermelé-
kenységének valtozasat a masik termelési tényezd egységnyi valtozasa esetén. A differencidlas szabalyai
szerint, el6szor az X, majd az x; szerint végezziik el a derivalast:

dyv dy b by - N

&Yy =b,x,” bx, 1 bzxzz - % b b,

Xm dX2 XX,

ami azt jelenti, hogy az egyik termelési tényezd valtozasa ugyaniugy befolyasolja a masik termelési ténye-
z0 hatartermelékenységét, mint ez utdbbi termelési tényezd valtozasa az elébbinek a hatartermelékenysé-
gét. A fenti 0sszefliggés azt mutatja, hogy a két keresztakcelerator mindig egyenld egymassal, mivel a de-
rivalas szabdlyai szerint mindegy, hogy a parcialis derivalasokat milyen sorrendben végezziik el. Mind-
egy tehat, hogy a termelési fliggvényt eldszor az ¢ldmunka €s azutdn a holtmunka szerint, vagy eldszor a
holtmunka és utdna az éldmunka szerint derivaljuk.

A keresztakceleratorok felhasznalasaval eldonthetjiik, hogy két termelési tényezd helyettesiti, vagy kiegé-
sziti egymast a termelésben. Ha két termelési tényezo keresztakcelerdtora pozitiv, vagyis az egyik terme-
1ési tényezd ndvelése noveli a masik hatartermelékenységét, akkor a két tényezd kiegésziti egymast. Ha
két termelési tényezo keresztakceleratora negativ, vagyis az egyik mennyiségének novelése csokkenti a
masik hatartermelékenységét, akkor a két tényezd egymadst helyettesiti. Ha két termelési tényezd
keresztakceleratora nulla, akkor fiiggetlenek egymastol. A helyettesitési viszonyban levd tényezok jelleg-
zetessége, hogy ezekbdl tobbféle mennyiségi kombindcid hasznédlhato fel ugyanazon termékmennyiség
eléallitasahoz, azaz bizonyos keretek kozott az egyik a masikat helyettesitheti a termelésben. Az egyik té-
nyez0 novelése, a masik csokkentését vonja maga utdn. Feltételeztiik, hogy a termelési fiiggvény parcidlis
derivaltjai pozitivak, igy a b; és b, egyiitthatok is pozitivak, tehat a keresztakceleratorok is pozitivak.

Hozadékok, az atlagtermelékenységek derivaltjai (hozadékx; és hozadékx;)
Képezziik az (y/x,) x, szerinti derivaltjat, felhasznalva a tortfliggvényekre vonatkozo derivalasi szabalyt:

y dy .
— d J X Y -y ~ A ~
dy, %) dx l{dy y} l{dy ?}
= - L — -7,

dx, x,| x,|dx,

dx, dx, x; - X,
A holtmunka hozadéka hasonlé modon vezetheto le:
_ d l X, ﬂ - g’ A ~ ~
dy, X, dx, l{dy y} l{dy _}
= = =——-N=—— — y2
dx, x,| x,|dx,

dx, dx, X3 X,
Lathato, hogy a hozadék nagysaga a hatartermelékenység és az atlagtermelékenység viszonyatdl fiigg:

202



A termelési tényez6 hozadéka n6, ha a hatartermelékenység nagyobb, mint az atlagtermelékenység, nem
valtozik, ha a hatartermelékenység ¢és az atlagtermelékenység egyenld €s csokken, ha a hatartermelékeny-
ség kisebb, mint az atlagtermelékenység.

A vizsgalt hatvanykitevos regresszios fiiggvény esetében az ¢ldmunka és a holtmunka hozadéka:

dm _
d, :i[ﬁ_i}ib y y}

dx, dx, X, [dx, x| X| X X

y
A
LSVESSL AP 0 2 L S A A R A (N
dx, dx, x,|dx, x,| X| X, X | X 2
A termelési tényezd hozadéka n6, ha b;>1 illetve b,>1, nem valtozik, b;=1 illetve b,=1 és csokken, ha
0<b;<1 illetve 0<b,<1.
A termelési fiiggvények becsiilhetok kettdnél tobb magyarazo véltozo esetében is, az el6zdekben bemuta-
tott parcialis atlag és hatarmutatok hasonlé médon értelmezhetok:

y= boxf‘ xzbz X3b3 ....Xkb u

Iny=Inb;+b,Inx, +b,Inx, +b;Inx,...b, Inx, +Inu

A nem linearis regresszios fiiggvények jellemzoi

A trendszamitisndl bemutatott modon (ebben az esetben t=x) linearizalhatok az alabbi nem linedris reg-
resszios fiiggvények is, a fiiggvények jellemz6it a 4-3. tablaban foglaljuk **7 Sssze.

*71.d. Ramu Ramanathan (2003): 258. és Pintér Jozsef — Rappai Gabor (2007): 464.
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4-3. tabla: Linearisra visszavezethet6é nem linearis regresszio fiiggvények jellemzoi

L . A fiiggvény A fiiggvény
Fiiggvénytipus A fiiggvén .
BEVERYEP seveny meredeksége elaszticitasa
Linearis R X
y=b, +bx b, b, —
(lin—lin) y
’ . P U = b,
Hatvanykitevos ¥y =byx b ¥ b
1 1
(log-log) Iny =lnb, +b,Inx X
E);ponlgnciélis Y = byb 1nb, clnb,
(log-lin) In{ =Inb, +xInb,
Féllogaritmikus 1
s §=b, +b, Inx b~ b, —
(lin-log) X y
Hiperbolikus 1 1 1
° : y=by+b, = b, — b, —
(reciprok) X X Xy
. R 1 y 1
Log- reciprok Iny=b, +Db, < b, = —b, <
Masodfoku para-
: b, +2b,x)x
bolikus y=b, +blx+b2x2 b, +2b,x %
(kvadratikus) Y
Log- kvadratikus In§=b, +b,x +b,x> J(b, +2b,x) x(b, +2b,x)

C-Dtermelésifiiggvényatlagéshatarmutatéi.xls parancsfajl miikodése

A program kiszamitja el@szor a hatvanykitevds (Cobb-Douglas) termelési (regresszios) fliggvény paramé-
tereit a logaritmizalt fliggvény alapjan, majd kozli a transzformalt by és e, volumenhozadék értékeket, to-
vabba a becsiilt y vektort logaritmizalt (Iny becsiilt: Iny) és természetes formaban (y becsiilt: y) Ezt

kovetden kiszamitja az atlag- és a hatarmutatokat, a megfigyeléseknek és a magyarazovaltozoknak (x; és
x;) megfeleléen a kovetkezd sorrendben: atlagtermelékenységek, technologiai koefficiensek, technikai
felszereltség, hatartermelékenységek, parcialis rugalmassagok, helyettesitési hatararanyok, kozvetlen ak-
celeratorok, keresztakcelerator, hozadékok. Az abrak munkalapon pedig abrdzolja is a kiszamitott atlag-
¢s hatdrmutatokat. mutatdkat.
A jelolések:

v/xq y/X, X,y Xy  F=x,/x; dy/dx; dy/dx, S S, ake, ake, keresztakc hozadékx, hozadékx,
A mintapélda a kovetkezd adatallomany (cipdgyar adatai) alapjan késziilt:

6% A regresszio.xls Excel parancsfajllal el6szor ellendrizni kell, hogy a modell eleget tesz-e az elméleti statisztikai
feltételeknek. Regressziocipohatvanykitevos.xls parancsfajl tartalmazza a tesztelés eredményeit. A modell eleget
tesz az elméleti feltételeknek, csak a multikollinearitas zavard, viszont a b, €s b, paraméterek szignifikansan kiilon-
boznek a nullatol. Az empirikus szignifikancia szint a p értéke: 0,0000231. A b, és b, paraméter pozitiv, tehat a ha-
tartermelékenység is pozitiv, igy a modell a kdzgazdasagi feltételnek is eleget tesz, elemzésre és eldrejelzésre fel-
hasznalhato.
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Evek (1) y X1 X;
1 1009 1787 1008
2 1099 2178 1111
3 1476 2627 1253
4 1488 2611 1218
5 1522 2740 1219
6 1568 2723 1208
7 1570 2746 1300
8 1701 2882 1647
9 1699 2506 1499
10 1667 2792 1741
11 1681 2681 2126
12 1594 2559 2544
13 1557 2483 2766
14 1560 2403 2654
15 1562 2146 2695
16 1589 2098 3702
17 1601 2032 4042
18 1588 2010 3930
19 1592 1949 4074
20 1538 2032 5278
21 1330 1844 4976
22 1208 1651 5314
23 1000 1568 5346
Ahol:

y =atermelés volumene [ezer par]

x; = a fizikai foglalkozasuak teljesitett munkadrai [ezer 6ra]
Xz = a gépek berendezések amortizacidja [millid Ft]

A szamitasok eredményei:

Inby,=
-2,3616

b,=

0,0943
b=

1,0416
b,=

0,2071
e,=b,tb,

1,2487
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y/% y/%, x/y x/y F=x,/%

0,564633( 1,000992| 1,77106f 0,999009| 0,564074

0,504591| 0,989199| 1,981802| 1,010919] 0,510101

0,561858( 1,177973| 1,77981| 0,848916] 0,47697

0,569897( 1,221675| 1,754704| 0,818548] 0,466488

0,555474( 1,248564| 1,800263| 0,80092| 0,444891

0,575835( 1,298013| 1,736607| 0,770408| 0,443628

0,571741( 1,207692| 1,749045| 0,828025| 0,473416

0,590215( 1,032787| 1,694297| 0,968254| 0,571478

0,677973| 1,133422| 1,474985| 0,882284| 0,598164

0,597063| 0,957496| 1,674865| 1,044391| 0,623567

0,627005( 0,790687| 1,594884| 1,264723] 0,792988

0,6229( 0,626572| 1,605395| 1,595985| 0,994138

0,627064| 0,562907| 1,594733| 1,776493| 1,113975

0,649189( 0,587792| 1,540385| 1,701282| 1,104453

0,727866( 0,579592| 1,37388| 1,725352| 1,255825

0,757388| 0,429227| 1,320327| 2,329767| 1,764538

0,787894( 0,396091| 1,269207| 2,524672| 1,989173

0,79005| 0,404071( 1,265743]| 2,474811| 1,955224

0,816829( 0,390771| 1,224246( 2,559045| 2,090303

0,75689] 0,291398( 1,321196] 3,43173| 2,597441

0,721258( 0,267283| 1,386466| 3,741353| 2,698482

0,731678| 0,227324| 1,366722| 4,399007| 3,218655

0,637755| 0,187056 1,568 5,346 3,409439
dy/dx; | dy/dx, s 2 akey akc, keresztakc hozadékx hozadékx,
0,588115| 0,207296| 2,837077| 0,352475( 1,37E-05] -0,000163 0,000120826 1,314E-05] -0,000787397
0,525576] 0,204854| 2,565614| 0,38977 1E-05] -0,000146 9,79674E-05 9,63465E-06] -0,000705981
0,585223| 0,243947( 2,398978] 0,416844( 9,26E-06] -0,000154 9,67232E-05 8,89448E-06] -0,000745432
0,593597| 0,252997( 2,346257| 0,426211| 9,45E-06] -0,000165 0,000100926 9,07702E-06] -0,000795302
0,578575] 0,258566| 2,23763| 0,446901( 8,78E-06] -0,000168 9,82915E-05 8,43078E-06 -0,00081214
0,599783] 0,268806( 2,231282] 0,448173( 9,16E-06] -0,000176 0,000102822 8,79437E-06] -0,000851993
0,595518] 0,250102| 2,381102] 0,419974( 9,02E-06] -0,000153 9,48662E-05 8,6587E-06] -0,000736608
0,61476 0,21388] 2,874318| 0,347909| 8,87E-06] -0,000103 7,72987E-05 8,51668E-06] -0,000497211
0,706167| 0,234721 3,00854] 0,332387| 1,17E-05] -0,000124 9,75588E-05 1,12509E-05] -0,000599534
0,621893| 0,198288] 3,136307| 0,318846( 9,26E-06] -9,03E-05 7,39737E-05 8,89322E-06| -0,000436075
0,65308| 0,163744| 3,988427| 0,250725| 1,01E-05] -6,11E-05 6,36155E-05 9,72586E-06] -0,000294893
0,648804| 0,129757( 5,000138] 0,199994( 1,05E-05| -4,04E-05 5,28149E-05 1,01228E-05[ -0,000195289
0,653142] 0,116573| 5,602871] 0,17848( 1,09E-05] -3,34E-05 4,89007E-05 1,05024E-05( -0,000161364
0,676186| 0,121726] 5,554978( 0,180019( 1,17E-05] -3,64E-05 5,27625E-05 1,1235E-05] -0,000175609
0,758135] 0,120028| 6,316322] 0,15832( 1,47E-05] -3,53E-05 5,8257E-05 1,41051E-05f -0,000170525
0,788885] 0,088889( 8,874954| 0,112677| 1,56E-05| -1,9E-05 4,41304E-05 1,5013E-05] -9,19337E-05
0,82066( 0,082027] 10,00479] 0,099952| 1,68E-05| -1,61E-05 4,20462E-05 1,61249E-05 -7,77002E-05
0,822905| 0,083679| 9,834033| 0,101688 1,7E-05( -1,69E-05 4,33628E-05 1,6346E-05| -8,15247E-05
0,850798| 0,080925] 10,51343| 0,095116( 1,82E-05] -1,58E-05 4,3248E-05 1,7429E-05| -7,60544E-05
0,788366] 0,060346( 13,06414] 0,076545 1,61E-05] -9,07E-06 3,09328E-05 1,54904E-05 -4,37765E-05
0,751253] 0,055352| 13,57234] 0,073679( 1,69E-05] -8,82E-06 3,12655E-05 1,62661E-05| -4,25907E-05
0,762106] 0,047077( 16,18861] 0,061772( 1,92E-05] -7,02E-06 2,96998E-05 1,84301E-05 -3,39193E-05
0,664277] 0,038737] 17,14818| 0,058315( 1,76E-05] -5,75E-06 2,57324E-05 1,69146E-05] -2,77438E-05

Gyakorlo feladatok: C-D-termelési fliggvény atlag és hatarmutatéi Excel parancsfijl.xls alkalmazésa.
Nem linedris, de linearizalhato regresszios fiiggvények becslése regresszio.xls Excel parancsfajllal™®

A konyv adatai: termelési fliggvény alkonyvtarban talalhatok az adatok.
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1. A cipégyar adatainak felhasznalasaval (cipogyar.xls) végezzen Backward regresszié szamitast, a
regresszio.xls Excel parancsfgjllal gy, hogy egy ¢lémunka és egy holtmunka valtoz6 maradjon a modell-
ben. Az id8sor elsd 17 adataval dolgozzon. Ertékelje matematikai-statiszikai szempontok alapjan a mo-
dellt, majd hatdrozza meg az atlag és hatdrmutatdkat a C-D termelési fliggvény atlag és hatarmutatoi Ex-
cel parancsfijl felhasznalasaval.

2. Bévitse az 1. feladatban definialt termelési fliggvény magyarazo valtozoit az anyagfelhasznalas (d=
felsébor felhasznalas) valtozdval. A szamitasok elvégzése utan értelmezze az atlag és hatarmutatokat.

3. Végezze el a szamitdsokat a Cobb és Douglas altal elvégzett szamitasok eredeti adatalloméanyaval.
(Cobb-Douglaseredetiadatok1899-1922 .xls)

4. A konyv adatai: Egy fore juto GDP ¢és kapcsolodd mutatok orszagonként alkonyvtarban talalhatd: 6sz-
szes mutatd feldolgozva Excel f4jl. A feladat felhaszndlva a lineéris és linedrisra visszavezethetd, de nem
linearis regresszid-analizis modszereit az, hogy az orszagonkénti egy fére jutdé GDP $-ban mért nagysaga
¢és az egyes kivalasztott gazdasagi-demografiai és tarsadalmi mutatok kozott milyen kapcsolatot model-
lezziik. Vizsgalja meg, hogy hogyan valtozik a gazdasag novekedésével a sziiletéskor varhaté élettartam,
az ¢életmindség, a jolét, a fiatalok kilatasait jellemz6 human fejlettség mutatdja (HDI), a munkanélkiiliség
aranya, illetve bizonyos termékek esetében a fogyasztas, igy az egy fore jutd gépkocsik szama, a fajlagos
energia, illetve a villamos energia felhasznalds. A regresszio.xls parancsfajl hasznalata el6tt az adatok
transzformacioit el kell végezni. A grafikus abra alapjan kell eldonteni, hogy a fiiggvénytipus valtas ko-
rlilbeliil mekkora GDP/6 értéknél kovetkezik be.

4.8 A CES-fiiggvény becslése. (CES1.xls, CES2.xls CES3.xlIs)*

A hatvanykitevds regresszids (Cobb - Douglas — tipust) termelési fiiggvények széleskorti elterjedése,
népszertisége a fliggvény egyszerl €s konnyen kezelheté matematikai alakjanak tulajdonithatd. Probléma
viszont az, hogy a helyettesitési rugalmassag (o) értéke elére rogzitett, eggyel egyenld érték lehet csak.
Ezt a korlatot oldottak fel a CES (allando helyettesitési rugalmassagti) termelési fiiggvény kidolgozdi. A
CES fiiggvénynél a helyettesitési rugalmassag értékét a konkrét termelési fiiggvény eredményeként hata-
rozzak meg. Ebben az esetben a helyettesitési rugalmassag allando, de nem feltétleniil egyenld eggyel, vi-
szont értéke nem lehet negativ. A CES fliggvény 6t becsiilt paraméterével sokoldalubban irja le a fejlo-
dést, mint a harom paraméteres Cobb-Douglas termelési fiiggvény. Ugyanakkor a CES fliggvény becslése
bizonyos problémakat vet fel. Sziikség van a munkaerd és az alldeszkoz "ara" becslésére és ez sok bi-
zonytalansagot visz a modellbe. Iteracids eljarassal viszont a munkaerd és az alldeszkdz "ara" ismerete
nélkiil is meghatarozhaté az a fiiggvény, ami mellett a t5bbszords determinacios egyiitthato (R?) értéke a
legnagyobb.

A CES**-fiiggvény becslése. 70 27! 272

A CES-fiiggvény képlete eredeti és logaritmizalt forméaban:

y=h[Ax, T+ (1-Ax "] Fet

1ny=mh+ev%—lnn@%xgﬂ+a—Agxf]}+u
p

p=l—1
(@
1
G_

:p+1
G:d(XZ/Xl) :ﬁ
X, /X, s,

210 Arrow, K. J. - Chenery, H. B. - Minhas, B. S. — Solow, R. M.[ 1961]: 225-250. A szerzok vezetéknevének kez-
débetiii alapjan a CES - fiiggvényt ACMS vagy SMAC — fliggvénynek is hivjak. Az allandd helyettesitési rugal-
massagu fiiggvény angol roviditése CES. (Constant Elasticity of Substitution).
2 Pintér Jozsef: [1987]: 187-206.
2 Matyas Antal [1973]: 305-310.
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s =Wy &
'odx, dx,

Ahol:
= h>0;0<A,<1l; p>-1; 620,
= y=atermelés (kibocsatas, output),

. x 273

, = a munkatényezd (az €ldmunka-raforditas, input) “*,

* X, = az alloeszkdz-tényezd (a holtmunka-raforditas, input),

= ¢, = a volumenhozadék, azt fejezi ki, hogy hany szdzalékkal nd a termelés (a kibocsatas) a terme-
lési tényezok (x, gs X,) egy szazalékos ndvekedése mellett.

= A, = az elosztasi paraméter, a két termelési tényezo részesedését fejezi ki a termelés [ § ] 1étreho-
zasaban, ahol azA, a holtmunka, mig (1-A,) az ¢l6munka részesedése.

= o = a helyettesités rugalmassaga (a technikai felszereltség relativ valtozasanak és a helyettesitési
hatérarany relativ valtozasdnak a hanyadosa)

= 5; = a helyettesitési hatararany (hatarrata) a vizsgalt termelési fiiggvény esetében az éldmunka
parcidlis derivaltjanak és a holtmunka parcialis derivaltjanak a hanyadosa.

= p = a helyettesitési paraméter, amely a helyettesitési rugalmassag (o) transzforméacidja, ha p=0,
akkor o=1, ez a Cobb-Douglas fliggvény esete, ha: -1<p<0, akkor c>1, végiil ha 0<p<ow, akkor
o<l.

= h = a semleges hatékonysagi paraméter, amelynek valtozdsa meghatarozott raforditdsok esetén
azonos ardnyban valtoztatja a termelést.

Ha ismernénk az A, és a p értékét, akkor egy haromvaltozos linearis modellre vezetnénk vissza a CES-
fiiggvényt és akkor a becslés megoldhato lenne. A CES-fiiggvény paraméterei ugyanis csak a p és A, is-
meretében becsiilhetdk meg:

Iny=Inh+e, {[—1] In [Azxz'P +(1-A)x,”" ]} +u
p
Legyen:
1 ) .
W= [_5] In[ A,x,"+(1-A,)x," |

A, és p ismeretében a két hidnyzo (Inh illetve h €s e,) paraméter becsiilheto:
Iny=Inh+e W+u

A CES becslésének harom modszere ismert.
1. Moédszer CES1.xls

Keresés gombra kattintva az Opt W vektorban megkeresi azt a helyettesités rugalmassag, illetve az ebbdl
szamitott helyettesitési paraméter értéket €s az elosztasi paramétereket, A, illetve az ebbdl szdmitott A,
értéket, amelyek esetében az illesztés a legjobb, tehat a tobbszords determinacios egyiitthatd (R?) a leg-
nagyobb. Ha A, és p ismert, — amit az Excel parancsfajl kiszdmit az elédzdekben leirt mdédon — a hidnyzo
Inh ¢és e, paraméterek az alabbi regresszios fiiggvénnyel becsiilhetok:

Iny =Inh+e W +u

Az optimalis regressziot, tehat ahol az adott A, és p értékek mellett az R”a legnagyobb, elfogadva a
CES-fliggvény paramétereit a logaritmizalt egyenletbdl (Inypecs) megkapjuk.

A munkatényez6t a nemzetkozi irodalomban altalaban L-vel, (Labor, munkaeré) a holtmunka tényez6t K-val
(Capital assets, allotoke) jelolik. A feladatot regresszios modellként értelmezziik, ezért a megfigyelt magyarazdval-
tozokat x;-vel jeloljiik, az éldmunka indexe 1, a holtmunkéaé 2.
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Iny=Inh+e, {[—1] In [AZXZ'P +(1-A)x, " ]} +u
p

h=¢"" transzformacioval az eredeti fiiggvény (Ybecs) felirhatd, mert p, A, és e, paraméterek ismertek.

Az abra munkalapon az eredeti és a becsiilt (CES) adatok abrajat is meg lehet tekinteni.
A feldolgozhat6 legnagyobb adatdllomény esetében a megfigyelések szama 500.

2 Modszer CES2.xls

A CES fiiggvény kidolgozoi, abbol indultak ki, hogy a munka éatlagos termelékenysége €és a munkabér
kozotti empirikus 0sszefliggés magaban foglal egy hatvanykitevos regressziods fliiggvényt. Az alabbi 6sz-
szefliggésbol kiindulva, mindkét oldalt logaritmizalva, a munkabér (v) kitevdjét c-vel jelolve, a kdvetke-
70 segéd fliggvényhez jutottak.

—=bv'¢e
Xy

lnl:lnb1 +clnv+u
X

Ahol:

v = az egységnyi munkaerd-tényezd ara (pl. az Osszes munkabér [vagy bérkoltség, vagy realbér stb.]
osztva a figyelembe vett munkatényez0 [x;] mennyiségével)

A fenti 0sszefliggésekben a by és ¢ paraméterek, a legkisebb négyzetek modszerével, az In[y/x;] és Inv
1désorabol meghatarozhatok. Bizonyitottak, hogy ¢ 4llandé volumenhozadék (ey) esetén a helyettesitési
rugalmassaggal ¢ egyenld. A fenti 0sszefliggésekben lathatd, hogy a munkabér kitevoje (c) azt fejezi ki,
hogy a munkabér (v) 1 szdzalékos novekedésével a termelékenység ¢ %-kal valtozik. A c=c Osszefiiggést
felhasznalva a helyettesitési paraméter (p) is meghatdrozhat6. Az egyenlet becslését ugy végezhetjiik el,
hogy az A, értékét valtoztatjuk, s azt a valtozatot fogadjuk el, ahol az R? a legnagyobb és a regresszios
modell, az elméleti feltételeknek eleget tesz. A p tehat ismert, igy az A, értékét kell valtoztatni a 0 és 1
intervallumban, és mindegyik A, érték esetében meg kell hatarozni a tobbszords determinécios egyiittha-
t6 (R?) értékét, felhasznalva az alabbi, korabban mar megismert determinacios egyiitthatd (R”) értékét,
felhasznalva az alabbi, kordbban mar megismert Osszefiiggéseket. Amelyik A, értéknél a legnagyobb a
tobbszords determindcios egyiitthatd értéke (R?), azt a fliggvényt fogadjuk el. A szamitas tehat hasonlit az
1. modszerhez, a kiilonbség az, hogy csak az A, értékét valtoztatjuk, a p viszont mar ismert. Az adatal-

lomény viszont bonyolultabb, sziikség van a munkaerd arara is, hogy a p értékét megbecsiiljiik.

y= h[Azxz_P +(1-A, )Xl_p]_?v e’

Iny=Inh+e, {[—1] In [A2X2'P +(1-A)x,”" J} +u
p

A p ismeretében a hianyz6 az A, valtoztatdsaval paraméterek megbecsiilhetok. A ces2.xls fajl kozli az A,
=0,1: A,=0,2: A,=0,3: A, =0,4: A, =0,5: A, =0,6: A, =0,7: A, =0,8: A, =0,9: és az optimdlis A; (az
A, barmilyen értéket felvehet 0 és 1 kozott, és ahol az R” a legnagyobb) esetében a kovetkez6 mutatokat:
R?, Inh, h, e,.

A W amegadott A, (A, =0,1: A, =0,2: A, =0,3:....=0,9: és az optimalis) értékek szerint valtozik:

W =[-1]in (A%, +(1-A,)x,™ |
p

A megadott A, felhasznalasaval a hidnyz6 paraméterek a mar ismert regresszios fliggvénnyel becsiilhe-
tok.

Iny=Inh+e W +u

A program kozli az A, megadott értékei (A; = 0,1: ... Ay =0,9:) koziil a legjobb becslést (ahol az R* a
legnagyobb) ad6é CES fliggvény logaritmizalt (Iny becs) és transzformalt, eredeti (y_becs) értékeit, az
eredeti adatok és a CES-fiiggvény alapjan szamitott reziduum négyzet értékeket. A K oszlopban eldszor a
CES paramétereket sorolja fel.
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A program kozli az A, optimalis értékét is, (ahol az R? a legnagyobb) és ezt *-gal jeloli, CES fiiggvény
logaritmizalt (Iny becs*) és transzformalt, eredeti (y becs*) értékeit, az eredeti adatok ¢s a CES-
fliggvény alapjan szamitott REZIDUUM NEGYZET* értékeket. A K oszlopban a CES paramétereket *
megjeloléssel masodikként sorolja fel.

A feldolgozhat6 legnagyobb adatallomény esetében a megfigyelések szama 500, ezért a szamitott para-
méterek egy része az 501. sorban talalhat6.

Az abra munkalapon az eredeti, €s a becsiilt (CES) adatok abrajat is meg lehet tekinteni.

3 Modszer CES3.xls

A modszer alkalmazéasahoz sziikség van a munkaerd (v) és az alloeszkdz (r) arara is. Feltételezziik, hogy
a CES fiiggvény folytonos ¢és létezik az elsérendli és masodrendii parcialis derivaltja. Az elsérendi parci-
alis derivalt [a hatartermelékenység] pozitiv, ami azt jelenti, hogy a megfeleld termelési tényezd novelé-
sével a termelés is nd. Ez a feltétel a termelési fliggvény novekvo jellegére utal. A parcidlis derivaltakat
meghatarozva, bizonyithato, hogy a CES termelési fliggvénynél, az ¢ldmunka €s a holtmunka hatarterme-
Iékenységének hanyadosa, a helyettesitési hatararany s;:

p+l
X—s _l—A2 Xy
ro A, | x,

A helyettesitési hatararany — nyereség maximum esetén — a tényezdvaltozok aranak aranyaval v/r egyen-
16.

Ahol a még nem ismert jeldlés:

r = az egységnyi alloeszkoz-tényezd ara, ami pl. az alloeszkoz allomany megtériilési rataja, annak a ka-
matlabnak a meghatérozasara szolgal, amely egyszeri megtériilést biztosit az élettartamon beliil, ez a bel-
sO kamatlab. A belsé kamatldb megmutatja, hogy mekkora az a kalkulativ kamatlab, amely mellett a be-
ruhazas egyszeri és a miikddés folyamatos koltségei a bevételekbdl éppen egyszer tériilnek meg az élet-
tartam alatt. Helyettesithetjiik a bels6 kamatlabat az eszkozhatékonysag vagy a kibocsatas (termelés) no-
vekedési ilitemével, vagy az alldeszkozok nettod értékére jutd amortizacioval, vagy az alldeszkozok nettd
értékére jutd amortizacionak az egyéb tiszta jovedelmi elemekkel novelt tomegével.

E feltételek mellett a CES termelési fliggvényre a kdvetkezd segéd fliggvényt irhatjuk fel. A fenti egyen-
letet logaritmizélva:

InY = n 124 +(p+1)In X
r A, X,

az A, és a p meghatarozhato.

Legyen:
e, =In 1=4,
A2
e, =p+1
Ekkor:
1
A =
2o l4e®
p=e —1

Az A, és p ismeretében a CES fiiggvény becsiilheto.
Lathatd, hogy a becsléshez sziikség van a munkaerd és az alloeszkdz ar adatokra is.

Iny=Inh+e, {[—1] In [AZXZ‘P +(1-A)x," ]} +u
p

W= [—%] In| A,x,"+(1-A,)x,”" ]

Iny=Inh+e W+u
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h=¢"" transzformacioval az eredeti fiiggvény felirhato, mert p és A, az elsd segédfiiggvénybdl, mig e,
a fenti, logaritmizalt CES regresszios fliggvény becslésébdl meghatarozhatok:

y=h [Azxz_P +(1-A)x," ]%

A program automatikusan minden paramétert kiszamit a fenti egyenletek felhasznalasaval.
A feldolgozhato legnagyobb adatidllomany esetében a megfigyelések szama 500.
Az 4dbra munkalapon az eredeti €s a becsiilt (CES) adatok abrajat is meg lehet tekinteni.

Gyakorlo feladatok CES1.xls, CES2.xls és CES3.xIs*

A cipdgyar adatai felhasznalasaval végezze el a CES fliggvény becslését a 3 mddszerrel. Az alldeszkoz
ara sort az eszkozhatékonysaggal becsiilje. Végezze el a CES fliggvények, mint regresszios fiiggvények
tesztelését, felhaszndlva az Excel Adatelemzés-Regresszi6 programjat. (elsérendli autokorrelécio,
homoszkedaszticitas Gleiser proba)

4.9 Logisztikus regresszios fiiggvények*

A logisztikus regresszios fliggvények kezdetben konvex, kés6ébb konkav fliggvénygorbét irnak le. A ko-
vetkezokben a logisztikus, ¢és az altalanositott Richards-féle regresszios-fiiggvényeket mutatjuk be. A
becslés hasonld a trendfiiggvényeknél bemutatott eljarassal, csak itt a magyarazo valtozo (x) tetszdleges
értéket vehet fel, mig a trendbecslésnél az x=t=1,2,...n. A fiiggvények tulajdonsagai is azonosak, csak a t
valtoz6 helyett az x keresztmetszeti adatokbdl allo6 magyarazo valtozé novekvo sorrendbe rendezett érté-
keit hasznaljuk a becsléseknél. Ezért a tulajdonsagok ismertetéstdl itt eltekintiink, azok azonosak a trend-
fiiggvényeknél leirtakkal. A fajlban a celldk szinezése jelentOséggel bir: a halvanysarga celldk szabadon
valtoztathatok, a zold celldk az egyes paraméterek javasolt kezdeti értékeit adjak meg, mig a fehér cellak
szamitasi (rész)eredményeket tartalmaznak. A szinezés alapjan lathatd, hogy a fajl maximalisan 1000
hosszusagu iddsor feldolgozasara képes. Az induld paraméterek természetesen nem minden esetben ad-
nak tokéletes javaslatot, igy lehetdség van a paraméterek kézi vezérlésére is. Valamennyi munkalap tar-
talmaz olyan parancsgombokat, melyek a paraméterek finomhangolasat végzik el (Opt. mind). A pa-
rancsgombok az Excel beépitett Solver funkcidjat hivjak meg, a célfiiggvény pedig az R> maximalizalasa
az egyes paraméterek iterativ valtoztatdsaval. Lehetéség van arra is, hogy a Solver a (kézzel, szakért6i
becslés alapjan beallitott) telitddési paraméter értékén ne valtoztasson, ekkor csupan a tobbi paraméter
nagysagat fogja a program meghatarozni (Opt. K nélkiil). Az Excel beépitett Solver csomagja nem képes
minden esetben globalis optimumot taldlni, igy érdemes az illesztést tobb kiilonbozd, kézzel beallitott in-
duléértékkel elvégezni. A Solver ebben az esetben a tulsdgosan nagy paramétert nem mozditja el kezdeti
értékérdl. A megoldas az eredeti adatsor dimenzidjanak valtoztatasa (pl. 1000-rel valo osztas). A fajl
A \2
Rz:l_Z(Yt Yt) B SSE

S (v.-v.)  SST

t

modon szamit, ahol SSE (Sum of Squared Errors) a reziduumok négyzetosszege; SST (Sum of Squares
Total) a teljes eltérés négyzetosszeg.

A Pearl-Reed-féle logisztikus regresszios fiiggvény

A fiiggvényt leiro formula:

. K
Y 1+be™’
ahol:
. y — az eredményvaltozo becsiilt értéke
. X — magyaraz6 valtozo
. ¢ — rezidualis valtozo
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= K — a telitettségi szint, ha K >0;
. b — a helyzetparaméter, ha b >0 ;

. ¢ — ndvekedési sebességet jellemzd paraméter, ha ¢ > 0 logisztikus ndvekedésrdl, ha ¢ <0, akkor
logisztikus cs6kkenésrdl van szo.

y

<<
. K

K Y 1+be™

2

K

1+b

4-8. abra: A Pearl-Reed-féle logisztikus regresszios fiiggvény

Az altalanositott Richards-féle logisztikus regresszios fiiggvény

: (K-A)
y = A + (e /v
(1 +ve m))

Ahol
. y — az eredményvaltozo becsiilt értéke
. X — magyaraz6 valtozo
. ¢ — rezidudlis valtozo
. v — szabalyozza az inflexios pontban felvett fliggvényértéket, v >0 ;
. c— novekedési sebességet jellemzo paraméter, ¢>0;
. m — az inflexiés pont, m>0.

y

K ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

y=A+ (K — A) —
W = A+ K_/li). 1+Vefc(x7m))
(1+v)"”
A ey T
(l+ve‘”’) !

4-9. abra: Az altalanositott Richards-féle regresszios fiiggvény

A tobbszords determinacios egyiitthatd segitségével ellendrizhetjiik a modell egészét 5 %-os
szignifikancia szinten a 4.1 pontban bemutatott mddon, igy ennek ismertetésétdl itt eltekintlink. A p érték

z061d értéke jelzi, hogy a modell 1étezik, a piros szam pedig a nullhipotézis elfogadasat vagyis a modell
elvetését jelenti.
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A homoszkedaszticitas tesztelését a Glejser-proba alkalmazasaval végzi el a program, a kordbban bemu-
tatott modon. A p-értek zold értéke jelzi, hogy homoszkedasztikus a modell, a piros szdm pedig a
heteroszkedaszticitas jelenlétére utal.

4.10 A sztochasztikus kapcsolat elemzése, az asszociacios egyiitthatok Excel parancsfajl miikodése

A sztochasztikus kapcsolatok tipusai’’* (az ismérvek tipusa szerint):

e Asszociacié: a mindségi (vagy teriileti) ismérvek kozotti kapcsolat

e Vegyes kapcsolat: az ok szerepét mindségi (teriileti) az okozat szerepét mennyiségi ismérv tolti be

e Korrelacio: a mennyiségi ismérvek kozotti sztochasztikus kapcsolat
A sztochasztikus kapcsolatok tipusai (a valtozok szdma szerint):

o kétvaltozos kapcsolat

e tObbvaltozos (harom-, négy-, stb.) kapcsolat
A mindségi (teriileti) ismérvek kozotti sztochasztikus kapcsolatot asszociacionak nevezziik. Ilyen példaul
a nemhez valo tartozas €s a beosztas, az iskolai végzettség, vagy a szakképzettség és az alkalmazas mind-
sége kozott 1évo 0sszefiigges.
Az asszocidcio6 statisztikai elemzésének modszerei:

e akombindacios (kontingencia) tabla elemzése viszonyszamokkal,

e kapcsolat-szorossagi mérészamok szamitasa.
A kétvaltozos asszocidcio vizsgalatakor a sokasag egységeit egyidejlileg, a két ismérv szerint kombinalt
modon csoportositjuk. A kombinalt csoportositds eredménye egy kétdimenziés kontingencia tablaba
foglalhatd. Nevezziik a vizsgélatban szerepld két ismérvet ,,A”-nak (ok, X) és ,,B’-nek (okozat, Y). Ren-
delkezzen az ,,A” ismérv s , a ,,B” ismérv o ismérvvaltozattal. Barmely egyed egyidejlileg mindkét ismérv

egy-egy konkrét valtozataval jellemezhetd, vagyis valamely megfigyelésiink — altalanossagban — az (a, b)
ismérvvaltozat-parral irhato le (a=1 ,2,...,8;b=12,.. .,0) .

4-4. tabla: A kétdimenzios kontingencia tabla altalanos sémaja

»A” ismérv ,»B” ismérv valtozatai
valtozatai: Osszesen
fab B1 ooo Bb ooo BO
Al fl 1 L0 flb flo S]
A, £ .o £ .o £ S,
Aa fal fab oo fao Sa
As fsl fsb fso Ss
Osszesen O, O, O, n

Ahol:

* naz dsszes elemszam,

= f, az,A” ismérv a-dik és a,,B” ismérv b-edik valtozatdhoz rendelt gyakorisaga,

= S, az a-dik sor (az ,,A” ismérv elsd valtozatahoz tartozo) gyakorisdganak dsszege,

* O, az b-dik oszlop (a ,,B” ismérv els6 valtozatahoz tartozo) gyakorisaganak dsszege.
Belathato az alabbi 0sszefliggés:

™ Pintér Jozsef — Rappai Géabor (szerkeszté) [2007]: Statisztika. 227-235.
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>3 £, =S+8S,+...4+45,=0,+0,+...40, =n

a=] b=l
A sorok és oszlopok Osszegeit peremgyakorisagoknak is hivjak. A tabla belsejében a kétszeres csoporto-
sitds eredményeként keletkezett gyakorisdgok, a tabla szélein kiilon-kiilon, az egyik, illetve a masik is-
mérv szerinti csoportositassal nyert gyakorisagok talalhatok, mig a tabla utols6 rovataban a gyakorisagok
Osszege szerepel, mely a sokasag elemszamat mutatja.
Az adatokat az f,, sdrga mezdébe lehet beirni, a maximalis méret s=15 és 0=15, tehat 15x15 matrix, ame-
lyik lehet nem szimmetrikus is. Az dsszesen értékeket (S, és Oy és n) a program kiszamitja.

A kovetkezd két tabla amit a program kiszamit, a fiiggetlenség esetére feltételezett gyakorisagok ()

tablaja, majd a y -értékek szamitési tablaja. Ehhez a kovetkezé 1épésekben jutunk el.

A fenti kontingencia tabla belsejében 1évé gyakorisagok elhelyezkedése mar szolgaltat bizonyos informa-
ciokat a sztochasztikus kapcsolat meglétérdl. Megallapithatd ugyanis, hogy a két ismérv mely valtozatai
jérnak gyakrabban egyiitt (,,vonzzak egymast”), és melyek fordulnak eld ritkabban (,,taszitjak egymast”).
Ugyanez még jobban latszik, ha a 4.4 tabla gyakorisagaibol megoszlasi viszonyszamokat szamitunk.

4-5. tabla: Megoszlasi viszonyszamokat tartalmazo kétdimenzios kontingencia tabla sémaja
»A” ,»B” ismérv valtozatai
ismérv Osz-
val- B, . B, N B, szesen
tozatai
A Pu P P S/ n
A, P Do P2, S,/ n
Aﬂ pal e pa/? e pao LS‘[I/”
A.r p.rl LR p.r/) LR p.ra ‘Y.r /ﬂ
Osz- O, /n O,/n O,/n 1
szesen
fﬁ
pab = .
n

Zpab = Ob/n zpab :Sa/n
b=1 a=l1

S Y py =38, /n =30, /n=1
a=l b=l

a=] b=l
Egy kétdimenzios kombinacios tabla (4.4 tabla) gyakorisdgaibdl masmilyen, Gn. feltételes megoszlasi vi-
szonyszamokat is szamolhatunk.
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4-6. tabla: Feltételes megoszlasi viszonyszamok (oszlop szerint)

»A” ,»B” ismérv valtozatai
ismérv Osz-
val- B, B, B, szesen
tozatai
A, fn/ol f1/;/O/7 fu/oa Sy /n
A, Ju /O, J2 /0, /2,70, S,/ n
Aa fu1 /Ol fu/; /OJ .f;w /Oo Sa /”
A; ]f:]/ol f:rli/ob f:ro/oo Sr/ﬂ
Osz- 1 1 1 1
szesen
Feltételes megoszlasi viszonyszamok (sor szerint)
»A” »B” ismérv valtozatai
ismérv Osz-
val- B, B, B, szesen
tozatai
Al .fll /Sl ﬁb/Sl .}qa/S] 1
AZ ];1 /‘SVZ ]f2/7 /‘SVZ ]rZH /LSZ l
Aa fa /‘S‘a ﬁz/)/‘ga Jraa/‘g‘a 1
A 5 ]fxl / ‘Syx frb / ‘Sy.r ]fm / LS‘: 1
Osz- 0,/n 0,/n O,/n 1
szesen

A fenti viszonyszamok segitségével mar jellemezhetdek az ismérvek kozott kapcsolatok. Amennyiben a
megoszlasi viszonyszamok homogének, egyenletes eloszlastak, vagy a feltételes megoszlasi viszony-
szamok soronként, illetve oszloponként azonosak, akkor nincs szamottevé kapcsolat az ismérvek kozott.
A sztochasztikus kapcsolat vizsgéalatdhoz a legcélravezetdbb az, ha a — feltételezésiink szerint — ok szere-
pét jatszo ismérv szerinti csoportokban az okozat szerinti megoszlast vizsgaljuk. Ha az oknak tekinthetd
ismérv valtozatait a tdbla oldalrovataban, az okozatnak tekinthetdét a fejrovatban helyezziik el, akkor a
tabla sorai fogjak mutatni az ok szerinti csoportokban, az okozat szerinti megoszlast.

A sztochasztikus kapcsolatot a tdbla utols6, Osszesen sordban, illetve a felette 1év0 sorokban szerepld
megoszlasok dsszehasonlitasaval mutathatjuk ki. Ha az ok szerinti csoportokban (a tabla soraiban) szami-
tott megoszlasok kiilonboznek egymastol, €s ilyenkor természetesen az egész sokasagra jellemzd (az 0sz-
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szesen sorban szerepld) megoszlastol, akkor megallapithat6 a sztochasztikus kapcsolat megléte. Ha a tab-
la minden soraban (és igy az Osszesen sorban is) ugyanolyan lenne a megoszlas, az a két ismérv fiigget-
lenségét jelezné. Ha a tablanak csak egyik atlojaban taldlnank nullatdl kiilonbozé gyakorisagot, és igy
minden sorban csak egy, 1 értékdl, illetve 100% -os megoszlasi viszonyszamot, akkor a két ismérv fiigg-
vényszeri kapcsolatban lenne. Természetesen ez csak olyan tablaval reprezentalt Osszefiiggések esetén
lehetséges, amikor a két ismérv valtozatainak a szdma megegyezik, azaz kvadratikus a tabla (példaul 2x2-
es, 3x3-as).

Természetesen az elsoként bemutatott 4.4 tébla tabla logikajanak megfelelve is elemezhetjiik a szto-
chasztikus kapcsolat meglétét. A megoszlasi viszonyszdmok segitségével tulajdonképpen az alabbi azo-
nossagokat vizsgaljuk:

falb Sa
: b n
illetve
fab : b
_a _—__ Db

Amennyiben a fenti 0sszefiiggések teljesiilnek, a két ismérv fiiggetlennek tekinthetd. Ezzel eljutottunk tu-
lajdonképpen az asszociacios kapcsolat mérésének alapgondolatdhoz. A valdszintség-elméletbdl ismere-
tes az a megfogalmazas, amely szerint a fiiggetlenség feltétele, hogy a feltételes valdsziniiség legyen
egyenld a feltétel nélkiili valoszinliséggel. Mindezt reprezentaljak a fenti azonossagok. Az ismérvek flig-
getlenségét megkozelithetjiik abbdl a kozismert valoszinliségelméleti 6sszefiiggésbol is, amely szerint két
esemény fiiggetlen, ha egyiittes bekovetkezési valoszinliséglik megegyezik a két esemény valoszinliségé-
nek szorzataval:
P(AmB)z P(A)P(B)

Mindez empirikus statisztikai jelolésekkel is leirhato:

fab Ob Sa

Zab by Pa

n n n
A tovabbiakban azt a gyakorisagot keressiik, amely a fenti feltételeknek megfelel. Jeldljiik f,, -gal a fiig-

getlenség esetén feltételezett gyakorisagot. A fenti 6sszefiiggésbdl kiindulva az ismérvek fliggetlensé-
gének esetére feltételezett gyakorisagokat szamithatjuk ki az alabbi modon:
e 2.9 S0 pope _ OuS,

n n b n

ahol:

o S

Tb =P és = P
a két ismérv szerint kiilon-kiilon szamitott (a tabla peremén szerepld) megoszlasi viszonyszamok.
A feltételezett gyakorisagok szamitasa tehat azt jelenti, hogy a sokasagot a peremeloszlasok alapjan oszt-
juk szét. Ha a tablat a feltételezett gyakorisagokkal toltjiik ki, minden sor megoszldsa ugyanolyan lesz,
ami megfelel a két ismérv fliggetlenségének. A sztochasztikus kapcsolat 1étezését jelzi tehat az, ha a tény-
legesen megfigyelt és a fiiggetlenség esetére feltételezett gyakorisagok nem egyeznek meg. Osszehasonli-
tasukat a négyzetes kontingencia mutatojaval az Gin. y°-értékkel végezhetjiik el.

Képlete:

Ha a tényleges és a feltételezett gyakorisdgok megegyeznek, azaz az ismérvek fiiggetlensége esetén,
v’ =0.
A y’-értéket felhasznalva a kapcsolat szorossiga a Cramer-féle asszocidciés egyiitthatoval mérhetd.
Képlete:

2
C= _X
\/nxmm[s—l,o—l]
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A min jeldli, hogy az s és o koziil a kisebbiket kell valasztanunk, pl. s=3, 0=2, akkor min=2.
A Cramer-egyiitthato értéke 0, ha a két ismérv fiiggetlen egymastol, és 1 értéket vesz fel, ha fiiggvénysze-
rii a kapcsolat. Az egyiitthatd 0 és 1 kozotti értékeit hagyomdnyosan harom részre osztjuk: gyenge, koze-
pes és szoros kapcsolatot mutatd tartoméanyra. (Altaldban a 0,3 és 0,7 kozotti értéket tekintjiik kozepes ér-
téknek, am meg kell jegyezniink, hogy a felosztas inkabb csak tajékoztato jellegii, a mérdszam megitélése
fligg pl. a sokasag nagysagatol, vagy a tabla méretétdl is.) Az egyiitthato eldjele (hiszen gydkvonassal ke-
letkezett) mindig pozitiv, targyi értelme nincs.
A masik hasonlo6 asszociacidos mutatdszam a Csuprov—egyiitthaté:

2

X
n (s—l)(o—l)

Csuprov-egyiitthat6=

Ertelmezése azonos a Cramer-egyiitthatoéval.

A Csuprov—egyiitthat6 a kovetkez6 intervallumban helyezkedik el:

s-1

1/4
0 < Csuprov-egyiitthato < ( j ahol:s <o

o—1
A Csuprov—egyiitthatd értéke az ismérvek fliggetlensége esetén nulla lesz. Maximalis értéke egy, amit csak akkor
vehet fel, ha az ismérvek valtozatainak a szdma azonos, tehat s=o. Ebben az esetben minden oszlopban és minden
sorban csak egy helyen talalunk gyakorisagot (f,,). A mérészam értéke minél kozelebb van a maximalis értékhez,
annal er6sebb, intenzivebb az asszociacio.

Ha az ismérvek valtozatainak a szama kiilonb6z6, a Csuprov—egyiitthatd csak akkor veszi fel a maximalis értéket ha
vagy minden sorban, vagy minden oszlopban csak egy helyen taldlunk gyakorisagot. A Csuprov—egyiitthatdé ebben

az esetben:
S-l 1/4
(—j ahol:s<o
o-1

vagy:

o 1 1/4

—_— ahol 0 <s

s—1
A Cramer-féle asszociacios egyiitthatot inkabb akkor hasznaljuk, amikor az asszociacids Osszefiiggések
térbeni vagy idébeni Osszehasonlitdsdnal valamelyik ismérv valtozatainak szdmdaban eltérés mutatkozik.

A Cramer-féle asszociacios egylitthato tulajdonképpen a Csuprov—egyiitthatot annak maximalis értékéhez vi-
szonyitja, vagyis a Csuprov < Cramer . Ha az ismérvek valtozatainak a szama azonos, tehat s=o, akkor a Cramer-

és a Csuprov- egylitthato értéke azonos lesz.

Csuprov - egylitthato

( S—l )1/4
o—1

Cramer - egyiitthatd =

Vagy:
Cramer - egyiitthato — POV - ceyiitthatd
( o-1 j
s—1
Tovabba:
S-l 1/4
Cramer - egytitthatd *(—J = Csuprov - egyiitthat6
0 p—

Vagy:

1/4
Cramer - egyiitthato *(O—J = Csuprov - egylitthatd

A fiiggetlenség-vizsgalat modszere
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A kapcsolat szignifikans voltara vonatkozo feltevésiinket a fiiggetlenség-vizsgalat modszerével valaszol-
hatjuk meg. A teszteljaras a négyzetes kontingencia y2 mutatdjara épiil. A vizsgalat soran alkalmazott hi-
potézis-rendszer:

Hyy> =0

H:x* >0

Tehat a nullhipotézis szerint az ismérvek fliggetlenek, mig az alternativ hipotézis elfogadasa a sztochaszti-
kus kapcsolat szignifikans voltat jelenti.

A nullhipotézis teljesiilése esetén a négyzetes kontingencia y2-eloszlast kovet, (s-1)(o-1) szabadsagfokkal.
Vagyis:

L\2
' OV (.][a/? - fa/;)
empirifens —— j;, )
Ennek ismeretében a hipotézisellendrzés konnyen elvégezheto:
1) Meghatarozzuk az empirikus XZ értéket (xzempirikus).
2) Kikeressiik a y”-eloszlas valasztott szignifikancia-szinjéhez (alapeset 5%, 0,0500) tartozé kritikus értéket,
1)e1) X ahol a szabadsagfok: (s-1)(o-1) vagy meghatarozzuk a p-értéket, az empirikus szignifikancia értéket.

3) Amennyiben az altalunk szamitott érték kisebb mint a kritikus érték,
2 2
szpz'r%ﬂ.r < (s=1)(0-1) Xéﬂ'ﬂkw

ugy a nullhipotézist, ellenkezd esetben:

X’fj/pm}éh.r > (I*l)(a*l)xkfl‘ﬁéhj

az alternativ hipotézist fogadjuk el.

A p-érték, az empirikus szignifikancia érték azt a legkisebb valoszinliséget mutatja, ami mellett még a Hy
nulhipotézist elutasithatjuk. Ha a teszteléshez ha a p-értékeket hasznaljuk, akkor: ha a p-érték magasabb,
mint amit megengedtiink (pl. 0,05), akkor elfogadjuk azt a nullhipotézist, vagyis azt, hogy az ismérvek
fiiggetlenek, ha kisebb a p-érték mint pl. 0,05, akkor az alternativ hipotézist fogadjuk el, vagyis a szto-
chasztikus kapcsolat szignifikans.

A Yule-mutat6.

Az elsO kisérletek az asszociacios kapcsolat szorossaganak meghatarozaséara abbdl az egyszertiisitésbol in-
dultak ki, hogy a vizsgalandd6 mindkét ismérv alternativ, azaz csak két ismérvvaltozattal rendelkezik. A
valtozok minden esetben alternativva transzformalhatok az ltalunk legfontosabbnak tartott ismérvvaltozat
kivalasztasaval €s a tobbi valtozat 6sszevonasaval; am ez Iényeges informaciok elvesztéséhez vezet. (Példa
lehet erre a tantargyak mindsitése: az 6t fokozata skala (jeles, jo, kozepes, elégséges, elégtelen - alternativ-
va alakithat6 - megfelelt, nem felelt meg.)

Alternativ ismérveket tartalmazé kombinacios tabla sémaja

A/B B, B,

A, fi, fi, S.

A, £ f) S,
0, 0,

A kétallapotu (binaris) valtozok kozotti kapcsolat elemzése soran hasznalhato elsé mutatdoszam kidolgoza-
sa G. U. Yule nevéhez fiizédik. Mivel fiiggetlenség esetén:
Ha nincs kapcsolat, akkor

Ju _Sa
ﬁZ f22

azaz

Jirfe2 = fi221 =0,

ha van kapcsolat, akkor

Jirfo2—fi2f21 20
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A Yule-féle asszociacios egyiitthato:

fllfzz _f12f21
it + fofa

Yule - mutatd =

Y értéke minél kdzelebb van a 0-hoz, a kapcsolat annal lazabb, gyengébb és minél kozelebb van az 1-hez,
anndl szorosabb, erdsebb. Ha a kapcsolat olyan, hogy az 4, tulajdonsaggal inkabb B; tulajdonséag és az A,-
vel inkabb B; jar egyiitt, az Y értéke "+" lesz, ellenkez0 esetben "-" lesz. A Yule-féle asszociacios egyiitt-
hat6 elgjelére nem forditunk kiilon figyelmet, ugyanis eldjele attol fiigg, hogy a a vizsgalt ismérvek valto-
zatait milyen sorrendben irtuk fel, azaz melyik lesz az A- illetve B- valtozat, ezért abszolut értékének

nagysaga a kapcsolat erdségét jellemzi.
A bemutat6 példa:

A szakmunkasképzot €s szakiskolat, illetve kozépiskolat végzett magyarorszagi foglalkoztatottak meg-

oszlasa nemek szerint:
4-7. tabla: A foglalkoztatottak megoszlasa iskolatipus és nemek szerint (ezer f0)

z:m képsziia:’:(sn:zl:ll:ii:ola Kozépiskola Osszesen
Férfi 876 561 1437
N6 362 704 1 066
Osszesen 1238 1 265 2503

Forras: Magyar Statisztikai Evkonyv 2000

A tabla adatai alapjan lathato, hogy az iskolatipus és a nemhez vald tartozas kozott van osszefliggés,
mivel a férfi nemhez val6 tartozas és a szakmunkasképz6 és szakiskola ismérvvaltozat, illetve a n6i
nemhez valo tartozas és a kozépiskola ismérvvaltozat jarnak gyakrabban egyiitt. Ha kiszamitjuk a
nemhez val6 tartozés (az ok) szerinti csoportokon beliil az iskolatipus (az okozat) szerinti megosz-
last, akkor a kovetkezd tabldban szereplé megoszlasi viszonyszamok megerdsitik az el6z6 megalla-
pitast.

4-8. tabla: A foglalkoztatottak megoszlasa iskolatipus és nemek szerint (%)

Szakmunkas- Kozépisko- -
Nem L . Osszesen
képzo és szakiskola | la
Férfi 61,0 39,0 100,0
Né6 34,0 66,0 100,0
Osszesen 49,5 50,5 100,0

A férfiak és ndk csoportjaban az iskolatipus szerinti megoszlasi viszonyszamok jelentésen kiilon-
boznek egymastol és az dsszes foglalkoztatottra jellemzd megoszlasi viszonyszamtol. Mig a férfiak
39%-a végzett kozépiskolat, a n6knél ez az arany 66%, az Osszes foglalkoztatottnal pedig, az elob-
biek valamilyen koztes értéke, 50,5%. A kapcsolat szorossaganak mérésére a Cramer-egyiitthatot
hasznaljuk, ezért a kdvetkezo tablaban az ismérvek fiiggetlensége esetére feltételezett gyakorisago-
kat szamitjuk ki.

4-9. tabla: A fiiggetlenség esetére feltételezett gyakorisagok, f, (ezer f6)
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Nem 26 éSsZ:;(aIEiuslll(l;‘;'l:kép- Kozépiskola Osszesen
Férfi 711 726 1437
N6 527 539 1 066
Osszesen 1238 1265 2503

Példaként a szakmunkdasképzot €s szakiskolat végzett férfiak feltételezett gyakorisaga illetve a ko-
zépiskolat végzett ndk feltételezett gyakorisaga:

fl*]zngizzsow@xﬂ:m
_— 2503 2503
£ =n D25 9503, 1265 1437 _ o
n 2503 2503
£ =n 05 9503, 1238, 1066 5,5
n n 2503 2503
£, =n 2252 _ 95031202, 1060
n 2503 2503

Vegyiik észre, hogy — kordbbi megallapitasainkbol kovetkezé mdédon — a peremgyakorisagok értéke
a tényleges, illetve fiiggetlenség esetére feltételezett kontingencia tablaban azonos.

A kovetkezd tablaban a y” -érték szamitasat kozoljiik:

4-10. tabla: A ° érték szamitasa

. \2
Megnevezés £, £, (fab ~f, ) M
fab
Férfi-szakm.isk. | 876 711 165 38,42
Férfi-kozépisk. | 561 726 -165 37,6
N§-szakm.isk. | 362 527 -165 51,79
N6-kozépisk. 704 539 165 50,69
Osszesen 2503 2503 . 178,5
A Cramer-egyiitthato (C) értéke:

cz\/ _ _ TS g 967~0,3 ahol:s =0 =2

nxmin[s—10-1] 2503x(2-1)

A szakmunkasképzot és szakiskolat, illetve kozépiskolat végzett magyarorszagi foglalkoztatottak nemhez va-
16 tartozasa és a végzettségének megfeleld iskola tipusa kozott kozepesnél gyengébb sztochasztikus kapcso-
latot szadmszerusitettiink.

A Csuprov-egyiitthato értéke ebben az esetben megegyezik a Cramer-egyiitthato értékével, mivel s=0=2:
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2
Csuprov-egyiitthato= \/ X _ \/ 178,5 _

ny(s—1)(o—1) 2503/(2-1)(2-1)

=0,267~=0,3
A fiiggetlenség vizsgalata:

oyl a) 178,5
X‘empm'km B * - >
(2-1)2-1) K0,05 = 3,841
A szamitott empirikus y* érték (178,5) nagyobb mint a y* eloszlas kritikus értéke (3,841) az 1
szabadsagfoknal és 5 %-os szignifikancia szinten, igy 5 %-os szignifikancia szinten a H, hipoté-
zist elutasitjuk, az alternativ hipotézist fogasdjuk el, tehat a kapcsolat szignifikans.
A p-érték is ezt mutatja: 0.0000

A Yule-mutato.

A bemutatott példaban:
B1 B2 Ossz.
Al 876 561 1437
A2 362 704 1 066
Ossz. 1238 1265 2 503

y  fufs =fiafy, _ 876%704-362*561 _
f.f,+f,f, 876%704+362*561
Yule 0,505

0,505

4.11 Kendall-féle rangkonkordancia-mutato

Ha ketténél tobb biralo illetve dontéshoz6 (m>2) allapit meg rangsort, akkor a konkordancia-mutat6 segit
megvalaszolni azt a kérdést, hogy milyen az 6sszhang a biradlok véleménye kozott. Tegyiik fel, hogy m
szamu biralé rangsorol n darab objektumot, (egységet, értékelési tényezdt). Az egységek végsd rangsorat
kialakithatjuk gy, hogy 6sszeadjuk az m biralo adott egységre vonatkozd rangszamat, és ezen Osszegek
alapjan rangsoroljuk az egységeket.

Rangszamnak nevezziik azt a pozitiv egész szamot, amely megmutatja, hogy egy konkrét adat hanyadik
az adathalmaz emelkedd rangsoraban, vagyis R, =& ha x; =x, Konnyen belathato, hogy a minimalis ér-

ték rangszama 1; a maximalisé pedig n, a rangszdmok pedig a természetes szamokkal egyenldk 1-t6l n-ig.
Ordinalis (sorrendi) skalan sorrendiségre vonatkoz6 relaciok alapjan rangsorba rendezziik a megfigyelt
objektumokat, egyedeket. A sorrendi skalan az egyes egyedek egymdstdl nem feltétleniil egyenld tavol-
sagban helyezkednek el. Ez még nem tekinthetd tiszta kvantitativ skalanak, habar hasznalja a numerikus
értékeket, és gyakran tovabbi miiveletek is végezhetdk a rangszdmokkal.

Ha teljesen azonos a biralok véleménye, ugy az els6 egységhez 1m, a masodikhoz 2m, ...az n-ikhez nm
rangosszeg fog tartozni. Ha nem teljes az 6sszhang, ugyanahhoz az egységhez az egyik kisebb, masik na-
gyobb sorszamot rendel, igy az 6sszegek egymas kozott kiegyenlitettebbek lesznek. Az egységek kozti
végso sorrend is kialakithatd a rangszamdsszegek segitségével, de ez akkor lesz megbizhatd, ha nagy az
Osszhang a biralok kozott (azaz m-hez kozeli a rangdsszegek kiilonbsége).

Az egyes rangszamdosszegek (C,) atlaguktol (C) vett eltéres négyzetdsszege teljes dsszhang esetén lesz a

legnagyobb:

2 3
Cmax = = (n n)
i 12

Egymassal ellentétes sorszamozas, vagy sokféle sorszamozas esetén eldfordulhat a sordsszegek kiegyenli-

tddése, igy az atlagtol valé eltérés 0 is lehet. Ebben az esetben a teljes egyet nem értés esete fordul el6*™.

1 Az asszociaciosegyiitthatok.xls parancsfjlal szamithat6 ki.
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Az egyetértési - mutato:

A dontést hozok véleményegyezését a W-mutatoval jellemezhetjiik.

osw<l
122(@ _(_j)z
_ =l

c haz(nS —n)

max

W =

Az egyetértési — mutatd értéke teljes egyetértés esetén 1, teljes egyet nem értés esetén pedig nulla.
A részleges egyetértés esetében a mutatd nulla és egy kozott vesz fel értékeket és minél kozelebb
van az egyhez, annal nagyobb az egyetértés a birdlok kozott.

A Kendall-féle rangkonkordancia-mutaté (W) szignifikanciavizsgalata ”’

A W szignifikancia vizsgélata soran a W=0 nullhipotézist vizsgaljuk, vagyis azt, hogy nincs korrelacio a
vizsgalt rangsorok kozott. Az alternativ hipotézis esetén nem a véletlennek tekintjiikk a W adott és nullanal
nagyobb értékét, hanem az egyetértésnek.

A teszteljaras a W-mutatd négyzetes khi-négyzet mutatdjara (y2) épiil. A vizsgalat soran alkalmazott hipo-
tézis-rendszer:

Hy:x* =0
H:yx*>0
A nullhipotézis teljesiilése esetén a W-mutato y2-eloszlast kovet, (n-1) szabadsagfokkal. Vagyis:

x = m(n—DW

empirikus
Ennek ismeretében a hipotézisellendrzés konnyen elvégezhetd:
1) Meghatérozzuk az empirikus x* értéket (Xzempirikus)-
2) Kikeressiik a y”-eloszlas valasztott szignifikancia-szinjéhez (alapeset 5%, 0,0500) tartozé kritikus értéket,
oty X e ahol a szabadsagfok: (n-1) vagy meghatarozzuk a p-értéket, az empirikus szignifikancia értéket.

3) Amennyiben az altalunk szamitott érték kisebb mint a kritikus érték,
2 2
Xempm'/em < (n=1) K rititns

ugy a nullhipotézist, ellenkezd esetben:
2 2
X empirikns = (n=1) K rititns

az alternativ hipotézist fogadjuk el.

76 Kerékgyarté Gyorgyné — Mundruczo Gyorgy [1995]: Statisztikai modszerek a gazdasagi elemzésben. 2. atdol-
gozott kiadas. Aula Kiado. Budapest. 65-67. )

7 Kindler Jozsef-Papp Ott6 [1977]: Komplex rendszerek vizsgalata. Osszemérési modszerek. Miiszaki Konyvki-
ado. 180-181.
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Fiiggelék

F.1 Internetes ingyenes szoftverek és adatbazisok

Az Excel parancsfijlok és a kézikonyv letoltheto:
http://www.gmi.ktk.pte.hu/index.php?mid=33#SiposB

Ingyenes matematikai és statisztikai szoftverek.

http://www.statisticalconsultants.co.nz/links.html

http://www .statisticalconsultants.co.nz/statssoftware.html

Microsoft Mathematics 4.0
http://www.microsoft.com/downloads/en/details.aspx?FamilylD=9caca722-5235-401c-8d3f-
9e242b794c3a

Gnu Regression, Econometrics and Time-series Library:

http://gretl.sourceforge.net

Ycas:

http://yacas.sourceforge.net/homepage.html

Maxima:

http://maxima.sourceforge.net/

http://maxima.sourceforge.net/download.html

JMulti ingyenes sztochasztikus iddsorkutatasi modszereket (ARCH, ARIMA, VAR, VECM) becsld
szoftver:

http://www.jmulti.de/

Wessa P., (2009), ARIMA Forecasting (v1.0.5) in Free Statistics Software (v1.1.23-r7), Office for Rese-
arch Development and Education, URL http://www.wessa.net/ rwasp _arimaforecasting.wasp/

The R code is based on :

Borghers, E, and P. Wessa, Statistics - Econometrics - Forecasting, Office for Research Development and
Education, http://www.xycoon.com/

Leiras:

http://www.stat.pitt.edu/stoffer/tsa2/R time series quick fix.htm

(Partial) Autocorrelation Function - Free Statistics Software (Calculator):
http://www.wessa.net/rwasp_autocorrelation.wasp#output

ARIMA Backward Selection - Free Statistics Software (Calculator)
http://www.wessa.net/rwasp_arimabackwardselection.wasp#output

ARIMA eldrejelzés, az interneten, R code:

http://www.wessa.net/rwasp_arimaforecasting.wasp

Magyar adatbazisok.

A Statisztikai Szemlében megjelent tanulmanyok 1923-t6l letdlthetdk:
http://www.ksh.hu/statszemle archive/

Adatok keresése az interneten:

Név filetype:xls (vagy doc, ppt, pdf stb.)

Példa: gold production statistics filetype:xls

A ROPStat probaverzioja letolthetd: http://www.ropstat.com/

A statisztikai tevékenység 0sszefogasat €s iranyitasat a legtobb modern allamban egy kiilon e célra szer-
vezett hivatal latja el. Ez Magyarorszagon az 1867 6ta miikodo Statisztikai Hivatal.

A fontosabb KSH adatok letdlthetok a Kozponti Statisztikai Hivatalnak honlapjarol:
http://portal.ksh.hu/

Startlap: http://statisztika.lap.hu/

ECOSTAT Korményzati Gazdasag- ¢és Tarsadalom-stratégiai Kutato Intézet adat szolgal -tatasa:
http://www.ecostat.hu/

Magyar Nemzeti Bank (MNB):

http://www.mnb.hu/
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- Statisztika:

BUX (A BUDAPESTI ERTEKTOZSDE HIVATALOS INDEXE) (1991. januar 2.=1000)
Magyar t6zsdeindexek, Bux és mas indexek:
http://www.mnb.hu/Statisztika/statisztikai-adatok-informaciok/adatok-idosorok

XII Ertékpapirok-BUX

A jegybanki alapkamat €s a monetaris politikai eszk6zokhoz kapcsolddd kamatldbak iddsora (2002. janu-
ar 1-jétol, szazalékpontban)

- Statisztika-statisztikai adatok-idésorok

Fogyaszt6i arindex

Kiilkereskedelem

Haztartasoknak nyujtott fogyasztasi hitelek

A lakascélu hitelek allomanya szektor, lejarat és deviza szerinti bontasban
http://www.bet.hu/

Magyar tézsdeindexek, Bux és mas indexek:

Kereskedési adatok-statisztikak

Historikus adatok letoltése — indexek historikus értékei (visszafel¢ lehet menni az id6ben, a napra ra kel
klikkelni.) stb.

MTA KTI (MTA Kozgazdasagtudomanyi Intézet) adatbankja:

http://adatbank.mtakti.hu

Gazdasagi versenyhivatal:

http://www.gvh.hu:80/gvh/alpha?do=2&st=1&pg=54&m5 doc=5635&m251 act=4

Hazai szakirodalom, keresési lehetdség, altalaban pdf fajlban letolthetd
http://www.matarka.hu/

Nemzetkozi adatbazisok.

Nominalis és real GDP, GDP/f6, népességi, fogyasztoi arindex, $arfolyama adatok 1969-2010 tényadatok, 2011-
2030-ig prognozis. Folyamatosan frissitik. 228- 230 orszag illetve régio.
http://www.ers.usda.gov/Data/Macroeconomics/

Egyesiilt Nemzetek Szervezete Statisztikai Hivatala:

http://unstats.un.org/

Nemzetkozi Valutaalap (The International Monetary Fund; IMF):

http://www.imf.org/

Vilagbank (The World Bank):

http://web.worldbank.org/

Eurdpai Uni6 statisztikai szervezete az EUROSTAT:

http://epp.eurostat.ec. europa.eu/

Demogréafiai adatok, startlap:

http://demografia.lap.hu/

USA Cenzus Hivatal:

http://www.census.gov/

A vilag orszégainak korfa adatai (nemek €s kor szerinti, valamint évenkénti [altalaban 1990-2050] bon-
tasban) valamint a népességi mutatok letdlthetdk:

http://www.census.gov/ipc/www/idb/summaries.html

Az adatok forrasa ¢€s letoltése.

Az interneten szamos fontos adat megtalalhato a korfak elkészitésével kapcsolatban. A vilag orszagainak
(224 orszéag és a vilag) korfainak az adatai (korévek, nemek: férfi - nd és dsszesen bontasban és az évek
altalaban 1990-2050 kozott, 2005 utan extrapolacid) €s adatok forrédsa:

A viladg népességére vonatkoz6 adatok forrasa:

http://www.census.gov/cgi-bin/ipc/idbagg

http://www.census.gov/ipc/www/idb/summaries.html

Country Summary-Valasszuk ki a vizsgalni kivant orszagot és klikkeljiink a kérddiv elkiildésére (go-ra).
Dinamikus abrazolads (Dynamic) mutatja a valtozasokat grafikusan 2050-ig. Az eredmény tipusa: (Type
of output) mutatja a korfat, 2000-ben, 2025-ben és 2050-ben, valasszuk a tobb népesség korfan (More
population pyramids) beliil az 6sszegzést (Summary). Az adatsorok letdltéséhez: valasszuk a legordiild
meniiben a 094 a népesség szdma az év kozepén kor és nem szerint adatsort (094 Midyear Population by

224



age and sex) ¢€s az Osszes évet (All years), utdna kovetkezik, kérddiv elkiildése (go) és megkapjuk szo-
vegtajlban az adatokat altalaban 1990-t61 2050-ig évenkénti bontasban korfa és nemek szerint, korfanként
Osszesitve €s évenként Osszesitve is. (Egyes esetekben 1990 eldtti adatokat is letdlthetiink, pl. az USA-nal
1950-t61, Brazilianal 1970-t61, Pakisztannal 1981-t61, Afganisztannal 1979-t61, Nigériatol 1953-t61 talal-
hatok meg példaul az adatok.) A vilag Gsszesen adatai az alabbi mddon érhetdk el: World population -
World population by age and sex-select year (a lehetdségek: 1996-2050) - submit query. Ahhoz, hogy az
USA eredetii DOS-os adatfajlokat (a szamoknal minden ezer utan vessz6 van) az Excel kezelni tudja a
kovetkezo 1épéseket kell megtenni. Mentsiik le a fajlt txt szovegfajlként, ugy, hogy jeldljiik ki az 6sszes
adatot (CTRL A) és utana: Szerkesztés - Az 0sszes kijelolése - Masol) és masoljuk be a jegyzettombbe
(notepad-ba) mentsiik le text fajként, a kiterjesztés txt. A Vezérlopult-Datum-idé-nyelvi és tertileti bealli-
tasok-on beliil a szdmok, datumok és az id6 formatumanak modositasanal a magyart valtoztassuk angolra
(egyesiilt allamokbelire). Ezt kovetden a lementett f4jlt nyissuk meg az Excelben: az Excel felismeri a
F4jl tipust: Fix széles és a F4jl eredetét: Kozép-europai (DOS), valasszuk a Tovabb-t és ahol sziikséges a
Torésvonal athelyezésével jeloljiik ki a szdmoszlopokat, ellendrizziik a legordiild sav oldaliranyu és lefelé
valé mozgatasaval azt, hogy a szamoszlopok kijelolése pontos volt-e, ha sziikséges mosositsunk, majd
tovabb. Az oszlop adattipusandl a korfa beosztasnal valasszuk a szoveget, a tobbinél maradjon az altala-
nos adattipus és valasszuk a befejezést. Ezt kovetden a regionalis beallitast (angol) valtoztassuk vissza
magyarra. Az adatdllomannyal most mar lehet Excelben dolgozni, le lehet menteni a Microsoft Office
Excel munkafiizet formatumban. Angol windows esetén a 1épések: A Control Panelben a nyelv és regio-
nalis (Regional and Language Options) bedllitdsokat Hungary-rél valtoztassuk meg English (United
States) - re, majd, az excel f4jl megnyitdsa utan allitsuk vissza Hungary-ra.

2009 10 24 utan az adatszolgaltatas egyszeriibbé valt: Country ki kell véalasztani az orszagot, Ctrl lenyo-
masaval az 0sszes év kivalaszthato, utdna Population Pyramids-t valasztva, mindegyik orszagra elkésziti
a korfat és az utolso korfa utdn az adatok letdlthetdk Excel/CSV formatumban.

A korfak elméleti kérdései:

http://termtud.akg.hu/okt/10/2/103.htm

A vilag orszagainak kiilonboz6 statisztikai adatai:
http://www.nationmaster.com/graph/peo_pop-people-population

Napi és az idei év statisztikdinak alakuldsa pl.: népességi adatok folyamatosan: sziiletés, haldlozas, né-
pesség abszolut novekedése, megtermelt és elfogyasztott energia mennyiség valtozasa folyamatosan, a je-
lenlegi év adatai: koltség adatok: oktatasi és fegyverkezési- kiadasok millié dollarban, termelési adatok:
auto- ¢s kerékpar- termelése darabban, eladott szamitégépek darabszdma, megsziint erddteriilet nagysaga
hektarban, egészségiigyi statisztikdk, stb. nyomon kovetése:

http://www.worldometers.info/

http://www.peterrussell.com/Odds/WorldClock.php

Regionalis adatok (Regional and Country Links:):

http://www.internetworldstats.com/

Az USA korményanak hivatalos energiastatisztika szolgéltatd honlapja: Energy Information
Administration (EIA) a vildg orszadgainak energiagazdalkodassal kapcsolatos adatai, iddsorok, stb.:
http://www.eia.doe.gov/

USA hosszt iddsorok: (Excel fajlok letoltésekor a regiondlis bedllitdst meg kell valtoztatni: angol USA
utana, ha megnyitottuk az Excel fajlt visszaallitani Magyarra):

http://stats.bls.gov/data/home.htm

http://minerals.usgs.gov/minerals/pubs/

http://www.measuringworth.com/

http://www.economagic.com/

USA konjunktura ciklusok 1853-t6l

http://www.nber.org/cycles/cyclesmain.html

Economic Report of the President. "8 Az amerikai elndk részére készitett gazdasagi jelentés, évente ké-
sziil el, 1959-t61 talalhatok meg az idésorok. A gazdasagi jelentések (az Excel fajlok és szoveges jelenté-
sek pdf formatumban) megtalalhatok 1997-t81 2008-ig évente, a gazdasdg minden teriiletérdl:
http://www.gpoaccess.gov/eop/download.html

2™ The Economic Report of the President is an annual report written by the Chairman of the Council of Economic
Advisers.
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Az amerikai elnok részére készitett gazdasagi jelentések az 1947-1996 években megtalalhato:
http://fraser.stlouisfed.org/publications/ERP/

A Dow-Jones index elérhetd az alabbi internet cimen 1896-t6l.
http://djindexes.com/mdsidx/index.cfm?event=showavgIndexData
http://globaledge.msu.edu/resourceDesk/ _statisticalDataSources.asp

Az egyes statisztikai fogalmak felfedez0irdl, az elsé publikaciokrol az alabbi internetcimrdl szerezhetiink
adatokat:

http://jeff560.tripod.com/mathword.html

HDI-index. Az ,,emberi fejlodés” indexe (angolul: Human Development Index, réviditése: HDI) egy mu-
tatdszam, amely a vildg orszagainak 0sszehasonlitasat teszi lehetdvé a varhato €lettartam, az irastudas, az
oktatas és az életszinvonal alapjan. Altalanosan elfogadott eszkdze a jolét mérésének, kiilondsen a gyer-
mekjolétének. A Human Development Report orszagonkénti adatai megtalalhat6 az interneten:
http://hdrstats.undp.org/indicators/

http://hdr.undp.org/en/statistics/data/

Nemzetkozi adatbazis, idosorok Excelben

http://www.economicswebinstitute.org

Nemzetkdzi szakirodalom, keresési lehetdség, altalaban pdf fajlban letolthetd
http://www.oxfordjournals.org/

Gujarati Damodar N. [2003]: Basic econometrics. McGraw-Hill Higher Education.
http://highered.mcgraw-hill.com/sites/0072335424/

USA elnokének a blogja: Economic statistics briefing room

http://www.whitehouse.gov/fsbr/esbr.htm

Federal Reserve System

http://www.federalreserve.gov/

The Institute For International Economics. A private research institution devoted to the study of
international economic issues .

http://www.iie.com/

Penn World Table 6.2 (188 countries, 1950-2004, 2000 as base year)
http://datacentre.chass.utoronto.ca/pwt/

World Development Indicators.

http://www.helsinki.fi/WebEc/WebEc.html

BEA. Bureau of Economic Analysis. International Economic Accounts. International Accounts Data,
Comprehensive international accounts data from the Survey of Current Business.
http://www.bea.gov/international/index.htm#bop

Szamos adatszolgaltato elérhetd:

http://personal.ashland.edu/jgarcia/links.htm

F.2 A matrix.xls parancsfajl mikodése

A szamitésok céljara felhasznalt matrix (nxn) minimum 2x2 maximum 15x15 kvadratikus (négyzetes)

matrix. A matrix jel6lése esetiinkben: X=[x;]. A kvadratikus (négyzetes) matrix esetében a matrix n sor-

bol és n oszlopbdl all, ahol az n a matrix rendje. A matrix.xls f4jl a kovetkezd szdmitasokat végzi el a

matrix munkalapon:

Inverz matrix (X ™)

Transzponalt matrix (X?) és az Inverz matrix (X™) szorzata egyenlé az egység matrixszal (E), X* X'=E,
ami a szamitasok ellenérzésére szolgal.

A matrix megfeleld sorainak €s oszlopainak felcserélésével keletkezett matrixot nevezziik egy matrix

transzponaltjanak, jelolése altaldban: X, X', X*.

Két matrix szorzata akkor értelmezhetd, ha az els6 tényezdnek annyi oszlopa van ahdny sora a masodik-

nak. Ekkor a szorzat matrix i-dik sor j-edik elemét tigy kapjuk meg, hogy az elsd tényezd i soranak és a

masodik tényezd j oszlopanak megfeleld elemeit 6sszeszorozzuk €s az értékeket 6sszeadjuk.

iﬁz inverz matrix (X™): egy X=[x;]. négyzetes matrix inverze az a X'= [X-lij] matrix amelyre XX = X
X=E.
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Egységmatrix (E): egy négyzetes matrix egységmatrix ha a féatlojaban csak 1, mas helyeken a 0 szdm
talalhato.

A kvadratikus matrix rangjat definidlhatjuk ugy, mint az X matrix linearisan fliggetlen oszlopainak ma-
ximalis szamat. Igazolhato, hogy ez egy jol definialt természetes szam és megegyezik a matrix linedrisan
fiiggetlen sorainak maximalis szdmaval (a sorrang tehat egyenl6 az oszlopranggal). A linearis algebraban
vektorok egy halmazat lineérisan fiiggetlennek nevezziik, ha egyikiik sem fejezhetd ki a tobbi vektor
linearis kombinacidjaként. Ellenkezd esetben linedrisan 6sszefiiggd vektorokrol beszéliink. Ha egy kvad-
ratikus matrix rendje és rangja azonos, a matrix nem szingularis, ebben az esetben van inverze. Ha egy
kvadratikus matrix rangja kisebb a rendjénél a matrix szingularis, és nincs inverze.

A kvadratikus matrixokhoz egy olyan skalart (szdmot) rendeliink, amelynek az értéke fiigg a matrix ele-
meinek nagysagatol. Ezt a skalart az adott matrix determindnsdnak nevezziik és az X matrix esetében a
|X] szimbolummal jeloljik. Ha egy kvadratikus matrix oszlopai (sorai) linedrisan fliggetlenek, a matrix
nem szingularis (rang=rend) és ebben az esetben a matrix determindnsa kiilonbozik nullatdl. Ha egy
kvadratikus matrix oszlopai (sorai) linearisan nem fiiggetlenek, a matrix szingularis (rang <rend), akkor
a matrix determinansa nulla.

A program kozli a matrix sajatértékeit (a sajatértékek szorzata a determinanssal egyenld) és a sajat vekto-
rokat.

Az éltalanos sajatérték probléma:

Legyen az A és B két kvadratikus (n,n) tipust matrix. A feladat, a A szdmok ¢és az x # 0 hozzétartoz6
vektorok meghatarozasa.

Ax =ABx

Fejezi ki, az éltalanos sajatérték problémat. A A szdmot sajatértéknek, az x vektort sajat vektornak nevez-
ziik.

A B=E specialis eset, ahol E egy n-ed rendli egységmatrix, azaz:

Ax =Ax

(A-AE)x=0

Legyen A=X"X

Az alabbi sajatértek feladat Excelben megoldhato:

(X'X)x =2x

[(X'X)~AE]Jx =0

A magyarazo valtozok korrelacidés matrixdnak a determinansa egyenld a sajatértékek szorzataval.

R, =M, A

Az Xmatrix munkalapon a matrix 2000x15 (n=2000, x=15) tipust lehet. Az adatok torlése utdn bema-
solhat6 az X matrix. Az Xmatrix standardizaldas munkalapon a kdvetkezd transzformaciot végzi el a

program:
A magyardzo valtozokat (i=1,2...2000: j=1,2...15) standardizaljuk az alabbi modon:

g N ")

NS

Az Xmatrix miiveletek munkalapon kozoljitk az X?X matrixot és annak inverzét (X’X)™. Az X°X matrix
a tényezdvaltozok korrelacios matrixat adja. Az inverz matrix diagonalis elemei pedig a VIF; mutatdkat
adjak.

Ebben az esetben:

X'X=R

A standardizalt magyarazdvaltozok esetén (X'X)3j1 = RJJ1 = VIF;

Tehat az ismertetett modon standardizalt magyardzo valtozok X’ X matrixa egyenld a magyarazo valto-
z0k korrelacios matrixaval, ugyanis az x; €s x; valtozok kozotti korrelacios egyiitthato:

K_ZZ(xi‘)_“)(x/_f)

y I’IGI-G]-
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F3 Tudomanytorténeti 6sszefoglalo

A matematikai statisztika (mathematical statistics) fogalma els6szor a kdvetkezd publikaciokban je-
lent?”® 250 281 oo

Német nyelven 1867-ben taladlhaté meg el0szor a matematikai statisztika (mathematische statistik) kifeje-
zés: T. Wittstein [1867]: ,,Mathematische Statistik und deren Anwendung auf National-Oekonomie und
Versicherungs-Wissenschaft” Forras: (David, H. A. [1995]:"First (?) Occurrence of Common Terms in
Mathematical Statistics," The American Statistician 49:2, May.) Angol nyelven a matematikai statisztika
(mathematical statistics) fogalma eldszor 1918-ban fordult el6: a kovetkezd kdnyvben: C. J. West [1918]:
»Introduction to Mathematical Statistics” Forras: (David, H. A. [1998]: "First (?) Occurrence of Common
Terms in Probability and Statistics -- A Second List, with Corrections," The American Statistician 52:1,
February).

Statisztikai sokasag (population) és minta (sample) elészor Francis Galton and W. F. R. Weldon
munkdajadban 1877-ben jelent meg. Francis Galton and W. F. R. Weldon [1877]: "Typical laws of hered-
ity," Nature, 15,, April 19th, p. 532.

Galton (1822-1911) %%

Maximum ¢és minimum kifejezések, mint értékek dsszehasonlitasa elészor 1743-ban talalhatok meg: W.
Emerson, [1743]: Doctrine of Fluxions c. munkajaban.

Moédusz (mode) fogalmat Karl Pearson (1857-1936) angol kutaté vezette be 1895-ben. Karl Pearson
[1895]: "Contributions to the Mathematical Theory of Evolution. II. Skew Variation in Homogeneous
Material," Philosophical Transactions of the Royal Society of London, Ser. A, 186, 343-414.

Gorbe illesztése (curve fitting) Karl Pearson emliti eldszor [1902]: On the Mathematical Theory of
Errors of Judgment, with Special Reference to the Personal Equation. Philosophical Transactions of the
Royal Society of London. Series A, 198, 235-299.

Karl Pearson [1902]: On the Systematic Fitting of Curves to Observations and Measurements.
Biometrika, 1, 265-303.

Karl Pearson fiatalkori képe **
e S

7 Forras: http://members.aol.com/jeff570/mathword.html (2008. februar 7.) Earliest Known Uses of Some of the

Words of Mathematics. Azokban az esetekben amikor mas internetes forrasokat hasznaltunk azt kiilon jeloljiik.

20 A szoftverek (még a magyar nyelvii Excel is sok esetben) altalaban az angol nyelvii kifejezéseket hasznaljak.

1 http://www.maths.tcd.ie/pub/HistMath/People/RBallHist.html attekintést ad a XVIIL.-ik és XVIIL.-ik szazad ne-

ves matematikusainak a munkdéssagarol. (2008. februar 7.)

82 Forrés: http://galton.org/ (2008. februar 7.)

¥ Forras: http://en.wikipedia.org/wiki/Karl Pearson Kozli életrajzat és publikacios jegyzékét. (2008. februar 7.)
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s . r 284
Karl Pearson idéskori képe **

Median (median) fogalméat eldszor Cournot (Antoine Augustin Cournot (18011 1877) francia kozgaz-
dasz, filozofus €s matematikus) emliti 1843-ban. Antoine A. Cournot [1843]: ,,Exposition de la théorie
des chances et des probabilités” (pp. 119-20). David, H. A. [1998]: "First (?) Occurrence of Common
Terms in Probability and Statistics -- A Second List, with Corrections," The American Statistician 52:1,
February).

A. Augustin Cournot*¥

Atlag (mean) Thomas Little Heath (1861 -1940) angol matematikus 1921-ben ,,A History of Greek
Mathematics” (Oxford: Clarendon Press, 1921, p. 85) c. miivében azt irta, hogy Pythagoras gorog mate-
matikus (i. e. 580-572 — 500-490) fedezte fel szamtani, a mértani és a harmonikus atlagokat. Az atlagok
kozott a geometriai atlag (geometric mean) angol nyelven eldszér megtalalhatd egy 1450 koriil késziilt
kéziratban, Mark Dunn [1450]: ,,The Art of Numbering”. A szamtani atlag (arithmetical mean) megta-
lalhatd 1697-ben a kovetkezd publikacioban: E. Halley "A Most Compendious and Facile Method for
Constructing the Logarithms, Exemplified and Demonstrated from the Nature of Numbers, without any
Regard to the Hyperbola, with a Speedy Method for Finding the Number from the Logarithm Given,"
Philosophical Transactions of the Royal Society of London, Vol. 19. (1695 - 1697), pp. 58-67.
Pythagoras 286

Az atlag hibaja. (mean error) a XIX.-ik szdzadban elfogadott kifejezés volt a hiba elméletében. Johann
Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855) vezette be az atlag hibaja fogalmat 1821-ben ,,Theoria combinationis
observationum erroribus minimis obnoxiae (Theory of the combination of observations least subject to er-
ror)” (1821, p. 7), c. munkajaban.

Gauss fiatal koraban. 2’

% Forras: http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/PictDisplay/Pearson.html (2008. februar 7.)
% Forras: http://www.spock.com/Antoine-Augustin-Cournot (2008. februar 7.)
26 Forras: http://www.google.hu/search?q=Pythagoras++picture&ie=utf-8&oe=utf-8&aq=t&rls=org. mozilla: hu:
official&client=firefox-a (2008. februar 7.)
7 Forras: http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/PictDisplay/Gauss.html (2008. februar 7.)
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Gauss 1d6s koraban.

Négyzetes hiba (mean square) megtalalhato 1838 — ban a Augustus De Morgan ,,An Essay on Probabili-
ties, and Their Application to Life Contingencies and Insurance Offices” cimii kdnyvében.

Asszociaciés kapcsolat vizsgalata. (association relationship) W. R. Hamilton**® [1848]: Researches
respecting Quaternions: First Series. (Transactions of the Royal Irish Academy, 21. 199-296). Dolgozatat
felolvasta a Felolvasta az Ir Kiralyi Akadémian 1843. nov. 13-an, de csak 1848-ban publikalta.

William Rowan Hamilton ** (1805-1865)

Variancia (variance, mean square deviation) Ronald Aylmer Fisher (1890 - 1962) *° 1922— ben megje-
lent munkéjaban fordul el6 elészor. Ronald Aylmer Fisher [1922]: "On the mathematical foundations of
theoretical statistics" Philosophical Transactions of the Royal Society, A, 222: 309-368. Fontos konyve,
ami befolyasolta a XX.-ik szdzadi statisztikai irodalmat: Ronald Aylmer Fisher [1925]: ,,Statistical Meth-
ods for Research Workers”*' Kiadé: Edinburgh, Oliver és Boyd.

R. Aylmer Fisher 22

=~

. . e 293
Leontine Tintner festménye

%8 http://www.maths.tcd.ie/pub/HistMath/People/Hamilton/ (2008. februar 7.)

% W. R. Hamilton publikacios jegyzéke: 1d.: http://www.maths.tcd.ie/pub/HistMath/People/ Hamilton/Papers.html
(2008. februar 7.)

290 Eletrajzat 1d.: J. C. Gower, Ronald Aylmer Fisher 1890-1962, Mathematical Spectrum 23 (1990-91), 76-86.
IR, Aylmer Fisher konyve az interneten elérheté: http:/psychclassics.yorku.ca/ Fisher/ Methods/ (2008. februar
7.)

2 http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Fisher.html (2008. februar 7.)

% http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/PictDisplay/Fisher.html (2008. februar 7.)
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R. Aylmer Fisher ***

Kvantilis. (quantile) mint altalanos fogalom, ami magaban foglalja a kvartilist (negyedel6t), percentilist
(szazadolot) stb. 1940-ben jelent meg eldszor.

David, H. A. [2001]: “First (?) Occurrence of Common Terms in Statistics and Probability”, Appendix B
pp. 219-228. hivatkozott M. G. Kendall munkéjara [1940 - 1941] "Note on the Distribution of Quantiles
for Large Samples," Supplement to the Journal of the Royal Statistical Society, 7, 83-85.

Kvartilis (quartile). Alsé és felso kvartilis elészor 1879-ben fordul eld. Donald McAlister, The Law of
the Geometric Mean, Proc. R. Soc. XXIX, p. 374.

Also ¢és felsd kvartilis megjelenik késobb 1881-ban F. Galton, [1881] "Report of the Anthropometric
Committee," Report of the 51st Meeting of the British Association for the Advancement of Science, p.
245-260 .

Maurice George Kendall (1907 - 1983) angol statisztikus.

M. G. Kendall

e

Momentum (moment) a mechanikdban Newton hasznalta el6szor 1704-ben. Isaac Newton [1704]: De
Quadratura Curvarum: "Momenta id est incrementa momentanea synchrona".

Momentum (moment) fogalmat a statisztikdban a Karl Pearson vezette be, atvéve a mechanikabol 1893-
ban, Karl Pearson [1893]: "Asymmetrical Frequency Curves," Nature October 26"

Cstcsssag (kurtosis) fogalmat eldszor Karl Pearson hasznalta 1905-ben: Karl Pearson [1905]: "Das Feh-
lergesetz und seine Verallgemeinerungen durch Fechner und Pearson”. A Rejoinder, Biometrika, 4, 169-
212.

Ferdeség (skew curve) 1895-ben Karl Pearson munkdjdban jelenik meg eldszor: Karl Pearson [1895]:
Contributions to the Mathematical Theory of Evolution. II. Skew Variation in Homogeneous Material,
Philosophical Transactions of the Royal Society A, 186, 343-414.

Kumulalas (cumulation) R. A. Fisher hasznalta el6szor 1929-ben ¢és 1931-ben Wisharttal: R. A. Fisher
[1929]: Moments and Product Moments of Sampling Distributions," Proceedings of the London Mathe-
matical Society, Series 2, 30, 199-238. ¢és R. A. Fisher és J. Wishart, [1931]: "The Derivation of the Pat-
tern Formulae of Two-Way Partitions From Those of Simpler Patterns," Proceedings of the London
Mathematical Society, Ser. 2, 33, p.195. Harold Hotelling (J. Amer. Stat Assoc., 28, 1933, 374).
Koncentracié (concentration) mérésére Lorentz dolgozta ki a Rola elnevezett gorbét. Lorenz, M. O.
[1905]: Methods of measuring the concentration of wealth Publications of the American Statistical
Association. 9: 209-219.

Max Otto Lorenz (1880 — 1962) amerikai kozgazdasz. A Lorentz gorbét eldszor a kdvetkezd konyvben
publikaltak: King, W. I. [1912]:. The Elements of Statistical Method. New York: Macmillan.

Lorenz, M. O. 296

% http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Fisher.html (2008. februar 7.)
% http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Kendall _Maurice.html (2008. februar 7.)

% http://www.spock.com/Max-O.-Lorenz (2008. februér 7.)
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Durbin - Watson teszt (Durbin - Watson test) kidolgozo6i: Durbin, J., and Watson, G. S., [1950]: Testing
for Serial Correlation in Least Squares Regression, I. Biometrika 37.

Bexjasin GoMPERTZ

A Gompertz logisztikus trend felfedezéje. *® Benjamin Gompertz>” biztositasi matematikus 1825-ben
folfedezte azt a halandosagi torvényt, amit az allatokon végzett vizsgalatok is megerdsitenek. Az emberi
halando6sagi rata a nemi érettség elérése idején a legkisebb, utdna exponencialisan emelkedik. Gompertz
tétele szerint az ember elhaldlozasi esélye harminc és nyolcvanéves kora kozott hét évente megduplazo-
dik, nyolcvanéves kora folott viszont Gjra csokkenni kezd. Az ujabb vizsgalatok alapjan a halandosag ere-
jének alakulasat leiré gorbe csak a sziiletéstdl a korai kamaszkori mélypontjdig és felndttkori monoton

jellegii emelkedésének a legfiatalabb életkorto] kezdédden alakul Ggy, ahogyan azt Gompertz leirta. >

Az egyre novekvo tapasztalati anyag elemzése kapcsan az is egyértelmiivé valt, hogy az orvostudomény
fejlodése, az egészségligyi rendszabalyok és a morbiditast és mortalitast befolyasolo egyéb tényezok a kii-
16nb6z6 életkortiakat eltérd aranyban érintik, ezért a kiillonb6z6 nemt és kort népesség halandosaganak
egymashoz viszonyitott nagysaga allanddan valtozik. A nyolcvanévesnél id6sebb korosztalyokban a nék
mar talnyomo tobbségbe keriiltek, igy a Gompertz - egyenlet ' **? Iényegében csak a nket tamogatja.

Marion King Hubbert. (1903-1989) % 3% 3%

A texasi San Saba-ban sziiletett. **® Tanulmanyait Chicagoi Egyetemen folytatta, ahol geologiat, matema-
tikat és fizikat tanult. B. S fokozatot 1926-ban, M. S.-t 1928-ban, PhD-t pedig 1937-ben szerzett. PhD ta-
nulmanyai alatt az Amerada olajtarsasag geologus asszisztenseként dolgozott. 1943-t6l 1964-ig a Shell

7 http://en.wikipedia.org/wiki/Benjamin_Gompertz
% Gompertz, B., [1825].
¥ http://en.wikipedia.org/wiki/Benjamin_gompertz
390 1.d. Valkovics Emil [2001] 121-141.
! Gompertz, B., [1825]: 513-585.
92 Bartlett M. S. — Cox F. R. S. [1975] 16.
3% http://hu.wikipedia.org/wiki/M. King Hubbert
3% http://rsparlourtricks.blogspot.com/2005/10/m-king-hubbert.html
3% http://www.hubbertpeak.com/hubbert/
3% http://hu.wikipedia.org/wiki/M. King Hubbert
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Oil Company alkalmazottja, ezutan 1976-os nyugdijba vonulasaig a United States Geological Survey ku-
tatd fizikusa volt. A Stanford Egyetemen geologiat és geofizikat tanitott 1963-t6l 1968-ig, a Berkeley
Egyetemen pedig 1973-t6l 1976-ig. A technokrata mozgalom aktiv tagja, a 30-as években alakult
Technocracy Incorporated szervezet egyik alapitoja volt. T6bb fontos eredményt ért el a geologia és a
geofizika teriiletén. Nevéhez fiiz6dik az olajtermelés idObeli alakulasat egy adott teriileten modellezd
haranggorbbe, az in. Hubbert-gdrbe, az olajhozam-csucs elméletének egyik kdzponti eleme.

F.4. Tablazatok

A Béta-eloszlas kritikus értékei >’ a Szroeter teszthez, 5 %-os szignifikancia szinten, ha a linearis reg-
resszids egyenes konstanst is tartalmaz.

397 M. J. Harrison [1982]: Table 4. 165.
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8
9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
45
50
55
60
65
70
75
80
85
90
95
100

m=k+1=2 m=k+1=3 m=k+1=4 m=k+1=5 m=k+1=6

0,873
0,962
1,033
1,091
1,140
1,181
1,217
1,248
1,276
1,301
1,324
1,345
1,363
1,381
1,397
1,411
1,425
1,438
1,450
1,461
1,471
1,481
1,491
1,500
1,508
1,516
1,524
1,531
1,537
1,542
1,547
1,551
1,555
1,575
1,593
1,608
1,622
1,635
1,646
1,656
1,666
1,675
1,683
1,690
1,697

0,758
0,873
0,962
1,033
1,091
1,140
1,181
1,217
1,248
1,276
1,301
1,324
1,345
1,363
1,381
1,397
1,411
1,425
1,438
1,450
1,461
1,471
1,481
1,491
1,500
1,508
1,516
1,524
1,531
1,538
1,545
1,551
1,557
1,585
1,608
1,627
1,644
1,659
1,671
1,682
1,692
1,699
1,706
1,712
1,718

0,583
0,758
0,873
0,962
1,033
1,091
1,140
1,181
1,217
1,248
1,276
1,301
1,324
1,345
1,363
1,381
1,397
1,411
1,425
1,438
1,450
1,461
1,471
1,481
1,491
1,500
1,508
1,516
1,524
1,531
1,538
1,545
1,551
1,580
1,603
1,623
1,641
1,656
1,669
1,681
1,692
1,701
1,710
1,718
1,726

0,326
0,583
0,758
0,873
0,962
1,033
1,091
1,140
1,181
1,217
1,248
1,276
1,301
1,324
1,345
1,363
1,381
1,397
1,411
1,425
1,438
1,450
1,461
1,471
1,481
1,491
1,500
1,508
1,516
1,524
1,531
1,538
1,545
1,574
1,599
1,620
1,637
1,653
1,666
1,679
1,690
1,699
1,709
1,716
1,724

0,025
0,326
0,583
0,758
0,873
0,962
1,033
1,091
1,140
1,181
1,217
1,248
1,276
1,301
1,324
1,345
1,363
1,381
1,397
1,411
1,425
1,438
1,450
1,461
1,471
1,481
1,491
1,500
1,508
1,516
1,524
1,531
1,538
1,569
1,594
1,616
1,634
1,650
1,664
1,676
1,688
1,698
1,707
1,715
1,723
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Standard normalis eloszlas siiriiségfii

ovény értékei "

z |0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0,0 [0,500 0496 0492 0,488 [0.484 [0.480 [0.476 [0.472 0,468 [0.464
0,1 [0460 (0456 (0452 (0,448 (0,444 0,440 0,436 0,433 0,429 0,425
02 [0421 (0417 (0413 0,409 [0.405 0,401 {0,397 {0,394 [0,390 [0,386
03 [0382 (0378 [0374 [0371 (0367 (0,363 (0,359 0,356 0,352 0,348
04 0345 (0341 (0337 (0334 (0330 0,326 0,323 0,319 |0,316 0,312
0,5 [0309 (0305 (0302 [0298 (0,295 (0,291 [0,288 [0,284 [0,281 [0,278
0,6 0274 (0271 [0268 [0264 (0261 (0,258 [0,255 |0,251 |0,248 0,245
0,7 0242 (0239 [0236 (0233 (0230 [0,227 [0,224 |0,221 [0,218 0,215
08 [0212 (0209 [0206 (0203 (0,200 0,198 (0,195 0,192 [0,189 |0,187
0,9 [0,184 0,181 [0,179 [0,176 (0,174 0,171 0,169 [0,166 |0,164 0,161
1,0 |0,159 [o,156 [0,154 [0,152 (0,149 0,147 0,145 0,142 [0,140 0,138
1,1 0,136 0,133 [0,131 0,129 0,127 0,125 0,123 [0,121 |0,119 0,117
1,2 |o,115 Jo,113 fo,111 [0,109 (0,107 0,106 [0,104 [0,102 [0,100 |0,099
1,3 0,007 0,095 [0,093 [0,092 0,000 [0,089 [0,087 [0,085 [0,084 [0,082
1,4 0,081 0,079 [0,078 [0,076 0,075 0,074 (0,072 [0,071 [0,069 0,068
1,5 0,067 0,066 0,064 0,063 0,062 0,061 (0,059 [0,058 (0,057 0,056
1,6 0,055 [0,054 [0,053 [0,052 [0,051 0,049 [0,048 [0,047 [0,046 0,046
1,7 10,045 [0,044 [0,043 [0,042 (0,041 0,040 (0,039 [0,038 [0,038 0,037
1,8 0,036 0,035 [0,034 [0,034 (0,033 0,032 (0,031 [0,031 [0,030 0,029
1,9 0,029 0,028 0,027 [0,027 [0,026 [0,026 0,025 0,024 [0,024 0,023
2,0 0,023 (0,022 [0,022 [0,021 [0,021 (0,020 [0,020 [0,019 [0,019 [0,018
21 0,018 (0,017 [0,017 [0,017 [0,016 0,016 |0,015 |0,015 |0,015 0,014
22 0,014 0,014 [0,013 [0,013 (0,013 [0,012 [0,012 [0,012 [0,011 |0,011
23 0,011 (0,010 [0,010 [0,010 [0,010 ]0,009 |0,009 [0,009 [0,009 ]0,008
2,4 0,008 (0,008 [0,008 [0,008 [0,007 0,007 |0,007 |0,007 |0,007 ]0,006
2,5 0,006 (0,006 (0,006 (0,006 [0,006 [0,005 ]0,005 |0,005 [0,005 |0,005
2,6 0,005 (0,005 [0,004 [0,004 [0,004 [0,004 [0,004 [0,004 [0,004 [0,004
2,7 10,003 [0,003 [0,003 [0,003 [0,003 [0,003 [0,003 [0,003 [0,003 [0,003
2,8 0,003 (0,002 [0,002 [0,002 [0,002 [0,002 [0,002 [0,002 [0,002 0,002
2,9 [0,002 [0,002 [0,002 [0,002 [0,002 [0,002 {0,002 [0,001 [0,001 [0,001
3,0 [0,001 [0,001 [0,001 [0,001 [0,001 ]0,001 |0,001 |0,001 [0,001 ]0,001

Kritikus értékek kiillonbo6z6 szignifikancia-szintek esetén

Szignifikancia-szint (o)

Egyoldald _ ]0,1000 0,0500 0,0250 0,0225 0,0100 0,0050
Kétoldald  |0,2000 0,1000 0,0500 0,0450 0,0200 0,0100
z 1,280 1,645 1,960 2,000 2,330 2,587

% Pintér Jozsef — Rappai Gabor (szerkeszté) [2007]: 489.
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Student-féle t-eloszlas kritikus értékei kiilonféle szignifikancia-szint mellett

Szabadsag- |Szignifikancia-szint

fok 0,1 0,05 0,025 0,01 0,005
1 3,078 6,314 12,706 31,821 63,656
2 1,886 2,920 4303 6,965 9,925
3 1,638 2,353 3,182 4,541 5,841
4 1,533 2,132 2,776 3,747 4,604
5 1,476 2,015 2,571 3,365 4,032
6 1,440 1,943 2,447 3,143 3,707
7 1,415 1,895 2,365 2,998 3,499
8 1,397 1,860 2,306 2,896 3,355
9 1,383 1,833 2,262 2,821 3,250
10 1,372 1,812 2,228 2,764 3,169
11 1,363 1,796 2,201 2,718 3,106
12 1,356 1,782 2,179 2,681 3,055
13 1,350 1,771 2,160 2,650 3,012
14 1,345 1,761 2,145 2,624 2,977
15 1,341 1,753 2,131 2,602 2,947
16 1,337 1,746 2,120 2,583 2,921
17 1,333 1,740 2,110 2,567 2,898
18 1,330 1,734 2,101 2,552 2,878
19 1,328 1,729 2,093 2,539 2,861
20 1,325 1,725 2,086 2,528 2,845
21 1,323 1,721 2,080 2,518 2,831
22 1,321 1,717 2,074 2,508 2,819
23 1,319 1,714 2,069 2,500 2,807
24 1,318 1,711 2,064 2,492 2,797
25 1,316 1,708 2,060 2,485 2,787
26 1,315 1,706 2,056 2,479 2,779
27 1,314 1,703 2,052 2,473 2,771
28 1,313 1,701 2,048 2,467 2,763
29 1,311 1,699 2,045 2,462 2,756
30 1,310 1,697 2,042 2,457 2,750
40 1,303 1,684 2,021 2,423 2,704
50 1,299 1,676 2,009 2,403 2,678
60 1,296 1,671 2,000 2,390 2,660
70 1,294 1,667 1,994 2,381 2,648
80 1,292 1,664 1,990 2,374 2,639
90 1,291 1,662 1,987 2,368 2,632
100 1,290 1,660 1,984 2,364 2,626
150 1,287 1,655 1,976 2,351 2,609
200 1,286 1,653 1,972 2,345 2,601

3% Ramanathan Ramu [2003]: 609.
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2

X -eloszlas kritikus értékei kiilonféle szignifikancia-szintek mellett * 10

SzabadsAgfok Szinifikancia-szint
0,9900 0,9500 0,9000 0,1000 0,0500 0,0100

1 0.000 0.004 0.016 2.706 3.841 6.635
2 0.020 0.103 0211 4,605 5991 9210
3 0.115 0352 0.584 6251 7.815 11.345
4 0297 0711 1.064 7779 9.488 13277
5 0.554 1.145 1610 9236 11.070 15.086
6 0.872 1635 2204 10.645 12,592 16.812
7 1239 2.167 2.833 12,017 14.067 18.475
] 1.647 2733 3.490 13362 15.507 20.090
9 2.088 3325 4,168 14,634 16919 21,666
10 2.558 3.940 4.865 15.987 18307 23.209
1 3.053 4,575 5,578 17.275 19.675 24,725
12 3.571 5.226 6304 18.549 21.026 26217
13 4107 5.892 7.041 19.812 22362 27.688
14 4,660 6.571 7.790 21.064 23.685 29.141
15 5229 7.261 8.547 22307 24.996 30.578
16 5812 7.962 9312 23.542 26,296 32.000
17 6.408 8.672 10.085 24.769 27.587 33.409
1R 7015 9.390 10.865 25.989 28.869 34.805
19 7.633 10117 11,651 27.204 30144 36.191
20 8.260 10.851 12.443 28.412 31.410 37.566
21 8.897 11,591 13240 29.615 32,671 38932
22 9.542 12338 14.041 30.813 33.924 40.289
23 10.196 13.091 14.848 32,007 35172 41,638
24 10.856 13.848 15.659 33.196 36.415 42,980
25 11.524 14.611 16.473 34382 37.652 44314
26 12.198 15379 17292 35.563 38.885 45.642
27 12.878 16.151 18.114 36,741 40.113 46,963
28 13.565 16,928 18.939 37.916 41337 48278
29 14256 17.708 19.768 39.087 42,557 49,588
30 14,953 18.493 20.599 40256 43.773 50.892
3] 15.655 19.281 21.434 41422 44,985 52191
30 16362 20.072 22271 42,585 46,194 53.486
33 17.073 20.867 23110 43,745 47.400 54775
34 17.789 21.664 23.952 44,903 48,602 56.061
35 18.509 22.465 24.797 46,059 49,802 57342
36 19233 23.269 25.643 47212 50.998 58,619
37 19.960 24.075 26.492 48363 52192 59.893
38 20.691 24.384 27343 49513 53.384 61162
39 21.426 25.695 28.196 50.660 54,572 62.428
40 22,164 26,509 29.051 51.805 55.758 63.691
50 29.707 34.764 37.689 63.167 67.505 76.154
60 37.485 43.188 46.459 74.397 79.082 88.379
70 45442 51.739 55329 85.527 90.531 100.425
80 53.540 60.391 64.278 96,578 101.879 112.329
90 61.754 69.126 73.291 107.565 113.145 124.116
100 70.065 77.929 82358 118.498 124.342 135.807
150 112,668 122,692 128275 172,581 179,581 193.207
200 156.432 168.279 174.835 226.021 233,994 | 249,445
250 200939 121439 221806 279,050 [ 287,882 304,939

319 Aczel A. D. [2002]: Table 4 alapjan.
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F-eloszlas kritikus értékei 5%-o0s egyoldalu (10%-o0s kétoldali) szignifikancia-szint mellett

Nevezo6 |Szamlalé szabadsagfoka

szf 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 (15 )20 (25 |30 |50 {100 |200
2 18,5 19,0 |19,2 |19,2 [19,3 [19,3 [19,7 [19,4 [19,3 |19.4 [19,4 [19,4 [19,6 [19,5 [19,5 |19,5 |18,5
3 10,1 19,55 19,28 19,12 19,01 [8,94 8,89 |8,85 |8,81 |8,79 [8,70 [8,66 [8,63 [8,62 |8,58 |8,55 |10,1
4 7,71 16,94 16,59 6,39 [6,26 16,16 [6,09 |6,04 [6,00 |5,96 |5,86 (5,80 |5,77 [5,75 |5,70 5,66 |7,71
5 6,61 15,79 |5,41 |5,19 [5,05 4,95 4,88 4,82 [4,77 4,74 4,62 [4,56 [4,52 [4,50 |4,44 |4,41 |6,61
6 5,99 15,14 [4,76 4,53 [4,39 14,28 [4,21 |4,15 |4,10 [4,06 [3,94 (3,87 |3,83 [3,81 |3,75 [3,71 |5,99
7 5,59 14,74 14,35 14,12 3,97 3,87 [3,79 |3,73 |3,68 |3,64 [3,51 [3,44 (3,40 [3,38 [3,32 [3,27 |5,59
8 5,32 14,46 14,07 13,84 (3,69 (3,58 [3,50 |3,44 [3,39 |3,35 [3,22 [3,15 (3,11 [3,08 [3,02 [2,97 |5,32
9 5,12 14,26 13,86 3,63 (3,48 3,37 |3,29 |3,23 |3,18 |3,14 [3,01 [2,94 (2,89 [2,86 [2,80 [2,76 |5,12
10 4,96 (4,10 |3,71 |3,48 |3,33 |3,22 |3,14 |3,07 |3,02 |2,98 2,85 [2,77 |2,73 |2,70 |2,64 |2,59 [4,96
11 4,84 13,98 (3,59 |3,36 3,20 |3,09 3,01 [2,95 |2,90 2,85 |2,72 2,65 [2,60 |2,57 [2,5]1 |2,46 |4,84
12 4,75 (3,89 |3,49 |3,26 |3,11 |3,00 |2,91 |2,85 |2,80 |2,75 2,62 |2,54 |2,50 |2,47 [2,40 |2,35 |4,75
13 4,67 (3,81 |3,41 |3,18 |3,03 |2,92 |2,83 |2,77 |2,71 |2,67 |2,53 2,46 |2,41 |2,38 [2,31 |2,26 [4,67
14 4,60 (3,74 |3,34 |3,11 |2,96 |2,85 |2,76 |2,70 |2,65 |2,60 [2,46 {2,39 2,34 |2,31 [2,24 |2,19 [4,60
15 4,54 (3,68 |3,29 |3,06 |2,90 |2,79 2,71 |2,64 2,59 |2,54 |2,40 [2,33 [2,28 [2,25 [2,18 [2,12 |4,54
16 4,49 13,63 (3,24 |3,01 |2,85 |2,74 |2,66 [2,59 |2,54 |2,49 |2,35 |2,28 |2,23 |2,19 [2,12 |2,07 |4,49
17 4,45 (3,59 |3,20 |2,96 |2,81 |2,70 |2,61 |2,55 |2,49 |2,45 2,31 2,23 |2,18 |2,15 [2,08 |2,02 |4,45
18 4,41 3,55 [3,16 |2,93 2,77 |2,66 2,58 [2,51 |2,46 (2,41 |2,27 |2,19 |2,14 |2,11 [2,04 |1,98 |4,41
19 4,38 13,52 (3,13 12,90 2,74 |2,63 2,54 [2,48 |2,42 |2,38 |2,23 |2,16 [2,11 |2,07 [2,00 |1,94 4,38
20 4,35 (3,49 |3,10 |2,87 |2,71 |2,60 |2,51 |2,45 |2,39 |2,35 2,20 |2,12 |2,07 |2,04 [1,97 |[1,91 [4,35
21 4,32 13,47 (3,07 |2,84 2,68 |2,57 |2,49 (2,42 |2,37 |2,32 |2,18 |2,10 [2,05 |2,01 [1,94 |1,88 |4,32
22 4,30 (3,44 |3,05 |2,82 |2,66 |2,55 |2,46 |2,40 |2,34 |2,30 |2,15 2,07 |2,02 |1,98 [1,91 |1,85 [4,30
23 4,28 13,42 (3,03 |2,80 |2,64 |2,53 |2,44 [2,37 |2,32 |2,27 |2,13 |2,05 |2,00 |1,96 [1,88 |1,82 |4,28
24 4,26 (3,40 |3,01 |2,78 |2,62 |2,51 |2,42 |2,36 |2,30 |2,25 |2,11 2,03 |1,97 [1,94 [1,86 |1,80 [4,26
25 4,24 (3,39 [2,99 |2,76 |2,60 |2,49 |2,40 |2,34 [2,28 |2,24 |2,09 [2,01 [1,96 [1,92 [1,84 [1,78 |4,24
26 4,23 13,37 (2,98 |2,74 2,59 |2,47 2,39 (2,32 |2,27 |2,22 |2,07 1,99 [1,94 |1,90 [1,82 |1,76 |4,23
27 4,21 (3,35 |2,96 |2,73 |2,57 |2,46 |2,37 |2,31 |2,25 2,20 [2,06 [1,97 1,92 |1,88 [1,81 [1,74 [4,2]
28 4,20 13,34 (2,95 |2,71 2,56 |2,45 2,36 (2,29 |2,24 (2,19 |2,04 [1,96 [1,91 |1,87 [1,79 |1,73 |4,20
29 4,18 (3,33 |2,93 |2,70 |2,55 |2,43 |2,35 |2,28 |2,22 2,18 2,03 [1,94 |1,89 |1,85 [1,77 |1,71 [4,18
30 4,17 (3,32 |2,92 |2,69 |2,53 |2,42 |2,33 |2,27 |2,21 |2,16 2,01 1,93 |1,88 |1,84 [1,76 |1,70 [4,17
35 4,12 13,27 (2,87 12,64 |2,49 |2,37 |2,29 [2,22 |2,16 |2,11 |1,96 |1,88 |1,82 |1,79 [1,70 |1,63 |4,12
40 4,08 (3,23 |2,84 |2,61 |2,45 |2,34 |2,25 |2,18 |2,12 |2,08 [1,92 1,84 |1,78 |1,74 [1,66 |1,59 [4,08
50 4,03 13,18 (2,79 |2,56 |2,40 |2,29 [2,20 (2,13 |2,07 |2,03 |1,87 |1,78 |1,73 |1,69 [1,60 |1,52 |4,03
60 4,00 (3,15 |2,76 |2,53 |2,37 |2,25 |2,17 |2,10 |2,04 |1,99 [1,84 [1,75 |1,69 1,65 [1,56 |1,48 [4,00
75 3,97 13,12 |2,73 2,49 (2,34 |2,22 [2,13 |2,06 |2,01 [1,96 [1,80 [1,71 |1,65 [1,61 |1,52 [1,44 |3,97
100 3,94 13,09 12,70 |2,46 2,31 2,19 |2,10 |2,03 1,97 |1,93 [1,77 [1,68 [1,62 [1,57 |1,48 [1,39 [3,94
200 3,89 13,04 |2,65 |2,42 [2,26 |2,14 [2,06 {1,98 1,93 |1,88 [1,72 |1,62 [1,56 {1,52 [1,41 [1,32 |3,89

3 Aczel A. D. [2002]: Table 5A alapjan.
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F-eloszlas kritikus értékei 2,5%-o0s egyoldalu (5%-os kétoldali) szignifikancia-szint mellett

Neve |Szamlal6 szabadsigfoka

:;)f 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 (15 |20 |25 |30 (50 100 ]200
2 38,5 39,0 139,2 (39,3 (39,3 39,3 |39.4 |39.4 (39,4 39,4 {394 |39,5 [39,5 [39,5 39,5 |39,5 |39,5
3 17,4 16,0 [15,4 |15,1 [14,9 [14,7 [14,6 |14,5 |14,4 |14,4 |142 |14,1 |14,1 |14,0 [14,0 [13,9 [13,9
4 12,2 10,6 (9,98 19,60 19,36 [9,20 [9,07 [8,98 8,90 |8,84 |8,66 [8,56 |8,50 |8,46 8,38 (8,32 [8,29
5 10,0 8,43 |7,76 |7,39 [7,15 6,98 16,85 |6,76 [6,68 6,62 6,43 16,33 [6,27 (6,23 |6,14 16,08 |6,05
6 8,81 7,26 16,60 [6,23 [5,99 [5,82 |5,70 |5,60 [5,52 |5,46 |5,27 |5,17 |5,11 [5,07 4,98 14,92 |4,88
7 8,07 6,54 15,89 [5,52 [5,29 (5,12 14,99 |4,90 [4,82 |4,76 4,57 |4,47 [4,40 [4,36 4,28 |4,21 |4,18
8 7,57 6,06 [5,42 |5,05 [4,82 [4,65 |4,53 |4,43 14,36 [4,30 [4,10 [4,00 [3,94 (3,89 |3,81 |3,74 |3,70
9 7,21 5,71 |5,08 [4,72 [4,48 [4,32 |4,20 |4,10 [4,03 |3,96 |3,77 |3,67 [3,60 [3,56 |3,47 |3,40 |3,37
10 6,94 5,46 14,83 [4,47 [4,24 4,07 |3,95 |3,85 (3,78 |3,72 [3,52 |3.,42 [3,35 (3,31 |3,22 |3,15 |3,12
11 6,72 5,26 14,63 (4,28 [4,04 [3,88 3,76 |3,66 (3,59 |3,53 [3,33 |3,23 [3,16 (3,12 |3,03 |2,96 |2,92
12 16,55 5,10 14,47 [4,12 (3,89 (3,73 |3,61 |3,51 (3,44 |3,37 [3,18 |3,07 [3,01 [2,96 |2,87 |2,80 |2,76
13 ]6,41 4,97 14,35 14,00 (3,77 |3,60 [3,48 (3,39 (3,31 |3,25 |3,05 |2,95 [2,88 |2,84 [2,74 [2,67 |2,63
14 16,30 4,86 (4,24 (3,89 (3,66 |3,50 (3,38 (3,29 [3,21 |3,15 |2,95 [2,84 [2,78 |2,73 |2,64 |2,56 [2,53
15 16,20 4,77 [4,15 |3,80 (3,58 |3,41 |3,29 (3,20 [3,12 |3,06 |2,86 |2,76 (2,69 |2,64 (2,55 |2,47 |2,44
16 6,12 4,69 (4,08 |3,73 (3,50 |3,34 (3,22 (3,12 [3,05 |2,99 |2,79 [2,68 [2,61 |2,57 |2,47 [2,40 [2,36
17 16,04 4,62 (4,01 |3,66 (3,44 |3,28 [3,16 (3,06 [2,98 2,92 |2,72 |2,62 |2,55 |2,50 |2,41 [2,33 [2,29
18 15,98 4,56 13,95 |3,61 (3,38 |3,22 [3,10 (3,01 (2,93 |2,87 |2,67 |2,56 (2,49 |2,44 (2,35 [2,27 |2,23
19 15,92 4,51 (3,90 |3,56 (3,33 |3,17 [3,05 [2,96 [2,88 |2,82 |2,62 [2,51 |2,44 |2,39 |2,30 [2,22 [2,18
20 |5,87 4,46 13,86 |3,51 (3,29 |3,13 [3,01 (2,91 (2,84 |2,77 |2,57 |2,46 2,40 |2,35 [2,25 [2,17 |2,13
21 5,83 4,42 (3,82 |3,48 (3,25 |3,09 (2,97 (2,87 [2,80 |2,73 |2,53 [2,42 [2,36 |2,31 |2,21 [2,13 [2,09
22 15,79 4,38 (3,78 |3,44 (3,22 |3,05 (2,93 (2,84 [2,76 |2,70 |2,50 [2,39 (2,32 |2,27 |2,17 [2,09 [2,05
23 15,75 4,35 (3,75 |3,41 [3,18 |3,02 [2,90 (2,81 |2,73 |2,67 |2,47 (2,36 [2,29 [2,24 |2,14 |2,06 [2,01
24 5,72 4,32 (3,72 13,38 (3,15 |2,99 (2,87 (2,78 [2,70 |2,64 |2,44 [2,33 [2,26 |2,21 |2,11 [2,02 [1,98
25 15,69 4,29 13,69 3,35 (3,13 |2,97 [2,85 (2,75 (2,68 |2,61 |2,41 |2,30 [2,23 |2,18 [2,08 [2,00 |1,95
26 5,66 4,27 (3,67 (3,33 (3,10 |2,94 (2,82 [2,73 [2,65 |2,59 |2,39 [2,28 [2,21 |2,16 |2,05 [1,97 [1,92
27 15,63 4,24 (3,65 |3,31 (3,08 |2,92 (2,80 (2,71 [2,63 |2,57 |2,36 [2,25 |2,18 |2,13 |2,03 [1,94 [1,90
28 5,61 4,22 13,63 3,29 (3,06 2,90 [2,78 [2,69 (2,61 |2,55 |2,34 2,23 (2,16 |2,11 |2,01 [1,92 |1,88
29 15,59 4,20 (3,61 |3,27 (3,04 |2,88 [2,76 (2,67 (2,59 |2,53 |2,32 [2,21 |2,14 |2,09 |1,99 [1,90 [1,86
30 |5,57 4,18 3,59 13,25 (3,03 |2,87 [2,75 (2,65 (2,57 |2,51 |2,31 |2,20 (2,12 |2,07 |1,97 [1,88 [1,84
35 15,48 4,11 (3,52 |3,18 [2,96 |2,80 (2,68 [2,58 [2,50 |2,44 |2,23 |2,12 [2,05 |2,00 |1,89 |1,80 [1,75
40 |5,42 4,05 13,46 |3,13 [2,90 |2,74 [2,62 [2,53 (2,45 |2,39 |2,18 2,07 [1,99 [1,94 |1,83 [1,74 [1,69
50 ]5,34 3,97 13,39 [3,05 (2,83 [2,67 |2,55 |2,46 (2,38 |2,32 2,11 |1,99 [1,92 [1,87 |1,75 |1,66 |1,60
60 15,29 3,93 13,34 (3,01 (2,79 (2,63 |2,51 |2,41 (2,33 |2,27 |2,06 |1,94 |1,87 [1,82 |1,70 |1,60 |1,54
75 15,23 3,88 13,30 (2,96 (2,74 [2,58 2,46 |2,37 (2,29 |2,22 2,01 |1,90 [1,82 [1,76 |1,65 |1,54 |1,48
100 5,18 3,83 13,25 (2,92 (2,70 (2,54 |2,42 |2,32 (2,24 |2,18 [1,97 |1,85 [1,77 [1,71 |1,59 |1,48 |1,42
200 |5,10 3,76 {3,18 2,85 [2,63 (2,47 [2,35 |2,26 |2,18 {2,11 [1,90 |1,78 [1,70 [1,64 [1,51 |1,39 |1,32
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Durbin-Watson-préba, az 5 szizalékos dy, és dy értékek az egyoldali probahoz. *'* ° 3¢

k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=38 k=9 k=10
n| dL | dU | dL ] dU | dL | dU | dL [ dU | dL J dU | dL [ dU | dL [ dU | dL [ dU | dL [ dU | dL | dU
6] 0610] 1400[— | [|— |— |— |— |— |— |— |— |— |— | |— |— |— |— |—
7170700] 1356 0467 1896~ | |— |— | |— |— |— | |— | |— |— |— |— |—
8
9

0,763] 1,332] 0,559
0,824
10] 0879
1] 0,927
12[ 0,971
13] 1,010
14] 1,045
15] 1,077
16] 1,106
17] 1,133
18] 1,158
19 1,180
20[ 1201
21] 1221
2] 1239
23| 1257
2] 1273
25] 1,288
26 1302
27| 1316
28] 1,328
29[ 1341
30 1352
31] 1,363
3| 1373
33| 1383
34| 1393
35| 1,402
36| 1411
37| 1419
38| 1427
39] 1435
40[ 1,442
43| 1475
50| 1,503
55| 1,528
60] 1,549
65| 1,567
70| 1,583
75| 1,598
80| 1,611
85| 1,624
90] 1,635
95| 1,645
100] 1,654
150] 1,720
200[ 1,758

312 Savin, N. E.-White K. J. [1977]: 1989-1996.
313 Ramanathan Ramu [2003]: 614-615.
1% Az n= a megfigyelések szama (n=1,2...200), k= a magyarazovaltozok szama (k=1,2..20).
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100] 1,439

150 1,579

200] 1,654
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dL

dU

0,390

1,142

0,435

1,036

0,497

1,003

0,554

0,998

0,604

1,001

0,653

1,010

0,697

1,023

0,738

1,038

0,776

1,054

0,811

1,070

0,844

1,086

0,873

1,102

0,902

1,118

0,928

1,133

0,952

1,147

0,975

1,161

0,997

1,174

1,017

1,186

1,037

1,199

1,055

1,210

1,072

1,222

1,088

1,232

1,104

1,244

1,119

1,254

1,134

1,264

1,147

1,274

1,160

1,283

1,171

1,291

1,184

1,298

1,195

1,307

1,205

1,315

1,217

1,322

1,227

1,330

1,237

1,337

1,246

1,344

1,288

1,376

1,324

1,403

1,356

1,428

1,382

1,449

1,407

1,467

1,429

1,485

1,448

1,501

1,465

1,514

1,481

1,529

1,496

1,541

1,510

1,552

100

1,522

1,562

150

1,611

1,637

200

1,604

1,684
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100] 1,314] 1,790] 1,292] 1,816] 1,270 1,841] 1,248] 1,868 1,225] 1,895] 1,203] 1,922 1,181] 1,949| 1,158] 1,977| 1,136] 2,006 1,113 2,034
150] 1,473] 1,783] 1,458] 1,799| 1,444| 1,814] 1,429] 1,830 1,414| 1,847 1,400{ 1,863 1,385] 1,880] 1,370] 1,897] 1,355] 1,913] 1,340] 1,931
200f 1,561f 1,791] 1,550 1,801] 1,539 1,813] 1,528] 1,824| 1,518] 1,836] 1,507| 1,847| 1,495| 1,860| 1,484| 1,871| 1,474| 1,883| 1,462 1,896

F.4. A gorog betiik

A a Alfa N 1% N1

B Béta = & Kszi

A y Gamma 0 o Omikron

A 0 Delta ] T Pl

E £ Epszilon P RO

4 4 /éta 2 o Szigma

H n Eta 7 T Tau

O 0 Théta Yy v Upszilon

/ l /Ota ) 7 F7

K K Kappa X Khi

A Lambda b 7 Pszi

M M (2 0] Omega
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